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具零阶耗散的双成分 Camassa-Holm方程的整体解和爆破现象
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摘要: 本文研究了具零阶耗散的双成分 Camassa-Holm方程的 Cauchy问题. 由 Kato定理得

到局部适定性的结果, 然后研究了解的整体存在性和爆破现象.
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1 引言

近年来, Camassa-Holm方程 (CH方程)

mt + ωux + 2mux + mxu = 0, m = u− uxx

(其中 ω是任意常数) 得到广泛关注. 它是一类描述浅水区域中单向传播波的运动模型. CH
方程是一类完全可积系统, 它有一对相应的 Lax对 [1], 具有双 Hamilton结构 [2]. 该方程由于
其一些显著特征而被广泛关注. 当 ω = 0时, 该方程具有形如 u(x, t) = ce−|x−ct| 的孤立波解

(其中 c为任意常数). 当 c 6= 0时, 这种孤立波解在有限速度内行进, 且在波峰处不光滑 (它的
一阶导含有一个跳跃间断点), 即出现了尖点, 又称孤立尖解 [3]. Constantin等研究了该方程
尖孤立子的稳定性和相互碰撞问题, 证实了这种孤立子和 KdV方程的孤立子一样, 具有碰撞
后不改变其形状和速度等性质. CH方程另一显著特征, 既能描述孤立子又能描述波的破裂
现象 [1,4]. CH方程的短波极限形式就是 Hunter-Saxton (HS) 方程

uxxt + 2uxuxx + uuxxx = 0,

该方程描述的是线状液态晶体波的传播.
CH方程和 HS方程有许多可积的多成分推广 [5−9], 其中最著名的是

{
mt + 2uxm + umx + σρρx = 0, t > 0, x ∈ R,

ρt + (uρ)x = 0, t > 0, x ∈ R,

其中 m = u − uxx, σ = ±1, CH方程可由 ρ ≡ 0得到. 它是一个完全可积系统. 在文 [8]中,
Constantin和 Ivanov从浅水波理论的角度导出该系统, 并研究了它的整体解和某些爆破解.
最近, 该系统的数学性质被许多文章进一步研究, 例如文 [5, 6, 8]等.
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在实际情况下, 能量耗散是自然界不可避免的现象, 这在波的传播过程中也经常发生, 因
此研究耗散项对水波方程的影响是很有必要的. 早在 1970年, Ott和 Sudan就研究了能量耗
散对 KdV方程的解的影响. 在 1988年, Ghidaglia把弱耗散的 KdV方程作为有限维动力系
统的一个模型, 来研究该方程解的长时间性态.
带耗散项的双成分 CH方程具有如下形式

{
mt + 2uxm + umx + σρρx + L(u) = 0, t > 0, x ∈ R,

ρt + (uρ)x = 0, t > 0, x ∈ R,

其中 m = u − uxx, σ = ±1, L(u)是耗散项. 根据不同的物理背景, L可以是一个微分算子或

是一个拟微分算子. 本文研究下面具零阶耗散的双成分 CH方程的 Cauchy问题




mt + 2uxm + umx + λu = −σρρx, t > 0, x ∈ R,

ρt + (uρ)x = 0, t > 0, x ∈ R,

m(0, x) = m0(x), x ∈ R,

ρ(0, x) = ρ0(x), x ∈ R,

(1.1)

其中m = u− uxx, σ = ±1, λ是一个大于 0的固定常数.
在第二节, 将应用 Kato理论证明方程 (1.1) 的局部适定性. 在第三节研究方程 (1.1) 的

解的爆破现象. 最后, 在第四节研究了方程 (1.1) 的整体解.
下面给出本文常用的一些记号. 用 ‖ · ‖Hs , ‖ · ‖L∞ , ‖ · ‖Lp 分别表示 Hs(R), L∞(R),

Lp(R) 空间的范数; (·, ·)s表示 Hs(R)空间的内积; ‖ · ‖X 表示 Banach空间 X 上的范数.

2 局部适定性

本节用 Kato定理证明出方程 (1.1) 的解的局部适定性定理. 先叙述 Kato定理, 考虑抽
象的拟线性发展方程

dv

dt
+ A(v)v = f(v), t ≥ 0, v(0) = v0. (2.1)

设X, Y 是两个 Hilbert空间, Y 连续嵌入到X, 且嵌入是稠密的, 从 Y 到X 有一个微分

同胚 Q : Y → X, ‖ · ‖X 和 ‖ · ‖Y 表示 Banach空间X, Y 的范数, L(Y, X)表示从 Y 到X 的

全体有界线性算子空间 (当 X = Y 时, 记为 L(X) ). 假设
(i) ∀y ∈ Y , A(y) ∈ L(Y, X), 且

‖(A(y)−A(z))w‖X ≤ µ1‖y − z‖X‖w‖Y , y, z, w ∈ Y,

且 ∃β ∈ R, A(y) ∈ G(X, 1, β) 在 Y 上一致有界.
(ii) QA(y)Q−1 = A(y) + B(y), 其中 B(y) ∈ L(X)在 Y 上一致有界, 且

‖(B(y)−B(z))w‖X ≤ µ2‖y − z‖Y ‖w‖X , y, z ∈ Y, w ∈ X.

(iii) f : Y → Y 在 Y 上一致有界, 且

‖f(y)− f(z)‖Y ≤ µ3‖y − z‖Y , y, z ∈ Y,

‖f(y)− f(z)‖X ≤ µ4‖y − z‖X , y, z ∈ Y,
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这里 µ1, µ2, µ3, µ4是仅依赖于max {‖y‖Y , ‖z‖Y }的常数.
定理 2.1 [10] 在条件 (i)–(iii)下, 对于 v0 ∈ Y , 存在一个仅依赖于 ‖v0‖Y 的最大时间 T >

0, 使得方程 (1.1) 在 [0,T)存在唯一解 v , 并满足 v = v(·, v0) ∈ C([0, T );Y ) ∩ C1([0, T );X),
且映射 v0 → v(·, v0) 从 Y到 C([0, T );Y ) ∩ C1([0, T );X)是连续的.
下面将方程 (1.1) 变形, 以便应用 Kato定理证明其解的局部适定性. 注意在流体动力学

的推导过程中, 当 |x| → ∞时, u(t, x) → 0, ρ(t, x) → 1, ∀t ∈ R. 令 ρ̄ = ρ− 1, 则当 |x| → ∞
时, ρ̄ → 0. 取 σ = 1, 方程 (1.1) 化为





ut − utxx + 3uux + λu = 2uxuxx + uuxxx − ρ̄ρ̄x − ρ̄x, t > 0, x ∈ R,

ρ̄t + uρ̄x = −uxρ̄− ux, t > 0, x ∈ R,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,

ρ̄(0, x) = ρ̄0(x), x ∈ R,

(2.2)

注意, 若令 p(x) = 1
2
e−|x|, x ∈ R, 则有 (1− ∂2

x)−1f = p ∗ f,∀f ∈ L2(R), 且 p ∗m = u, 其中定
义 ∗为卷积符号. 应用这两个恒等式, 可将方程 (2.2) 化为





ut + uux = −∂xp ∗ (u2 + 1
2
u2

x + 1
2
ρ̄2 + ρ̄ + λux)− λu, t > 0, x ∈ R,

ρ̄t + uρ̄x = −uxρ̄− ux, t > 0, x ∈ R,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,

ρ̄(0, x) = ρ̄0(x), x ∈ R,

(2.3)

或




ut + uux = −∂x(1− ∂2
x)−1(u2 + 1

2
u2

x + 1
2
ρ̄2 + ρ̄ + λux)− λu, t > 0, x ∈ R,

ρ̄t + uρ̄x = −uxρ̄− ux, t > 0, x ∈ R,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R,

ρ̄(0, x) = ρ̄0(x), x ∈ R.

(2.4)

定理 2.2 设 z0 =

(
u0

ρ̄0

)
∈ Hs×Hs−1, s ≥ 2,则存在一个最大时间T = T (‖z0‖Hs×Hs−1) >

0, 使得方程 (2.3) 在区间 [0,T)存在唯一解 z =

(
u

ρ̄

)
, 并满足

z = z(·, z0) ∈ C([0, T );Hs ×Hs−1) ∩ C1([0, T );Hs−1 ×Hs−2),

且解连续依赖于初值 z0, 即映射

z0 → z(·, z0) : Hs ×Hs−1 → C([0, T );Hs ×Hs−1) ∩ C1([0, T );Hs−1 ×Hs−2)

是连续的.

设 z =

(
u

ρ̄

)
∈ Hs ×Hs−1, A(z) =

(
u∂x 0
0 u∂x

)
和

f(z) =

(
−∂x(1− ∂2

x)−1(u2 + 1
2
u2

x + 1
2
u2

x + 1
2
ρ̄2 + ρ̄ + λux)− λu

−uxρ̄− ux

)
.
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又设 Y = Hs × Hs−1, X = Hs−1 × Hs−2,Λ = (1 − ∂2
x)

1
2 和 Q =

(
Λ 0
0 Λ

)
. 显然, Q是

Hs ×Hs−1到Hs−1 ×Hs−2上的一个同胚映射. 为证明定理 2.2, 仅需要证明 A(z)和 f(z)满
足 Kato 定理中的条件 (i)–(iii).
下面将定理 2.2的证明分成几个引理完成.
引理 2.1 [11] 设 X1和 X2是 Banach空间, 且 Ai ∈ G(Xi, 1, β), i = 1, 2, 则算子

A =

(
A1 0

0 A2

)
∈ G(X1 ×X2, 1, β),

其中 D(A) = D(A1)×D(A2).
引理 2.2 [5,12] 设 u ∈ Hs, s ≥ 2, 则算子 A(u) = u∂x ∈ G(Hs−1, 1, β).
由引理 2.1–2.2得到

引理 2.3 设 z ∈ Hs × Hs−1, s ≥ 2, 则算子 A(z) =

(
u∂x 0
0 u∂x

)
∈ G(Hs−1 ×

Hs−2, 1, β).

引理 2.4 [7,8] 设 A(z) =

(
u∂x 0
0 u∂x

)
, z ∈ Hs × Hs−1, s ≥ 2, 则 A(z) ∈ L(Hs ×

Hs−1,Hs−1 ×Hs−2), 且满足

‖(A(y)−A(z))w‖Hs−1×Hs−2 ≤ µ1‖y − z‖Hs−1×Hs−2‖w‖Hs×Hs−1 , ∀y, z, w ∈ Hs ×Hs−1.

引理 2.5 [7,8] 设 B(z) = QA(z)Q−1 −A(y), z ∈ Hs ×Hs−1, s ≥ 2, 则

‖(B(z)−B(y))w‖Hs−1×Hs−2 ≤ µ2‖y − z‖Hs×Hs−1‖w‖Hs−1×Hs−2 ,

∀y, z ∈ Hs ×Hs−1, w ∈ Hs−1 ×Hs−2.

引理 2.6 [10] 设 r, t为满足 −r < t ≤ r的实数, 则

‖fg‖Ht ≤ c‖f‖Hr‖g‖Ht , r >
1
2
, ‖fg‖

Ht+r− 1
2
≤ c‖f‖Hr‖g‖Ht , r <

1
2
,

其中 c只为依赖于 r, t的正常数.
现证明在定理 2.2中 f 满足条件 (iii).
引理 2.7 设 z ∈ Hs ×Hs−1, s ≥ 2,

f(z) =

(
−∂x(1− ∂2

x)−1(u2 + 1
2
u2

x + 1
2
ρ̄2 + ρ̄ + λux)− λu

−uxρ̄− ux

)
,

则 f 在 Hs ×Hs−1上有界, 且满足
(a) ‖f(y)− f(z)‖Hs×Hs−1 ≤ µ3‖y − z‖Hs×Hs−1 , y, z ∈ Hs ×Hs−1,

(b) ‖f(y)− f(z)‖Hs−1×Hs−2 ≤ µ4‖y − z‖Hs−1×Hs−2 , y, z ∈ Hs ×Hs−1.
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证 设 y, z ∈ Hs ×Hs−1, s ≥ 2. 注意 Hs−1是 Banach代数, 则

‖f(y)− f(z)‖Hs×Hs−1

≤‖(y2
1 − u2) +

1
2
(y2

1,x − u2
x) +

1
2
(y2

2 − ρ̄2) + (y2 − ρ̄) + λ(y1,x − ux)‖Hs−1

+ ‖λ(y1 − u)‖Hs + ‖uxρ̄− y1,xy2‖Hs−1 + ‖y1,x − ux‖Hs−1

≤‖y1 − u‖Hs−1‖y1 + u‖Hs−1 +
1
2
‖y1 − u‖Hs‖y1 + u‖Hs

+
1
2
‖y2 − ρ̄‖Hs−1‖y2 + ρ̄‖Hs−1 + ‖y2 − ρ̄‖Hs−1 + 2λ‖y1 − u‖Hs

+ ‖uxρ̄− uxy2‖Hs−1 + ‖uxy2 − y1,xy2‖Hs−1 + ‖y1 − u‖Hs

≤(‖y‖Hs×Hs−1 + ‖z‖Hs×Hs−1)‖y − z‖Hs×Hs−1

+
1
2
(‖y‖Hs×Hs−1 + ‖z‖Hs×Hs−1)‖y − z‖Hs×Hs−1

+
1
2
(‖y‖Hs×Hs−1 + ‖z‖Hs×Hs−1)‖y − z‖Hs×Hs−1 + (2λ + 1)‖y − z‖Hs×Hs−1

+ ‖z‖Hs×Hs−1‖y − z‖Hs×Hs−1 + ‖y‖Hs×Hs−1‖y − z‖Hs×Hs−1 + ‖y − z‖Hs×Hs−1

=(3‖y‖Hs×Hs−1 + 3‖z‖Hs×Hs−1 + 2λ + 2)‖y − z‖Hs×Hs−1 .

这就完成了对 (a)式的证明. 其中, 在上述不等式中令 y = 0, 就能够得到 f 在 Hs ×Hs−1 上

是有界的.
接下来证明 (b)式,

‖f(y)− f(z)‖Hs−1×Hs−2

≤‖(y1 − u)(y1 + u)‖Hs−2 +
1
2
‖(y1,x − ux)(y1,x + ux)‖Hs−2 +

1
2
‖(y2 − ρ̄)(y2 + ρ̄)‖Hs−2

+ ‖y2 − ρ̄‖Hs−2 + λ‖(y1,x − ux)‖Hs−2 + λ‖y1 − u‖Hs−1 + ‖ux(ρ̄− y2)‖Hs−2

+ ‖(ux − y1,x)y2‖Hs−2 + ‖y1,x − ux‖Hs−2

≤c‖y1 − u‖Hs−1‖y1 + u‖Hs−2 +
c

2
‖y1,x − ux‖Hs−2‖y1,x + ux‖Hs−1

+
c

2
‖y2 − ρ̄‖Hs−2‖y2 + ρ̄‖Hs−1 + ‖y2 − ρ̄‖Hs−2 + 2λ‖y1 − u‖Hs−1

+ c‖ux‖Hs−1‖y2 − ρ̄‖Hs−2 + c‖y2‖Hs−1‖y1,x − ux‖Hs−2 + ‖y1 − u‖Hs−1

≤c(‖y‖Hs×Hs−1 + ‖z‖Hs×Hs−1)‖y − z‖Hs−1×Hs−2

+
c

2
(‖y‖Hs×Hs−1 + ‖z‖Hs×Hs−1)‖y − z‖Hs−1×Hs−2

+
c

2
(‖y‖Hs×Hs−1 + ‖z‖Hs×Hs−1)‖y − z‖Hs−1×Hs−2 + (2λ + 1)‖y − z‖Hs−1×Hs−2

+ c‖z‖Hs×Hs−1‖y − z‖Hs−1×Hs−2 + c‖y‖Hs×Hs−1‖y − z‖Hs−1×Hs−2 + ‖y − z‖Hs−1×Hs−2

=(3c‖y‖Hs×Hs−1 + 3c‖z‖Hs×Hs−1 + 2λ + 2)‖y − z‖Hs−1×Hs−2 .

上述估计过程中需用到引理 2.6 (r = s− 1, t = s− 2的情形). 于是 (b)式得证.
综合引理 2.1–2.5和引理 2.7, 应用定理 2.1, 定理 2.2得证.
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3 爆破

这节中将证明方程 (2.2) 解爆破的充要条件, 并给出导致解发生爆破的两个充分条件.
引理 3.1 [13] 若 r > 0, 则 Hr ∩ L∞是 Banach代数, 且

‖fg‖Hr ≤ c(‖f‖L∞‖g‖Hr + ‖f‖Hr‖g‖L∞),

其中 c只为依赖于 r的常数.
引理 3.2 [13] 若 r > 0, 则

‖[Λr, f ]g‖L2 ≤ c(‖∂xf‖L∞‖Λr−1g‖L2 + ‖Λrf‖L2‖g‖L∞),

其中 c只为依赖于 r的常数.

引理 3.3 设 z0 =

(
u0

ρ̄0

)
∈ Hs×Hs−1, s ≥ 2, 且 T > 0是方程 (2.2) 相应解 z = (u, ρ̄)

的最大存在时间, 则 ∀t ∈ [0, T ), 有

E(t) =
∫

R

(u2 + u2
x + ρ̄2)dx ≤

∫

R

(u2
0 + u2

0,x + ρ̄2
0)dx, ∀t ∈ [0, T ), (3.1)

且

‖u(t, ·)‖2
L∞ ≤ 1

2
(‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2). (3.2)

证 运用定理 2.2 及稠密性定理, 只需证明上述定理对某个 s ≥ 2 成立即可. 这里假
设 s = 3 来证明上述定理, 在方程 (2.3) 中, 对第一个方程关于 x 求偏导, 再运用恒等式
∂2

xp ∗ f = p ∗ f − f , 得到

utx + uuxx +
1
2
u2

x = u2 +
1
2
ρ̄2 + ρ̄− p ∗ (u2 +

1
2
u2

x +
1
2
ρ̄2 + ρ̄ + λux), (3.3)

其中 f = u2 +
1
2
u2

x +
1
2
ρ̄2 + ρ̄ + λux, 根据方程 (2.3) 及 (3.3) 式, 再分部积分得到

d
dt

E(t) = 2
∫

R

(uut + uxuxt + ρ̄ρ̄t)dx

= 2
∫

R

(−λu2 − u∂xp ∗ f − uuxuxx − 1
2
u3

x −
1
2
uxρ̄2 − uxp ∗ f − uρ̄ρ̄x)dx

= −2λ

∫

R

u2dx ≤ 0,

所以 (3.1) 式得证.
根据上述不等式, 得到

‖u(t, ·)‖2
L∞ ≤ 1

2
‖u‖2

H1 ≤ 1
2
(‖u‖2

H1 + ‖ρ̄‖2
L2) ≤ 1

2
(‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2),

这就完成了对引理 3.3的证明.
由引理 3.1–3.3 可得到下述重要结论.
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定理 3.1 设 z0 =

(
u0

ρ̄0

)
∈ Hs ×Hs−1, s ≥ 2, 且 T 是方程 (2.3) 关于初始值 z0 的解

z = (u, ρ̄)的最大存在时间, 若存在M > 0, 使得

‖ux(t, ·)‖L∞ + ‖ρ̄(t, ·)‖L∞ + ‖ρ̄x(t, ·)‖L∞ ≤ M, ∀t ∈ [0, T ),

则解 z(t, ·)关于范数 ‖ · ‖Hs×Hs−1 在 [0,T)内不会爆破.

证 根据定理 2.2, 设 z =

(
u

ρ̄

)
是方程 (2.3) 关于初始值 z0 ∈ Hs ×Hs−1, s ≥ 2, 的解,

且 T 是相应解 z 的最大存在时间. 证明过程中, c > 0是仅依赖于 s的正常数. 对方程 (2.4)
中第一个方程运用算子 Λs, 且两边同时乘以 Λsu, 再关于 R积分, 得到

d
dt
‖u‖2

Hs = −2(uux, u)s − 2(u, f(u, ρ̄))s − 2(u, λu)s, (3.4)

其中 f(u, ρ̄) = ∂x(1− ∂2
x)−1(u2 +

1
2
u2

x +
1
2
ρ̄2 + ρ̄ + λux). 现首先估计 (3.4) 式右边的第一个

式子 (参见文 [14]定理 3.1) 得到

|(uux, u)s| ≤ c‖ux‖L∞‖u‖2
Hs .

其次, 估计 (3.4) 式右边的第二个式子

|(u, f(u, ρ̄))s| ≤‖u‖Hs‖f(u, ρ̄)‖Hs

≤(‖u2‖Hs−1 +
1
2
‖u2

x‖Hs−1 +
1
2
‖ρ̄2‖Hs−1 + ‖ρ̄‖Hs−1 + λ‖ux‖Hs−1)‖u‖Hs

≤(c‖u‖L∞‖u‖Hs−1 + c‖ux‖L∞‖ux‖Hs−1 + c‖ρ̄‖L∞‖ρ̄‖Hs−1 + λ‖u‖Hs)‖u‖Hs

+ ‖ρ̄‖Hs−1‖u‖Hs

≤c(‖ux‖L∞ + ‖ρ̄‖L∞ +
√
‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2 + λ +

1
2
)(‖u‖2

Hs + ‖ρ̄‖2
Hs−1).

上述估计过程需用到引理 3.1 (r = s− 1的情形) 和 (3.2) 式. 最后, 估计 (3.4) 式右边的第三
个式子

|(u, λu)s| = λ|(u, u)s| ≤ λ‖u‖2
Hs .

结合上述三个不等式及 (3.4) 式, 得到

d
dt
‖u‖2

Hs ≤ c(‖ux‖L∞ + ‖ρ̄‖L∞ +
√
‖u0‖2

H1 + ‖ρ0‖2
L2 + λ +

1
2
)(‖u‖2

Hs + ‖ρ̄‖2
Hs−1). (3.5)

为得到关于第二个元素 ρ̄的类似的估计, 对方程 (2.4) 中第二个方程作用以算子 Λs, 且
两边同时乘以 Λsρ̄, 再关于 x在 R上积分, 得到

d
dt
‖ρ̄‖2

Hs−1 = −2(uxρ̄, ρ̄)s−1 − 2(ρ̄, uρ̄x)s−1 − 2(ρ̄, ux)s−1. (3.6)

现首先估计 (3.6) 式右边的第一个式子和第二个式子 (参见文 [14]定理 3.1) 得到

|(uρ̄x, u)s−1| ≤ c(‖ux‖L∞ + ‖ρ̄x‖L∞)(‖u‖2
Hs + ‖ρ̄‖2

Hs−1),

|(uxρ̄, ρ̄)s−1| ≤ c(‖ux‖L∞ + ‖ρ̄‖L∞)(‖u‖2
Hs + ‖ρ̄‖2

Hs−1).
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再估计 (3.6) 式右边的第三个式子, 得到

|(ux, ρ̄)s−1| ≤ ‖ux‖Hs−1‖ρ̄‖Hs−1 ≤ 1
2
(‖u‖2

Hs + ‖ρ̄‖2
Hs−1).

结合上述三个不等式及 (3.6) 式, 得到

d
dt
‖ρ̄‖2

Hs−1 ≤ c(‖ux‖L∞ + ‖ρ̄x‖L∞ + ‖ρ̄‖L∞ +
1
2
)(‖u‖2

Hs + ‖ρ̄‖2
Hs−1). (3.7)

根据 (3.5)–(3.7) 式, 得到

d
dt

(‖u‖2
Hs + ‖ρ̄‖2

Hs−1)

≤c(‖ux‖L∞ + ‖ρ̄‖L∞ + ‖ρ̄x‖L∞ +
√
‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2 + λ +

1
2
)(‖u‖2

Hs + ‖ρ̄‖2
Hs−1).

运用 Gronwall不等式和定理已给出的假设条件, 得到

‖u‖2
Hs + ‖ρ̄‖2

Hs−1 ≤ exp(cM1t)(‖u0‖2
Hs + ‖ρ̄0‖2

Hs−1),

其中M1 = M +
√
‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2 + λ +

1
2
. 这就完成了定理 3.1的证明.

为研究方程 (2.2) 的解的精确的爆破机制, 引入如下初值问题
{

qt = u(t, q), x ∈ [0, T ),
q(0, x) = x, x ∈ R,

(3.8)

其中 u表示方程 (2.3) 的解的第一个元素, 且是局部 Lipschitz 连续函数. 应用常微分方程的
一些结论, 能够得到关于 q的两个结论, 这两结论在研究爆破现象中非常重要.
引理 3.4 [15,16] 设 u ∈ C([0, T );Hs) ∩ C1([0, T );Hs−1), s ≥ 2, 则方程有唯一解 q ∈

C1([0, T )×R;R), 且 q(t, ·)是 R上的一个递增微分同胚映, 满足

qx(t, x) = exp(
∫ t

0

ux(s, q(s, x))ds) > 0, ∀(t, x) ∈ [0, T )×R.

引理 3.5 设 z0 =

(
u0

ρ̄0

)
∈ Hs×Hs−1, s ≥ 2, 且 T > 0是方程 (2.3) 相应解 z = (u, ρ̄)

的最大存在时间, 则

(ρ̄(t, q(t, x)) + 1)qx(t, x) = (ρ̄0(x) + 1), ∀(t, x) ∈ [0, T )×R. (3.9)

此外, 若存在M > 0, 使得 ∀(t, x) ∈ [0, T )×R, 有 ux(t, x) ≥ −M, 则

‖ρ̄(t, ·)‖L∞ = ‖ρ̄(t, q(t, ·))‖L∞ ≤ eMT (‖ρ̄0(x)‖L∞ + 2), ∀t ∈ [0, T ).

证 (参见文 [6]引理 2.5) 得到
d
dt

(ρ̄(t, q(t, x)) + 1)qx(t, x) = 0. 根据引理 3.4和 (3.9) 式

及引理给出的假设条件, 得到

‖ρ̄(t, ·)‖L∞ =‖ρ̄(t, q(t, x))‖L∞ = ‖(ρ̄0(x) + 1) exp(−
∫ t

0

ux(s, q(s, x))ds)− 1‖L∞

≤eMT (‖ρ̄0(x)‖L∞ + 2).
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这就完成了引理 3.5的证明.
根据定理 3.1和引理 3.5, 可以得到以下推论.

推论 3.1 设 z0 =

(
u0

ρ̄0

)
∈ Hs ×Hs−1, s ≥ 2, 且 T 是方程 (2.3) 关于初始值 z0 的解

z = (u, ρ̄)的最大存在时间, 若存在M > 0, 使得

‖ux(t, ·)‖L∞ + ‖ρ̄x(t, ·)‖L∞ ≤ M, ∀t ∈ [0, T ),

则解 z(t, ·)关于范数 ‖ · ‖Hs×Hs−1 在 [0,T)内不会爆破.
接下来将要证明方程 (2.3) 解的精确的爆破机制.

定理 3.2 设 z0 =

(
u0

ρ̄0

)
∈ Hs ×Hs−1, s > 5

2
, 且 T 是方程 (2.3) 关于初始值 z0 的解

z = (u, ρ̄)的最大存在时间, 则方程的解在有限时间内爆破当且仅当

lim inf
t→T

inf
x∈R

ux(t, x) = −∞ 或 lim sup
t→T

‖ρ̄x(t, ·)‖L∞ = +∞.

证 根据定理 2.2, 设 z =

(
u

ρ̄

)
是方程 (2.3) 关于初始值 z0 ∈ Hs ×Hs−1(s ≥ 2) 的解,

且 T 是相应解 z的最大存在时间. 用m = u− uxx同时乘以方程 (2.2) 的第一个方程的两边,
然后再分部积分, 得到

d
dt

∫

R

m2dx =2
∫

R

mmtdx = 2
∫

R

(−2m2ux −mmxu− λmu−mρ̄ρ̄x −mρ̄x)dx

=− 3
∫

R

m2uxdx +
∫

R

uxρ̄2dx−
∫

R

uxxxρ̄2dx− 2λ

∫

R

mudx (3.10)

− 2
∫

R

mρ̄xdx.

对方程 (2.2) 的第一个方程关于 x求偏导, 然后方程两边同时乘以mx = ux − uxxx, 最后再积
分, 得到

d
dt

∫

R

m2
xdx =2

∫

R

mxmxtdx

=− 6
∫

R

uxm2
xdx− 4

∫

R

uxxmmxdx− 2
∫

R

umxmxxdx− 2λ

∫

R

uxmxdx

− 2
∫

R

mxρ̄2
xdx− 2

∫

R

mxρ̄ρ̄xxdx− 2
∫

R

mxρ̄xxdx

=− 5
∫

R

uxm2
xdx− 4

∫

R

(u−m)mmxdx− 2λ

∫

R

uxmxdx

−
∫

R

uxxx(ρ̄2 − 2ρ̄ρ̄xx − 2ρ̄2
x)dx− 2

∫

R

mxρ̄xxdx (3.11)

=− 5
∫

R

uxm2
xdx + 2

∫

R

uxm2dx− 2λ

∫

R

uxmxdx

−
∫

R

uxxx(ρ̄2 − 2ρ̄ρ̄xx − 2ρ̄2
x)dx− 2

∫

R

mxρ̄xxdx,
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这里用到了关系式m = u− uxx和

∫

R

m2mxdx = 0. 结合 (3.10)–(3.11) 式, 得到

d
dt

∫

R

(m2 + m2
x)dx =−

∫

R

m2uxdx +
∫

R

uxρ̄2dx− 5
∫

R

uxm2
xdx− 2

∫

R

mρ̄xdx (3.12)

− 2λ

∫

R

(um + uxmx)dx− 2
∫

R

uxxx(ρ2 − ρ̄ρ̄xx − ρ̄2
x)dx− 2

∫

R

mxρ̄xxdx.

为了得到关于第二个元素 ρ̄的类似估计, 用 ρ̄同时乘以方程 (2.2) 的第二个方程的两边, 然后
再分部积分, 得到

d
dt

∫

R

ρ̄2dx = 2
∫

R

ρ̄ρ̄tdx = 2
∫

R

ρ̄(−uxρ̄− uρ̄x − ux)dx = −
∫

R

uxρ̄2dx−
∫

R

uxρ̄dx. (3.13)

对方程 (2.2) 的第二个方程关于 x求偏导, 然后用 ρ̄x 同时乘以方程 (2.2) 的第二个方程的两
边, 再积分, 得到

d
dt

∫

R

ρ̄2
xdx =2

∫

R

ρ̄xρ̄xtdx

=2
∫

R

ρ̄x(−uρ̄xx − 2uxρ̄x − uxxρ̄− uxxρ̄x) (3.14)

=− 3
∫

R

uxρ̄2
xdx +

∫

R

uxxxρ̄2dx− 2
∫

R

uxxρ̄xdx.

再对方程 (2.2) 的第二个方程关于 x求两次偏导, 然后用 ρ̄xx同时乘以方程 (2.2) 的第二个方
程的两边, 再积分, 得到

d
dt

∫

R

ρ̄2
xxdx =2

∫

R

ρ̄xxρ̄xxtdx

=2
∫

R

ρ̄xx(−3uxxρ̄x − 3uxρ̄xx − uρ̄xxx − uxxxρ̄− uxxx)dx (3.15)

=− 5
∫

R

uxρ̄2
xxdx−

∫

R

uxxx(2ρ̄ρ̄xx − 3ρ̄2
x)dx− 2

∫

R

uxxxρ̄xxdx.

结合 (3.12)–(3.15) 式, 得到

d
dt

∫

R

(m2 + m2
x + ρ̄2 + ρ̄2

x + ρ̄2
xx)dx

=−
∫

R

m2uxdx− 5
∫

R

uxm2
xdx− 3

∫

R

uxρ̄2
xdx− 5

∫

R

uxρ̄2
xxdx (3.16)

− 2λ

∫

R

(um + uxmx)dx +
∫

R

uxxx(−ρ̄2 + 5ρ̄2
x)dx− 2

∫

R

uxρ̄xxdx.

假设存在 M1 > 0,M2 > 0, 使得 ux(t, x) ≥ −M1, ∀(t, x) ∈ [0, T ) × R, 和 ‖ρ̄x(t, ·)‖L∞ ≤
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M2,∀t ∈ [0, T ). 由引理 3.5知 ‖ρ̄(t, ·)‖L∞ 有界, 根据 (3.16) 式得到

d
dt

∫

R

(m2 + m2
x + ρ̄2 + ρ̄2

x + ρ̄2
xx)dx

≤M1

∫

R

m2dx + 5M1

∫

R

m2
xdx + 3M1

∫

R

ρ̄2
xdx + 5M1

∫

R

ρ̄2
xxdx

+
1
2
‖ρ̄‖L∞

∫

R

(u2
xxx + ρ̄2)dx +

5
2
‖ρ̄x‖L∞

∫

R

(u2
xxx + ρ̄2

x)dx +
1
2

∫

R

(u2
x + ρ̄2

xx)dx

≤M1

∫

R

m2dx + 5M1

∫

R

m2
xdx + 3M1

∫

R

ρ̄2
xdx + 5M1

∫

R

ρ̄2
xxdx (3.17)

+
1
2
‖ρ̄‖L∞

∫

R

(m2
x + ρ̄2)dx +

5
2
‖ρ̄x‖L∞

∫

R

(m2
x + ρ̄2

x)dx +
1
2

∫

R

(m2
x + ρ̄2

xx)dx

≤(5M1 +
1
2
‖ρ̄‖L∞ +

5
2
‖ρ̄x‖L∞)

∫

R

(m2 + m2
x + ρ̄2 + ρ̄2

x + ρ̄2
xx)dx,

这里用到了关系式

∫

R

m2
xdx ≥

∫

R

u2
xxxdx和

∫

R

m2
xdx ≥

∫

R

u2
xdx.

运用 Gronwall不等式, 得到 ∀t ∈ [0, T )有

‖u(t, ·)‖2
H3 + ‖ρ̄(t, ·)‖2

H2 ≤‖m(t, ·)‖2
H1 + ‖ρ̄(t, ·)‖2

H2 ≤ ‖m(0, ·)‖2
H1 + ‖ρ̄(0, ·)‖2

H2 .

由上述不等式, Sobolev嵌入定理和推论 3.1知解 z在有限时间内不会爆破.
另一方面, 由 Sobolev嵌入定理知, 若

lim inf
t→T

inf
x∈R

ux(t, x) = −∞ 或 lim sup
t→T

‖ρ̄x(t, ·)‖L∞ = +∞,

则解 z就会在有限的时间内爆破. 这就完成了对定理 3.2的证明.
关于初始值 z0 ∈ H2 ×H1, 有下述精确的爆破机制.

定理 3.3 设 z0 =

(
u0

ρ̄0

)
∈ H2 ×H1, 且 T 是方程 (2.3) 关于初始值 z0的解 z = (u, ρ̄)

的最大存在时间, 则方程 (2.3) 的 H2 ×H1− 解在有限时间内爆破当且仅当

lim inf
t→T

inf
x∈R

ux(t, x) = −∞.

证 根据定理 2.2, 设 z =

(
u

ρ̄

)
是方程 (2.3) 关于初始值 z0 ∈ H2 ×H1 的解, 且 T 是

相应解 z的最大存在时间, 结合 (3.10), (3.13) 和 (3.14) 式, 得到

d
dt

∫

R

(m2 + ρ̄2 + ρ̄2
x)dx

=− 3
∫

R

m2uxdx +
∫

R

uxρ̄2dx−
∫

R

uxxxρ̄2dx− 2λ

∫

R

umdx−
∫

R

uxρ̄2dx

− 3
∫

R

uxρ̄2
xdx +

∫

R

uxxxρ̄2dx (3.18)

≤− 3
∫

R

m2uxdx− 3
∫

R

uxρ̄2
xdx.
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假设存在M1 > 0, 使得 ∀(t, x) ∈ [0, T )×R, ux(t, x) ≥ −M1. 根据 (3.18) 式得到

d
dt

∫

R

(m2 + ρ̄2 + ρ̄2
x)dx ≤3M1

∫

R

m2dx + 3M1

∫

R

ρ̄2
xdx ≤ 3M1

∫

R

(m2 + ρ̄2 + ρ̄2
x)dx. (3.19)

运用 Gronwall不等式, 得到 ∀t ∈ [0, T )有

‖u(t, ·)‖2
H2 + ‖ρ̄(t, ·)‖2

H1 ≤‖m(t, ·)‖2
L2 + ‖ρ̄(t, ·)‖2

H1 ≤ ‖m(0, ·)‖2
L2 + ‖ρ̄(0, ·)‖2

H1 .

由上述不等式知, 解 z在有限时间内不会爆破.
另一方面, 由 Sobolev嵌入定理知, 若 lim inf

t→T
inf
x∈R

ux(t, x) = −∞,则解 z在有限时间爆破.

注 3.1 由定理 3.2得到

T (‖z0‖Hs×Hs−1) = T (‖z0‖Hs
′×Hs

′−1), ∀s, s
′
>

5
2
,

由定理 3.3得到
T (‖z0‖Hs×Hs−1) ≤ T (‖z0‖H2×H1), ∀s ≥ 2.

接下来, 将讨论导致方程 (2.2) 解爆破的两个充分条件.

定理 3.4 设 z0 =

(
u0

ρ̄0

)
∈ Hs ×Hs−1, s ≥ 2, 且 T 是方程 (2.3) 关于初始值 z0 的解

z = (u, ρ̄)的最大存在时间, 若存在 x0 ∈ R, 使得 ρ̄0(x0) = −1, 且

u
′
0(x0) < −(‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2 + λ2)

1
2 ,

则方程 (2.3) 的解在有限时间内爆破.

证 设 z =

(
u

ρ̄

)
是方程 (2.3) 关于初始值 z0 ∈ H2×H1的解, 且 T 是相应解 z的最大

存在时间. 令m(t) = ux(t, q(t, x0))和 γ(t) = ρ̄(t, q(t, x0)) + 1. 由方程 (2.3) 和 (3.8) 式得到

∂m

∂t
= (utx + uuxx)(t, q(t, x0)) 和

∂γ

∂t
= −γm.

再由 (3.3) 式和关系式 p ∗ 1
2

=
1
2
, 得到

mt = −1
2
m2 + u2 +

1
2
γ2 − p ∗ (u2 +

1
2
u2

x +
1
2
(ρ̄ + 1)2 + λux)(t, q). (3.20)

由于 γ(0) = ρ̄(x0) + 1 = 0, 根据引理 3.5知 γ(t) = 0, ∀t ∈ [0, T ). 于是得到

mt =− 1
2
m2 + u2 +

1
2
γ2 − p ∗ (u2 +

1
2
u2

x +
1
2
(ρ̄ + 1)2 + λux)(t, q(t, x0))

≤− 1
2
m2 + u2 +

λ2

2
,

这里需用到关系式 p ∗ (u2 +
1
2
(ux + λ)2 +

1
2
(ρ̄ + 1)2) ≥ 0 和 p ∗ λ2

2
=

λ2

2
. 根据上述不等式

和引理 3.1得到
m
′
(t) ≤ −1

2
m2 + K2,
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其中 K =
√

2
2

(‖u0‖2
H1 + ‖ρ0‖2

L2 + λ2)
1
2 . 若 m(0) < −√2K, 那么有 m(t) < −√2K, ∀t ∈

[0, T ). 则根据上述不等式得到

m(0) +
√

2K

m(0)−√2K
e
√

2Kt − 1 ≤ 2
√

2K

m(t)−√2K
≤ 0.

由于 0 <
m(0) +

√
2K

m(0)−√2K
< 1, 则存在 0 < T <

1√
2K

ln(
m(0) +

√
2K

m(0)−√2K
), 使得 lim

t→T
m(t) = −∞.

由定理 3.2知解在有限时间内爆破. 这就完成了对定理 3.4的证明.

定理 3.5 设 z0 =

(
u0

ρ̄0

)
∈ Hs × Hs−1, s ≥ 5

2
, T 是方程 (2.3) 关于初始值 z0 的解

z = (u, ρ̄)的最大存在时间, E0 = ‖u0‖2
H1 + ‖ρ̄0‖2

L2 6= 0, 且存在M > 0, 使得 ‖ρ̄(t, ·)‖L∞ ≤
M, ∀t ∈ [0, T ). 再假设存在 x0 ∈ R, 使得

∫

R

u3
0,x < −

√
3E0[E2

0 + (λ2 + (M + 1)2)E0]
1
2 ,

则方程的解在有限时间内爆破.
证 由 (3.3) 式, 可得

d
dt

∫

R

u3
xdx =3

∫

R

u2
xuxtdx

=3
∫

R

(−uu2
xuxx + u2u2

x −
1
2
u4

x +
1
2
u2

xρ̄2 + u2
xρ̄

− u2
xp ∗ (u2 +

1
2
u2

x +
1
2
(ρ̄ + 1)2 − 1

2
+ λux))dx

=3
∫

R

(−uu2
xuxx + u2u2

x −
1
2
u4

x +
1
2
u2

xρ̄2 + u2
xρ̄

− u2
xp ∗ (u2 +

1
2
(ux + λ)2 +

1
2
(ρ̄ + 1)2 − 1

2
− λ2

2
))dx

≤3
∫

R

(−uu2
xuxx + u2u2

x −
1
2
u4

x +
1
2
u2

xρ̄2 + u2
xρ̄ + u2

xp ∗ λ2 + 1
2

)dx

≤− 1
2

∫

R

u4
xdx + 3

∫

R

u2u2
xdx +

3
2

∫

R

u2
xρ̄2dx + 3

∫

R

u2
xρ̄dx +

3(λ2 + 1)
2

∫

R

u2
xdx.

由引理 3.3知
∫

R

u2u2
xdx ≤ ‖u‖2

L∞

∫

R

u2
xdx ≤ 1

2
(‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2)2 =

1
2
E2

0 ,

∫

R

u2
xρ̄2dx ≤ ‖ρ̄‖2

L∞

∫

R

u2
xdx ≤ M2(‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2)2 = M2E0,

∫

R

u2
xdx ≤ (‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2) = E0,

∫

R

u2
xρ̄dx ≤ ‖ρ̄‖L∞

∫

R

u2
xdx ≤ M(‖u0‖2

H1 + ‖ρ0‖2
L2) = ME0,
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其中用到关系式 p ∗ λ2 + 1
2

=
λ2 + 1

2
. 因此

d
dt

∫

R

u3
xdx ≤ −1

2

∫

R

u4
xdx +

3
2
[E2

0 + (λ2 + (M + 1)2)E0].

根据 Hölder不等式, 得到

|
∫

R

u3
xdx| ≤ (

∫

R

u4
xdx)

1
2 (

∫

R

u3
xdx)

1
2 ≤ (

∫

R

u4
xdx)

1
2

√
E0.

设m(t) =
∫

R

u3
xdx和K =

√
6

2
[E2

0 + (λ2 + (M + 1)2)E0]
1
2 ,则

d
dt

m(t) ≤ − 1
2E0

m2(t) +
3
2
[E2

0 + (λ2 + (M + 1)2)E0] = − 1
2E0

m(t)2 + K2.

若m(0) < −√2E0K, 则有m(t) < −√2E0K, ∀t ∈ [0, T ). 则根据上述不等式得到

m(0) +
√

2E0K

m(0)−√2E0K
e
√

2/E0Kt − 1 ≤ 2
√

2E0K

m(t)−√2E0K
≤ 0.

由于 0 <
m(0) +

√
2E0K

m(0)−√2E0K
< 1, 则存在 0 < T <

1√
2/E0K

ln(
m(0) +

√
2E0K

m(0)−√2E0K
), 使得

lim
t→T

m(t) = −∞. 由定理 3.2知, 解在有限时间内爆破. 这就完成了对定理 3.5的证明.

4 整体解

在这节中, 将证明强解的整体存在性. 首先先给出一个重要引理.

引理 4.1 设 z0 =

(
u0

ρ̄0

)
∈ Hs ×Hs−1, s ≥ 2, 且 T 是方程 (2.3) 关于初始值 z0 的解

z = (u, ρ̄)的最大存在时间, 若 ρ̄0(x) 6= −1,∀x ∈ R, 则存在 β > 0, 使得

lim
t→T

inf
x∈R

ux(t, x) ≥ − 1
2β

(3 + ‖z0‖2
Hs×Hs−1)e( 3

2+λ)(‖u0‖2H1+‖ρ̄0‖2L2+1)T .

证 由引理 3.4知 q(t, ·)是 R上的一个递增微分同胚映射, 满足

qx(t, x) = exp(
∫ t

0

ux(s, q(s, x))ds) > 0,∀(t, x) ∈ [0, T )×R,

则有

inf
x∈R

ux(t, q(t, x)) = inf
x∈R

ux(t, x),∀(t, x) ∈ [0, T ). (4.1)

设M(t, x) = ux(t, q(t, x))和 γ(t, x) = ρ̄(t, q(t, x)) + 1. 由方程 (2.3) 和 (3.8) 式得

∂M

∂t
= (utx + uuxx)(t, q(t, x)) 和

∂γ

∂t
= −γM. (4.2)
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再由方程 (3.3) 和关系式 p ∗ 1
2

=
1
2
, 得到

Mt = −1
2
M2 + u2 +

1
2
γ2 − p ∗ (u2 +

1
2
u2

x +
1
2
ρ̄2 + ρ̄ +

1
2

+ λux)(t, q). (4.3)

注意

|p ∗ ρ̄| ≤ 1
2
(‖p‖2

L2 + ‖ρ̄‖2
L2) ≤ 1

2
(1 + ‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2), (4.4)

|p ∗ ux| ≤ 1
2
(‖p‖2

L2 + ‖ux‖2
L2) ≤ 1

2
(1 + ‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2). (4.5)

由引理 3.3和 (4.4)–(4.5) 式, 得到

|p ∗ (u2 +
1
2
u2

x +
1
2
ρ̄2 + ρ̄ +

1
2

+ λux)|

≤‖p‖L∞‖u2 +
1
2
u2

x +
1
2
ρ̄2‖L1 + λ|p ∗ ux|+ |p ∗ ρ̄|+ 1

2

≤1
2
(‖u‖2

H1 + ‖ρ̄‖2
L2) +

λ

2
(1 + ‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2) +

1
2
(2 + ‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2)

≤(
λ

2
+ 1)(‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2 + 1).

若设 f(t, x) = u2(t, q)− p ∗ (u2 +
1
2
u2

x +
1
2
ρ̄2 + ρ̄ +

1
2

+ λux)(t, q), 则

|f(t, x)| ≤‖u‖2
L∞ + |p ∗ (u2 +

1
2
u2

x +
1
2
ρ̄2 + ρ̄ +

1
2

+ λux)|

≤(
λ

2
+

3
2
)(‖u0‖2

H1 + ‖ρ0‖2
L2) +

λ

2
+ 1,∀(t, x) ∈ [0, T )×R, (4.6)

且

Mt = −1
2
M2 +

1
2
γ2 + f(t, x),∀(t, x) ∈ [0, T )×R. (4.7)

由引理 3.4–3.5知 ∀x ∈ R, 有 γ(t, x)与 γ(0, x) = ρ(0, x)同号. 根据 Sobolev嵌入定理,
有 ρ̄0(x) ∈ Hs−1, s ≥ 2, 则 ρ̄0(x) ∈ C1(R) ↪→ Lip(R), 且存在 R0 使得当 |x| ≥ R0 时, 有

|ρ̄0(x)| ≤ 1
2
. 因为 ρ̄0(x) ∈ C(R) 且 ρ̄0(x) 6= −1,∀x ∈ R, 则有

inf
|x|≤R0

|γ(0, x)| = inf
|x|≤R0

|ρ̄0(x) + 1| > 0.

设 β = min{1
2
, inf
|x|≤R0

|γ(0, x)|}. 则 γ(0, x) ≥ β > 0,∀x ∈ R. 因此 γ(t, x)γ(0, x) > 0,∀x ∈ R.

接下来考虑下述 Lyapunov函数

w(t, x) = γ(0, x)γ(t, x) +
γ(0, x)
γ(t, x)

(1 + M2(t, x)), (t, x) ∈ [0, T )×R. (4.8)

根据 Sobolev嵌入定理知

0 < w(t, x) =γ2(0, x) + 1 + M2(0, x)

≤ρ̄0(x)2 + ‖u2
0,x(x) + 3 ≤ ‖z0‖2

Hs×Hs−1 + 3. (4.9)
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将 (4.8) 式关于 t求偏导, 再结合 (4.2) 式和 (4.6)–(4.7) 式, 有

∂w

∂t
(t, x) =2

γ(0, x)
γ(t, x)

M(t, x)(f(t, x) +
1
2
)

≤[(λ +
3
2
)(‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2 + 1)]

γ(0, x)
γ(t, x)

(1 + M2(t, x))

≤(λ +
3
2
)(‖u0‖2

H1 + ‖ρ̄0‖2
L2 + 1)w(t, x).

根据 Gronwall不等式和上述不等式及 (4.9) 式, ∀(t, x) ∈ [0, T )×R 有

w(t, x) ≤w(0, x)e(λ+ 3
2 )(‖u0‖2H1+‖ρ̄0‖2L2+1)t

≤(‖z0‖2
Hs×Hs−1 + 3)e(λ+ 3

2 )(‖u0‖2H1+‖ρ̄0‖2L2+1)T . (4.10)

另一方面,
w(t, x) ≥ 2

√
γ2(0, x)(1 + M2(t, x)) ≥ 2β|M(t, x)|.

因此得到

M(t, x) ≥− 1
2β

w(t, x)

≥− 1
2β

(‖z0‖2
Hs×Hs−1 + 3)e(λ+ 3

2 )(‖u0‖2H1+‖ρ̄0‖2L2+1)T ,∀(t, x) ∈ [0, T )×R.

根据 (4.1) 式和上述不等式, 得到

lim
t→T

inf
x∈R

ux(t, x) = inf
x∈R

ux(t, q(t, x)) ≥ − 1
2β

e(λ+ 3
2 )(‖u0‖2H1+‖ρ̄0‖2L2+1)T .

这就完成了对引理 4.1的证明.
由定理 3.2–3.3和引理 4.1, 可以直接得到以下两个定理.

定理 4.1 设 z0 =

(
u0

ρ̄0

)
∈ H2 × H1, 若 ρ̄0(x) 6= −1,∀x ∈ R, 则方程 (2.3) 的强解

z = (u, ρ̄)整体存在.

定理 4.2 设 z0 =

(
u0

ρ̄0

)
∈ Hs ×Hs−1, s >

5
2
, 若 ρ̄0(x) 6= −1,∀x ∈ R, 且 T 是方程关

于初始值 z0的解 z = (u, ρ̄)的最大存在时间, 则方程 (2.3) 的解在有限时间内爆破当且仅当

lim sup
t→T

‖ρ̄x(t, ·)‖L∞ = +∞.
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GLOBAL EXISTENCE AND BLOW-UP PHENOMENA FOR THE

TWO-COMPONENT CAMASSA-HOLM EQUATION WITH ZERO

ORDER DISSIPATION
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Abstract: In this paper, we study the two-component Camassa-Holm equation with the

zero order dissipation. By using the Kato’s theorem, the local well-posedness is obtain. Then we

study the global existence and blow-up phenomena of the solutions for the Cauchy problem.

Keywords: two-component Camassa-Holm equation; zero order dissipation; local well-
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