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摘要: 本文研究了有限域上只有零解的 n 元 n 次方程的结构问题. 利用对有限域上不可约多

元多项式在其扩域中的分解特征的刻画, 结合 Chevalley 定理, 得到了有限域上 n 元 n 次方程只有零

解的一个充要条件, 并给出这类方程的一些新的具体构造.
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1 引言

有限域上的多项式理论在编码密码、有限几何、组合设计等领域均有非常重要的应用,
近年来得到了许多学者的关注和研究, 详见文 [1, 2] 及其中的参考文献. 多元多项式方程解
数的计算和估计是有限域上多项式理论的重要内容, 在工程实际中应用广泛, 如应用多项式
理论构造密码系统、纠错码或者组合设计对象时, 构造对象的参数计算问题往往可以转化
为有限域上多项式方程解数的计算问题. 然而, 有限域上多元多项式方程的解的问题一直
是困难的数学问题. Chevalley 定理是该方面的一个重要结果: 设 f ∈ Fq[x1, · · · , xn] 且满足
f(0, · · · , 0) = 0, deg(f(x1, · · · , xn)) < n, 则方程 f(x1, · · · , xn) = 0 在 Fq 上有非平凡解, 即
存在

(c1, · · · , cn) 6= (0, · · · , 0), ck ∈ Fq, k = 1, · · · , n,

使得 f(c1, · · · , cn) = 0. 但是当 n = deg(f(x1, · · · , xn)) 时, 上述结论并不成立. Dickson [3,4]

给出了如下反例: 设 n ∈ Z+, {α1, · · · , αn} 为 Fqn 在 Fq 上的一组基. 令

f(x1, · · · , xn) =
n−1∏
j=0

(αqj

1 x1 + · · ·+ αqj

n xn),

则 f(x1, · · · , xn) 为系数在 Fq 上的多项式, 且方程 f(x1, · · · , xn) = 0 在 Fq 上只有零解

(0, · · · , 0). 该反例中的函数通常被称为具有范形式, 一个自然的问题是: 有限域上只有零解
的 n 元 n 次方程应该具有什么样的特征呢? 能否构造出更多这样的例子呢? Carlitz [5] 证明

了若 q ≥ 13, f ∈ Fq[x1, x2, x3] 为一个齐三次多项式, 且满足 f 在 Fq 上仅在 (0, 0, 0) 处为零,
则 f 必然具有范形式. Terjanian [6] 证明了若 n 次多项式 f ∈ Fq[x1, · · · , xn] 且在 Fq 上仅有
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零解, 则对任意次数小于 n 的多项式 g ∈ Fq[x1, · · · , xn], 方程 f(x1, · · · , xn) = g(x1, · · · , xn)
在 Fq 上至少有一解. Carlitz [7], Felszeghy [8], Francis [9] 等人先后给出了一些有限域上特殊

的多元多项式方程的解的个数及解法. 本文是对该问题的一个一般回答. 首先给出了有限域
上不可约多元多项式在其扩域中分解特性. 在此基础上, 结合 Chevalley 定理, 得到了有限域
上 n 元 n 次多项式方程 f = 0 在 Fq 上只有零解的一个充要条件. 该条件在 f 不是完全不可

约的情形下, 更为具体的描述了 f 必须具有范形式.
全文结构如下: 第 2 节刻画了有限域上不可约多元多项式在其扩域中分解特征; 第 3 节

给出了有限域上 n 元 n 次多项式方程 f = 0 在 Fq 上只有零解的充要条件, 并给出了一些具
体的构造实例; 第 4 节总结并提出有待进一步研究的问题.

2 不可约多元多项式在其扩域中分解特征

为刻画有限域上不可约多元多项式在其扩域中分解特点, 首先引进一些基本概念和相关
性质.
定义 1 设 f(x1, · · · , xn) =

∑
i1,··· ,in

ci1,··· ,in
xi1

1 · · ·xin
n 为有限域 FqN 上的 n 元多项式. 令

f (qj)(x1, · · · , xn) =
∑

i1,··· ,in

cqj

i1,··· ,in
xi1

1 · · ·xin
n ,

其中 j ≥ 0, 即将多项式的每个系数都做 qj 次提升, 称 f (qj)(x1, · · · , xn) 为 f(x1, · · · , xn) 的
qj 次提升.
由定义直接可得如下结论.
引理 1 (f1(x1, · · · , xn)f2(x1, · · · , xn))(q) = f

(q)
1 (x1, · · · , xn)f (q)

2 (x1, · · · , xn).
引理 2 f(x1, · · · , xn) 不可约当且仅当 f (q)(x1, · · · , xn) 不可约.
引理 3 设 f(x1, · · · , xn) ∈ Fq[x1, · · · , xn], f1(x1, · · · , xn) ∈ FqN [x1, · · · , xn] 且满足

f1(x1, · · · , xn) | f(x1, · · · , xn).

则 f
(q)
1 (x1, · · · , xn) | f(x1, · · · , xn). 进一步, f

(qj)
1 (x1, · · · , xn) | f(x1, · · · , xn), 0 ≤ j ≤ N − 1.

证 设 f(x1, · · · , xn) = f1(x1, · · · , xn)H(x1, · · · , xn), H(x1, · · · , xn) ∈ FqN [x1, · · · , xn].
于是, 由引理 1 有

f (q)(x1, · · · , xn) = (f1(x1, · · · , xn)H(x1, · · · , xn))(q) = f
(q)
1 (x1, · · · , xn)H(q)(x1, · · · , xn).

另一方面, 由 f(x1, · · · , xn) ∈ Fq[x1, · · · , xn] 知 f(x1, · · · , xn) = f (q)(x1, · · · , xn). 结合
两式, 得 f

(q)
1 (x1, · · · , xn) | f(x1, · · · , xn). 进而对任意非负整数 j(0 ≤ j ≤ N − 1), 均有

f
(qj)
1 (x1, · · · , xn) | f(x1, · · · , xn).

定理 1 设 f(x1, · · · , xn) 为 Fq 上 n 元M 次不可约多项式, f1(x1, · · · , xn) 为 FqN 上 n

元 l 次首一不可约多项式, 且满足 f1(x1, · · · , xn) | f(x1, · · · , xn). 则有 l | M , FqM/l 为包含

f1(x1, · · · , xn) 系数的最小域, 且

f(x1, · · · , xn) = c

M/l−1∏
j=0

(f (qj)
1 (x1, · · · , xn))
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对某个 c ∈ Fq 成立.
证 设 t 为使得 f

(qt)
1 (x1, · · · , xn) = bf1(x1, · · · , xn) 对某个 b ∈ FqN 成立的最小正整数.

由 f1(x1, · · · , xn) = f
(qN )
1 (x1, · · · , xn) 知这样的 t 一定存在. 又因为 f1(x1, · · · , xn) 是首一

的, 故 b = 1, 即 f
(qt)
1 (x1, · · · , xn) = f1(x1, · · · , xn). 进一步, Fqt 为包含 f1(x1, · · · , xn) 所有

系数的最小域.
由引理 2和 f1(x1, · · · , xn)为 FqN [x1, · · · , xn]中首一不可约多项式知, f

(qt)
1 (x1, · · · , xn),

j = 0, · · · , t− 1 均为 FqN [x1, · · · , xn] 中的首一不可约多项式, 因此多项式

f
(q0)
1 (x1, · · · , xn), · · · , f

(qt−1)
1 (x1, · · · , xn)

两两互素. 由引理 3, 对任意非负整数 j, 有 f
(qt)
1 (x1, · · · , xn) | f(x1, · · · , xn), 故

t−1∏
j=0

f
(qj)
1 (x1, · · · , xn) | f(x1, · · · , xn).

记 f̃(x1, · · · , xn) :=
t−1∏
j=0

f
(qj)
1 (x1, · · · , xn), 则 f̃(x1, · · · , xn) | f(x1, · · · , xn). 于是

f̃ (q)(x1, · · · , xn) =
t−1∏
j=0

f
(qj+1)
1 (x1, · · · , xn) = f

(qj)
1 (x1, · · · , xn)

t−1∏
j=1

f
(qj)
1 (x1, · · · , xn)

= f̃(x1, · · · , xn).

这表明 f̃(x1, · · · , xn) ∈ Fq[x1, · · · , xn]. 再由 f(x1, · · · , xn) 在 Fq 上不可约知, 存在 c ∈ Fq,
使得

f(x1, · · · , xn) = cf̃(x1, · · · , xn) = c

t−1∏
j=0

(f (qj)
1 (x1, · · · , xn)).

因此

M = deg(f(x1, · · · , xn)) = deg(f̃(x1, · · · , xn)) = tl.

于是 l | M , 且 t = M/l. 由 t 的定义知, 显然 FqM/l 为包含 f1(x1, · · · , xn) 系数的最小域.

3 主要结果

3.1 n 元 n 次方程只有零解时的充要条件

引理 4 (见文 [1, 推论 6.9]) 设 f1(x1, · · · , xn), · · · , fm(x1, · · · , xn) ∈ Fq[x1, · · · , xn], 对
i = 1, · · · ,m , 满足 fi(0, · · · , 0), 且

deg(f1(x1, · · · , xn)) + · · ·+ deg(fm(x1, · · · , xn)) < n.

则存在 (c1, · · · , cn) 6= (0, · · · , 0), ck ∈ Fq, k = 1, · · · , n 使得 fi(c1, · · · , cn) = 0 对 i =
1, · · · ,m 成立.
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定理 2 设 f(x1, · · · , xn) 为 Fq 上 n 元 n 次多项式, 则 f(x1, · · · , xn) = 0 在 Fq 上只有

零解当且仅当对 n 的某个正因子 l, f 可以表示为如下形式

f(x1, · · · , xn) = c

n/l−1∏
j=0

(
n/l∑
i=1

rqj

i gi(x1, · · · , xn)), (3.1)

其中 c ∈ F ∗
q , r1, · · · , rn/l 为 Fqn/l 在 Fq 上的一组基, 对任意 1 ≤ i ≤ n/l, gi(x1, · · · , xn) 均为

Fq 上 l 次多项式, 而且方程组 gi(x1, · · · , xn) = 0, 1 ≤ i ≤ n/l, 在 Fq 上只有零解.
证 (充分性) 设 f 如 (3.1)式表示. 容易验证 f(x1, · · · , xn)确为Fq上n元n次多项式. 下

面只需证 f(x1, · · · , xn) = 0 在 Fq 上只有零解. 设存在 (c1, · · · , cn), 其中 ck ∈ Fq, k = 1 · · ·n,
使得 f(c1, · · · , cn) = 0. 则由 (3.1) 式知, 存在 0 ≤ r ≤ n/l − 1, 使得

n/l∑
i=1

rqr

i gi(c1, · · · , cn) = (
n/l∑
i=1

rigi(c1, · · · , cn))qr

= 0.

于是
n/l∑
i=1

rigi(c1, · · · , cn) = 0. 由于 r1, · · · , rn/l 为 Fqn/l 在 Fq 上的一组基, 这意味着

gi(c1, · · · , cn) = 0, 1 ≤ i ≤ n/l. 而由条件知该方程组在 Fq 上只有零解, 于是 (c1, · · · , cn) =
(0, · · · , 0), 即证明了 f(x1, · · · , xn) = 0 在 Fq 上只有零解.

(必要性) 设 f(x1, · · · , xn) = 0 在 Fq 上只有零解, 则由 Chevalley 定理知 f(x1, · · · , xn)
必在 Fq 上不可约. 假若不然, 设

f(x1, · · · , xn) = f1(x1, · · · , xn)f2(x1, · · · , xn)

为 f(x1, · · · , xn) 在 Fq 上的一个非平凡分解, 则有 f1(0, · · · , 0) = 0 或者 f2(0, · · · , 0) =
0. 不妨设 f1(0, · · · , 0) = 0. 但由 1 ≤ deg f1(x1, · · · , xn) ≤ n − 1 和 Chevalley 定理知
f1(x1, · · · , xn) = 0 在 Fq 上必有非零解, 从而 f(x1, · · · , xn) = 0 在 Fq 上也有非零解, 矛盾！
从而 f(x1, · · · , xn) 必在 Fq 上不可约.
若 f(x1, · · · , xn) 完全不可约, 即其在 Fq 的任何扩域上均不可约, 则有 l = n, 令

c = r1 = 1, g1 = f . 于是结论成立.
若 f(x1, · · · , xn) 不是完全不可约的, 则存在 Fq 的某个扩域 FqN 上的 l(1 ≤ l < n) 次不

可约多项式 f1(x1, · · · , xn) 满足 f1(x1, · · · , xn) | f(x1, · · · , xn). 由定理 1 得 l | n, Fqn/l 为包

含 f1(x1, · · · , xn) 系数的最小域, 且

f(x1, · · · , xn) = c

n/l−1∏
j=0

(f (qj)
1 (x1, · · · , xn)).

因为 f1(x1, · · · , xn) 是 FqN 上的 l 次多项式, 所以存在 r1, · · · , rm 为 Fqn/l 中一组在 Fq 上线

性无关的元素, g1(x1, · · · , xn), · · · , gm(x1, · · · , xn)为 Fq 上一组次数均不超过 l 的多项式,使

f1(x1, · · · , xn) =
m∑

i=1

rigi(x1, · · · , xn).
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于是

f(x1, · · · , xn) = c

n/l−1∏
j=0

(
m∑

i=1

rqj

i gi(x1, · · · , xn)).

由 f(x1, · · · , xn) = 0 在 Fq 上只有零解知 f1(x1, · · · , xn) = 0 在 Fq 上只有零解, 又因为
r1, · · · , rm ∈ FqN 在 Fq 上线性无关, 所以方程组 gi(x1, · · · , xn) = 0, i = 1, · · · ,m 在 Fq 上只

有零解.
因为 deg(gi(x1, · · · , xn)) ≤ l, 所以

d = deg(g1(x1, · · · , xn)) + · · ·+ deg(gm(x1, · · · , xn)) ≤ ml.

若 d < n, 由引理 4, 方程组 gi(x1, · · · , xn) = 0, i = 1, · · · ,m 在 Fq 上有非零解, 矛盾！所以
n ≥ d ≥ ml.
另一方面, 由 r1, · · · , rm ∈ Fqn/l 在 Fq 上线性无关知 n/l ≥ m. 于是m = n/l, 且等号当

且仅当 deg(g1(x1, · · · , xn)) = · · · = deg(gm(x1, · · · , xn)) = l 时成立.
综上所述, 此时

f(x1, · · · , xn) = c

n/l−1∏
j=0

(
n/l∑
i=1

rqj

i gi(x1, · · · , xn)),

其中 c ∈ F ∗
q , gi(x1, · · · , xn) ∈ Fq[x1, · · · , xn], 1 ≤ i ≤ n/l 均为 l 次多项式, r1, · · · , rn/l 为

Fqn/l 在 Fq 上的一组基, 而且方程组 gi(x1, · · · , xn) = 0, 1 ≤ i ≤ n/l 在 Fq 上只有零解.

3.2 应用及举例

例 1 F3 上的 4 元 4 次多项式

f(x1, x2, x3, x4) = [(x1 + x2)2 + (x3 + x4)2 + α(x1x2 + x3x4)]

[(x1 + x2)2 + (x3 + x4)2 + α3(x1x2 + x3x4)] = 0,

在 F3 上只有零解, 其中 α ∈ F32\F3.
证 显然 f(x1, x2, x3, x4) 是 F3 上的 4 元 4 次多项式. 由于 F32 是 F3 的二次扩张,

α ∈ F32\F3, 故 1, α 为 F32 在 F3 上的一组基. 由定理 2 可得, f(x1, x2, x3, x4) = 0 在 F3 上只

有零解当且仅当方程组
{

g1(x1, x2, x3, x4) = (x1 + x2)2 + (x3 + x4)2 = 0,

g2(x1, x2, x3, x4) = x1x2 + x3x4 = 0.
(3.2)

在 F3 上只有零解. 注意到 1是 F3 上的非平方元, g1 = 0当且仅当 x1 = −x2 且 x3 = −x4,代
入 g2 = 0 得 −(x2

1 + x2
3) = 0, 从而 x1 = x3 = 0. 进一步, x2 = x4 = 0, 即 f(x1, x2, x3, x4) = 0

在 F3 上只有零解.
推论 1 设 n 为正整数, l 为 n 的某个正因子, x1, · · · , xn 为 n 个不同的变元, xi1, · · · , xil,

0 ≤ i ≤ n/l − 1 为变元 x1, · · · , xn 的一个分划. 设

f(x1, · · · , xn) = c

n/l−1∏
j=0

(
n/l∑
i=1

rqj

i gi(xi1, · · · , xil)),
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其中 c ∈ F ∗
q , r1, · · · , rn/l 为 Fqn/l 在 Fq 上的一组基, 对任意的 i = 1 · · ·n/l, gi(xi1, · · · , xil) ∈

Fq[x1, · · · , xn] 是 l 次多项式, 且方程组 gi(xi1, · · · , xil) = 0 限制在自身 l 个变元时在 Fq 上

只有零解. 则 n 元 n 次多项式 f(x1, · · · , xn) = 0 在 Fq 上只有零解.
证 因为每个方程 gi(xi1, · · · , xil) = 0, i = 1 · · ·n/l 限制在自身 l 个变元上时, 在 Fq 上只

有零解, 所以方程组 gi(x1, · · · , xn) = 0, i = 1 · · ·n/l 在 Fq 上只有零解. 由定理 2, 命题成立.
在上述推论中, 令 l = 1; 对 i = 1, · · · , n/l = n 令 gi(xi) = xi, 则得到前文 Dickson 的实

例.
在推论 1 中, 每个方程 gi(xi1, · · · , xil) = 0, i = 1 · · ·n/l 限制在自身 l 个变元上时, 可以

看做 l 元 l 次多项式

gi(xi1, · · · , xil) ∈ Fq[xi1, · · · , xil], gi(xi1, · · · , xil) = 0

在 Fq 上只有零解. 这表明可以用任意m 个在 Fq 上只有零解的 l 元 l 次多项式, 构造出在 Fq

上只有零解的ml 元ml 次多项式. 下面是一个具体的例子.
例 2 设 q 为奇数, n ≥ 4 为一偶数, 令 l = 2, c ∈ F ∗

q , r1, · · · , rn/2 为 Fqn/2 在 Fq 上的一

组基, 对任意 i = 1, · · · , n/2, 令 gi(xi1, xi2) = aix
2
i1 + bix

2
i2, 其中 ai, bi ∈ F ∗

q , ai/bi 是 Fq 上的

非平方元. 设

f(x1, · · · , xn) =
n/2−1∏

j=0

(
n/2∑
i=1

rqj

i (aix
2
i1 + bix

2
i2)).

则 n 元 n 次方程 f = 0 在 Fq 上只有零解.
注意到例 2中的 f 没有交叉项,利用反证法容易证明 f 不含一次因式,因此是与Dickson

实例不同构的只有零解的 n 元 n 次方程. 例 2 利用 n/2 个限制在自身两个变元上在 Fq 上只

有零解的 2 次方程, 构造出了高次的只有零解的方程.
从定理 2 的证明可以看出, 若 f(x1, · · · , xn) 完全不可约, 则得到对应定理 2 的 l = n 的

平凡情形. 但对于给定的有限域 Fq 和正整数 n, 这种平凡情形可能发生, 也可能不能发生.
如文 [5] 中表明对于给定有限域 Fq, q ≥ 13 和正整数 n = 3, l = 3 时, 定理 2 中的平凡情形
是不存在的.
例 3 设 F3 上的 4 元 4 次多项式

f(x1, x2, x3, x4) = x4
1 + x4

2 + x4
3 + x4

4 + 2x2
1x

2
3 + 2x2

1x
2
4 + 2x2

2x
2
4.

容易验证 f(x1, x2, x3, x4) 在 F3 上只有零解, 且其在 F3 的任何扩域上均不可约. 此时对应定
理 2 中 l = n 的平凡情形.

4 总结与展望

本文首先刻画了有限域上不可约多元多项式在其扩域中分解特征, 然后结合 Chevalley
定理, 得到了有限域上 n 元 n 次多项式方程 f = 0 在 Fq 上只有零解的充要条件, 并进一步
构造了一些具体实例. 该条件在 f 不是完全不可约的情形下, 更为具体的描述了 f 必须具有

范形式. 进一步也可以考虑给出更多具体的例子. 例 3 表明了当 f 完全不可约时, 定理 2 是
平凡的, 因此如何刻画有限域上完全不可约的 n 元 n 次方程只有零解的条件依旧是一个值得

研究的方向.
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Abstract: In this paper, we investigate the structure of the equation over finite fields

with n unknowns and with degree n which vanish only at zero. By using the factorization of the

irreducible multivariable polynomial in some extension field and with the Chevalley Theorem,

a sufficient and necessary condition of the equation with n unknowns and with degree n which

vanish only at zero is obtained. Furthermore, we construct some explicit equations of this class.
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