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摘要: 本文研究在局部连通图中取值的随机元的 r - 阶均值集、r - 阶广义样本均值集的基本

性质及其极限性质. 利用关于随机元的分离引理以及随机游动的常返性, 得到了关于图值随机元序列

广义强大数定理. 推广了已有的结果.
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1 引言

概率极限理论是概率论的重要分支之一. 经典的极限理论曾经是概率论研究的中心课题,
近现代极限理论的研究至今方兴未艾. 自上世纪 30 年代以来, 许多学者致力于将概率论推广
到各种数学结构中. 著名概率学家 Loéve 在阐述概率论的基本特征时曾指出 “到今天, 概率
论在数学上已经发展的充分成熟, 于是就呈现出来这样一种预兆, 即要摆脱这些限制而考虑
从测度空间到愈益抽象的空间的更一般的函数族 · · · · · · ”. 关于抽象空间上的概率理论的研
究, 可以上溯到 1935 年 Kolmogorov[1] 关于 Banach 空间上的概率分布的特征泛函以及 1948
年 Fréchet[2] 关于 Banach 空间上的 Gauss 分布的工作.
关于抽象空间上的随机元的定义, 有多种不同的方式. 在一般情况下, 它们还确实是彼此

不同的概念. 不同的定义有各自的优缺点, 分别适应研究不同问题的需要. 对取值于抽象空间
上的随机元的随机过程的合理解释与深刻的应用激发了许多学者对一般拓扑空间上的概率

的研究, 而研究的关键是给出随机元 “均值”(平均) 的合理定义以及相应的收敛性概念.
Banach空间上的随机元 x1, x2, · · · , xn 的均值可以自然地定义为 n−1(x1+x2+ · · ·+xn),

利用 Galfand-Pettis 积分可以定义随机元的均值 (期望) (参见文 [3]). 与线性空间不同, 在
一般 (非线性) 拓扑空间中, 必须寻找合适的途径来定义随机元的 “均值” 以及相应的收敛
性概念. Fréchet 在文 [2] 中讨论了一般度量空间上的概率, 并且给出了完备度量空间 (X, d)
上关于概率测度 µ 的均值 (亦称 Fréchet 均值) 的定义. 即设 ξ : Ω → X 是定义在概率空间

(Ω,F , P ), 在 (X, d) 中取值的随机元. 令

Λ = arg inf
x′∈X

∫
d2(x, x′)dµ(x),

称 Λ 为随机元 ξ 的均值集 (Frechet 均值).
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可以看出这个定义显然是包含了最小二乘法的基本思想. 最早获得度量空间上随机
元的极限定理的是 Ziezold, 他 (她) 在文 [4] 中讨论了可分拟度量空间上的随机元的强大
数定律, 随后 Sverdrup–Yhygeson [5] 讨论了取值于连通紧空间上的随机元的强大数定律,
Bhattacharya 和 Patrangenaru [6] 给出了有界子集均为紧子集的度量空间上的随机元的极限

定理, 推广了 Ziezold [4] 的结果. 最近, Natalia Mosina [7,8] 等给出了在图与群上取值的随机

元的一个新的概率框架, 讨论了随机元均值集 (期望) 的若干性质及大数定律, 并用在辫群
(Braid group) 上取值的随机元的均值集和大数定律, 破解了一个基于辫群上共轭元的难解问
题的零知识证明协议, 这在密码学上具有十分重要的意义.
本文在文献 [7] 的基础上, 提出了在局部有限图上取值的随机元的 r - 阶权函数、r - 阶

均值集以及 r - 阶广义样本均值集等概念, 讨论了其基本性质, 并且就随机元的均值集是单点
集和两点集情形, 获得了关于图值随机元序列的广义强大数定理.

2 预备知识

设 (Ω,F , P ) 是固定的概率空间, Γ = (V (Γ), E(Γ)) 是局部有限图. 考虑定义在可测空间
(Ω,F) 上且在 Γ 的顶点集中取值的随机元 ξ : Ω → V (Γ).
假设 µ 是由随机元 ξ 在 V (Γ) 的原子上诱导出的概率测度

µ(s) = P{ω ∈ Ω|ξ(ω) = s}, ∀s ∈ V (Γ), (2.1)

记为 µξ(·).
现在在新的概率空间 (V (Γ),S, µ) 上来研究随机元 ξ : Ω → V (Γ).
定义 2.1 设 ∀v ∈ V (Γ). 令

M
(r)
ξ (v) :=

∑

i∈V (Γ)

dr(v, i)µ(i), r > 0, (2.2)

称之为 v 关于测度 µ 的 r - 阶权函数, 其中 d(v, i) 表示 v 与 i 在 Γ 中的距离.
如果M

(r)
ξ (v) < ∞, 则称权函数M

(r)
ξ (v) : V (Γ) → [0,∞] 在点 v 有定义.

注 一般来说, 权函数并不总是有限的. 本文中如无特别说明, 总假设M (r)(·) < ∞ (r >

0), 即M (r)(·) 在 V (Γ) 的每一点都有定义.
定义 2.2 设 (V (Γ),S, µ) 为所考虑的概率空间, ξ : Ω → V (Γ) 是随机元, r > 0. 令

E(ξ) := {v ∈ V (Γ)|M (r)
ξ (v) ≤ M

(r)
ξ (u), ∀u ∈ V (Γ)}, (2.3)

并称之为随机元 ξ 的 r - 阶均值集.
注 值得注意的是, 如果在 (2.3) 式中分别令 r = 2, r = 1, r → 0 以及 r → ∞, 上述定义

的均值集 (期望) 可以导出对应于 Euclidean 空间中随机变量的均值、中位数、众数以及中列
数.
设 {ξi}∞i=1 是一列定义在概率空间 (Ω,F , P ) 上, 在图 Γ 中取值的独立同分布 (i.i.d) 随机

元 ξi : Ω → V (Γ), i = 1, 2, · · · , 0, a1, a2, · · · 是一列固定的整数. ∀ω ∈ Ω, 令 µan,n(u;ω) 是 u

在时间段 an + 1−−an + n 内出现的相对频率, 即

µan,n(u;ω) :=
]{i|ξi(ω) = u, an + 1 ≤ i ≤ an + n}

n
. (2.4)
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令

M (r)
an,n(v) :=

∑

s∈V (Γ)

dr(v, s)µan,n(s) =
1
n

an+n∑
i=an+1

dr(v, ξi), (2.5)

称M
(r)
an,n(·) 为 r - 阶广义样本权函数, 其中 ](A) 表示集合 A 中元素的个数.
定义 2.3 集

San,n = S(ξan+1, · · · , ξan+n) := {v ∈ V (Γ)|M (r)
an,n(v) ≤ M (r)

an,n(u), ∀u ∈ V (Γ)}, (2.6)

称之为随机元 {ξ}an+n
i=an+1 的 r - 阶广义样本均值集.

为了以下证明的需要, 给出几个基本引理.
引理 2.1 设 Γ 是连通图, u, v ∈ V (Γ). 如果M (r)(u) < ∞, 则M (r)(v) < ∞.
证 令 d(u, v) = d, 由三角形不等式

d(v, i) ≤ d(u, i) + d(u, v) = d(u, i) + d, ∀i ∈ V (Γ),

有

M (r)(v) =
∑

i∈V (Γ)

dr(v, i)µ(i) ≤
∑

i∈V (Γ)

[d(u, i) + d]rµ(i)

≤cr{
∑

i∈V (Γ)

drµ(i) +
∑

i∈V (Γ)

dr(u, i)µ(i)} (cr - 不等式)

=cr[dr + M (r)(u)] < ∞.

推论 2.1 设 (V (Γ),S, µ) 是所考虑的概率空间, Γ 是连通图, ξ : Ω → V (Γ) 是 Γ 上的随
机元, 则

domain(M) := {s|M (r)(s) < ∞, s ∈ V (Γ)} = V (Γ)

或 domain(M) = φ.
引理 2.2 设 ξ : Ω → V (Γ) 是 Γ - 值随机元, 其中 Γ 是局部有限的连通图且 r - 阶权函数

M
(r)
ξ (·) < ∞, 则均值集 E(ξ) 非空且有限.
证 对任意固定的顶点 v ∈ Γ, 其权函数

M (r)(v) =
∑

i∈V (Γ)

dr(v, i)µ(i) =
∞∑

n=0

[nr
∑

i∈V (Γ),d(v,i)=n

µ(i)] < ∞.

选取 R ∈ N, 使得

1
(
√

2)r
M (r)(v) ≤

R∑
n=0

[nr
∑

i∈V (Γ),d(v,i)=n

µ(i)] =
∑

i∈Bv(R)

dr(v, i)µ(i), (2.7)

其中

Bv(R) := {i ∈ V (Γ)|d(v, i) ≤ R} (2.8)

是 Γ 中以 v 为中心 R 为半径的球.
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选取 u ∈ V (Γ), 使得 d(u, v) ≥ 3R. 利用三角形不等式及 (2.7) 式, 有

M (r)(u) =
∑

i∈V (Γ)

dr(u, i)µ(i)

=
∑

i∈Bv(R)

dr(u, i)µ(i) +
∑

i∈Bv(R)

dr(u, i)µ(i)

≥
∑

i∈Bv(R)

(2R)rµ(i) +
∑

i∈Bv(R)

dr(u, i)µ(i)

≥
∑

i∈Bv(R)

(2R)rµ(i)

≥2r
∑

i∈Bv(R)

dr(v, i)µ(i) (d(v, i) ≤ R, i ∈ Bv(R))

≥(
√

2)rM (r)(v) > M (r)(v).

由此可知, 如果 d(v, u) ≥ 3R, 则 u∈E(ξ), 从而有 E(ξ) ⊆ Bv(3R). 由于 Γ 是局部有限图,
因此, 集合 Bv(3R) 以及 E(ξ) 都是有限的. 函数M (r)(·) 在 Bv(3R) 中能取到最小值, 从而
E(ξ) 6= φ.
引理 2.3 [9] 设 {ξi}∞i=1 是 i.i.d. 随机序列, 且 E(ξ1) < ∞, {ai}∞i=1 是一列正整数, 则

lim
n→∞

ξan+1 + · · ·+ ξan+n

n
= E(ξ1) a.s.. (2.9)

引理 2.4 设 Γ 是局部有限的连通图, v ∈ V (Γ), {ξi}∞i=1 是一列 i.i.d. Γ 值随机元, 即
ξi : Ω → V (Γ), i = 1, 2, · · · , 并且M

(r)
ξ1

(v) < ∞. 则

P{ lim
n→∞

M (r)
an,n(v) = M (r)(v)} = 1. (2.10)

证 对 ∀v ∈ V (Γ), M (r)(v) =
∑

s∈V (Γ)

dr(v, s)µ(s) = Edr(v, ξ1). 注意到 M
(r)
an,n(v) =

dr(v,ξan+1)+···+dr(v,ξan+n)

n
, 由引理 2.3 即得结论成立.

值得注意的是引理 2.4 中的收敛并不是一致地成立, 即对局部有限 (或无限) 图上的分布
µ, 及某些 ε > 0, 可能有

P{∃N ∈ N s.t. ∀n > N, ∀v ∈ V (Γ), |M (r)
an,n(v)−M (r)(v)| < ε} 6= 1.

引理 2.5 [10,11] 设 {ξi}∞i=1 是一列 i.i.d. 随机变量, 且 Eξ1 = 0, E|ξ1| < ∞. 令 R(n) =
n∑

i=1

ξi, n = 1, 2, · · · , 则随机游动 {R(n)}∞n=1 是常返的.

引理 2.6 (分离引理) 设 Γ 是局部有限的连通图, v ∈ V (Γ), {ξi}∞i=1 是一列 i.i.d. Γ 值随
机元, 即 ξi : Ω → V (Γ), i = 1, 2, · · · . 如果M

(r)
ξ1

(·) < ∞, 则

P{∃N ∈ N s.t. ∀n > N, max
v∈E(ξ1)

M (r)
an,n(v) < inf

u∈V (Γ)\E(ξ1)
M (r)

an,n(u)} = 1. (2.11)

证 欲证 (2.11) 式, 只须证存在 δ > 0, 使得

P{∃N ∈ N ∀n > N, ∀v ∈ E(ξ1),∀u ∈ V (Γ) \ E(ξ1),M (r)
an,n(u)−M (r)

an,n(v) ≥ δ} = 1 (2.12)
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成立即可.
本文分两步来完成. 首先证对固定的 v0 ∈ E(ξ1) 以及充分大的m > 0, 有

P{∃N ∈ N s.t. ∀n > N, ∀v ∈ E(ξ1),∀u ∈ V (Γ)\Bv0(m),M (r)
an,n(u)−M (r)

an,n(v) ≥ δ} = 1
(2.13)

成立. 其次证明

P{∃N ∈ N s.t. ∀n > N, ∀v ∈ E(ξ1),∀u ∈ Bv0(m)\E(ξ1),M (r)
an,n(u)−M (r)

an,n(v) ≥ δ} = 1.

(2.14)
由测度的 σ - 可加性即得 (2.11) 式成立.
设 v0 ∈ E(ξ1). 因M (r)(v0) < ∞, 如引理 2.2 中的做法选取 R ∈ R, 使得 1

(
√

2)r
M (r)(v0) ≤∑

i∈Bv0 (R)

dr(v0, i)µ(i). 令m = 3R. 由引理 2.2 的证明过程可知, 如果 u 满足 d(u, v0) ≥ 3R, 则

M (r)(u) =
∑

i∈V (Γ)

dr(u, i)µ(i) ≥ 2r
∑

i∈Bv0 (R)

dr(u, i)µ(i) ≥ (
√

2)rM (r)(v0), (2.15)

由此可知 E(ξ1) ⊆ Bv0(3R).
因为 Γ 是局部有限的, 所以 Bv0(R) 是有限的. ∀ε > 0, 令

Cε := {∃N = N(ε),∀n > N, ∀u ∈ Bv0(R), |µan,n(u)− µ(u)| < ε}, (2.16)

由关于随机变量 µan,n(u) = 1
n

an+n∑
i=an+1

1{u}(ξi) 的强极限定理可知, 当 n → ∞ 时, µan,n(u) →
µ(u) a.s., 因而 P (Cε) = 1. 特别的, 取

ε = ε∗ :=
1
2

(
1− 1

(
√

2)r

)
min{µ(u)|u ∈ Bv0(R), µ(u) 6= 0},

而且事件 Cε∗ 是集

{∃N = N(ε∗),∀n > N, ∀u ∈ V (Γ)\Bv0(3R),M (r)
an,n(u) ≥ 1

2
[(
√

2)r + 1]M (r)(v0)} (2.17)

的子集. 事实上, 在 (2.16) 式定义的集合 Cε∗ 上有 µan,n(i) ≥ 1
2
(1 + 1

(
√

2)r )µ(i), i ∈ Bv0(R).
利用上述结论以及 (2.15) 式, 有

M (r)
an,n(u) =

∑

i∈V (Γ)

dr(u, i)µan,n(i) ≥ 2r
∑

i∈Bv0 (R)

dr(u, i)µan,n(i)

≥1
2
(1 +

1
(
√

2)r
) · 2r

∑

i∈Bv0 (R)

dr(u, i)µ(i) ≥ 1
2
((
√

2)r + 1)M (r)(v0).

于是

P{∃N ∈ N s.t. ∀n > N, ∀u ∈ V (Γ)\Bv0(3R),M (r)
an,n(u) ≥ 1

2
((
√

2)r+1)M (r)(v0)} = 1. (2.18)
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由引理 2.4, ∀v ∈ V (Γ) 以及 ∀ε > 0, 有

P{∃N = N(ε),∀n > N, |M (r)
an,n(v)−M (r)(v)| < ε} = 1.

因为 Bv0(3R) 是有限集, 可知上述收敛在 Bv0(3R) 上一致成立, 即

P{∃N = N(ε),∀n > N, ∀v ∈ Bv0(3R), |M (r)
an,n(v)−M (r)(v)| < ε} = 1. (2.19)

特别地, 注意到 E(ξ1) ⊆ Bv0(3R), 取 ε = (
√

2)r−1
4

M (r)(v0),

P{∃N = N(ε),∀n > N, ∀v ∈ E(ξ1),
5− (

√
2)r

4
M (r)(v) < M (r)

an,n(v) <
(
√

2)r + 3
4

M (r)(v)} = 1.

(2.20)
最后, 在 (2.18) 和 (2.20) 式给出的集合的交集上, 由M (r)(v0) = M (r)(v) (因 v0, v ∈ E(ξ1))
以及 (2.13) 式, 对满足条件 δ ≤ 1

4
M (r)(v0) 的 δ 有

M (r)
an,n(u)−M (r)

an,n(v) ≥(
√

2)r + 1
2

M (r)(v)− (
√

2)r + 3
4

M (r)(v)

=
(
√

2)r − 1
4

M (r)(v) =
(
√

2)r − 1
4

M (r)(v0).

第二步, 利用 (2.15) 式, 取

ε = ε′ :=
1
4

min{M (r)(u)−M (r)(v0)|u ∈ Bv0(3R),M (r)(u)−M (r)(v0) > 0},

即以概率 1, 存在 N = N(ε′) 使得对 ∀n > N 和 u ∈ Bv0(3R), 有 |M (r)
an,n(u) − M (r)(u)| <

ε′. 由于 E(ξ1) ⊆ Bv0(3R), 因此, 当 v ∈ E(ξ1) 时, 有 |M (r)
an,n(v) − M (r)(v)| < ε. 注意到

M (r)(u)−M (r)(v0) > 0, 知存在 N = N(ε′), 使得当 n > N 时, ∀u ∈ Bv0(3R) \ E(ξ1), 有

M (r)
an,n(v0) < M (r)(v0) + ε′ ≤ M (r)(v0) +

1
4
[M (r)(u)−M (r)(v0)],

M (r)(u)− 1
4
[M (r)(u)−M (r)(v0)] ≤ M (r)(u)− ε′ < M (r)

an,n(u),

且有

M (r)
an,n(u)−M (r)

an,n(v0)

≥M (r)(u)− 1
4
[M (r)(u)−M (r)(v0)]−M (r)(v0)− 1

4
[M (r)(u)−M (r)(v0)]

=
1
2
[M (r)(u)−M (r)(v0)] ≥ 2ε′.

即

P{∃N = N(ε),∀n > N, ∀u ∈ Bv0(3R) \ E(ξ1) : M (r)
an,n(u)−M (r)

an,n(v0) ≥ 2ε′} = 1.

因此 (2.14) 式对 δ ≤ 2ε′ 成立. 取 δ = min( (
√

2)r−1
4

M (r)(v0), 2ε′) 即可得引理成立.
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3 强极限定理

经典的强大数定律表明, 如果独立同分布随机变量的期望存在, 则样本均值几乎处处收
敛到随机变量的数学期望. 然而, 下面的例子可以看出, 对在图上取值的随机元的广义样本均
值在普通意义下并不一定收敛.
例 3.1 考虑图 Γ = (V, E), 其中 V = {v1, v2}, E = {(v1, v2)}. µ 是由随机元 ξ1 : Ω → V

诱导的 V (Γ) 上的概率测度, 且 µ(v1) = µ(v2) = 1
2
. 此时有 M (r)(v1) = M (r)(v2) = 1/2,

E(ξ) = {v1, v2}.
设 {ξi}∞i=1 是独立同分布随机元序列, 换句话说就是考虑从图 Γ 的顶点 v1, v2 中随机地

选一列点. 由定义知

M (r)
an,n(v1) =

1
n

]{i|ξi = v2, an + 1 ≤ i ≤ an + n},

M (r)
an,n(v2) =

1
n

]{i|ξi = v1, an + 1 ≤ i ≤ an + n}.

由定义 2.3, 有

v1 ∈ San,n ⇐⇒ M (r)
an,n(v1) ≤ M (r)

an,n(v2)

⇐⇒ ]{i|ξi = v2, an + 1 ≤ i ≤ an + n} ≤ ]{i|ξi = v1, an + 1 ≤ i ≤ an + n}.
同理

v2 ∈ San,n ⇐⇒ M (r)
an,n(v2) ≤ M (r)

an,n(v1)

⇐⇒ ]{i|ξi = v1, an + 1 ≤ i ≤ an + n} ≤ ]{i|ξi = v2, an + 1 ≤ i ≤ an + n}.
令

R(n) := ]{i|ξi = v2, 1 ≤ i ≤ n} − ]{i|ξi = v1, 1 ≤ i ≤ n}, n = 1, 2, · · ·
和

W (n) := n[M (r)
an,n(v1)−M (r)

an,n(v2)]

= ]{i|ξi = v2, an + 1 ≤ i ≤ an + n} − ]{i|ξi = v1, an + 1 ≤ i ≤ an + n}, n = 1, 2, · · · ,

{R(n)}∞n=1 可看成是 Z 上的对称随机游动, 且

W (n) = R(an + n)−R(an),

于是有

{v1 ∈ San,n} = {M (r)
an,n(v1) ≤ M (r)

an,n(v2)} = {W (n) ≤ 0}
及

{v2 ∈ San,n} = {M (r)
an,n(v1) ≥ M (r)

an,n(v2)} = {W (n) ≥ 0}.
显然, W (n)与R(n)同分布.由于Z上的对称随机游动是常返的,从而有P{vi ∈ San,n, i.o.} =
1, i = 1, 2. 因此

lim sup
n→∞

San,n = {v1, v2} = E(ξ1),

lim inf
n→∞

San,n = φ,
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由此可知 lim
n→∞

San,n 不存在.

定理 3.1 设 Γ 是局部有限图, {ξi}∞i=1 是定义在概率空间 (Ω,F , P ) 上在 V (Γ) 中取值的
一列 i.i.d. 随机元, µ 是定义在 Γ 上由 ξ1 诱导出的概率测度. 假设M (r)(u) < ∞, ∀u ∈ V (Γ).
则

P{lim sup
n→∞

San,n ⊆ E(ξ1)} = 1. (3.1)

证 由引理 2.6, 有

P{∃N ∈ N s.t.∀n > N, max
v∈E(ξ1)

M (r)
an,n(v) < inf

u∈V (Γ)\E(ξ1)
M (r)

an,n(u)} = 1,

若 u∈E(ξ1), 有

P{∃N ∈ N s.t. ∀n > N, u∈San,n} = P (u∈ lim sup
n→∞

San,n) = 1,

由测度的 σ - 可加性, 有

P{u∈ lim sup San,n, ∀u ∈ V (Γ) \ E(ξ1)} = 1.

前面分别就 Eξ1 是单点与两点集这两种情况来证明强大数定理, 关于 Eξ1 是多点集的情

形的证明比较复杂, 将在另文中讨论.
1. Eξ1 是单点集情形.
定理 3.2 设 Γ是局部有限连通图, {ξi}∞i=1 是一列 i.i.d. Γ -值随机元序列, ξi :Ω → V (Γ).

如果M
(r)
ξ1

(·) < ∞ 且 E(ξ1) = {v}, v ∈ V (Γ), 即 E(ξ1) 是单点集, 则

lim
n→∞

S(ξan+1, · · · , ξan+n) = E(ξ1) a.s.. (3.2)

证 (3.2) 式可以表述为

P (∃N ∈ N s.t. ∀n > N, S(ξan+1, · · · , ξan+n) = {v}) = 1

或等价地

P{∃N ∈ N s.t. ∀n > N, ∀u ∈ V (Γ) \ {v},M (r)
an,n(v) < M (r)

an,n(u)} = 1. (3.3)

由引理 2.6, 有

P{∃N ∈ N s.t.∀n > N,M (r)
an,n(v) < inf

u∈V (Γ)\{v}
M (r)

an,n(u)} = 1,

于是

P{∃N s.t. ∀n > N, {v} = S(ξan+1, · · · , ξan+n)} = 1.

2. Eξ1 是两点集的情形.
定理 3.3 设 Γ 是局部有限连通图, {ξi}∞i=1 是一列 i.i.d. Γ - 值随机元, ξi :Ω → V (Γ). 如

果M
(r)
ξ1

(·) < ∞ 且 E(ξ1) = {v1, v2}, vi ∈ V (Γ), i = 1, 2, 即 ]E(ξ1) = 2, 则

lim sup
n→∞

S(ξan+1, · · · , ξan+n) = E(ξ1) a.s.. (3.4)
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证 由定理 3.1 知 lim sup
n→∞

San,n ⊆ E(ξ1). 欲证 (3.4) 式, 只须证明相反的包含关系. 注意

到 E(ξ1) = {v1, v2}, 即M
(r)
ξ (·) 只在点 v1 和 v2 上取到最小值, 即

M (r)(v1) = M (r)(v2) < M (r)(u), ∀ u ∈ Γ \ {v1, v2}.

由权函数的定义, 有

M (r)(v1) =
∑
s∈Γ

dr(v1, s)µ(s), M (r)(v2) =
∑
s∈Γ

dr(v2, s)µ(s),

M (r)
an,n(v1) =

∑
s∈Γ

dr(v1, s)
]{i|ξi = s, an + 1 ≤ i ≤ an + n}

n
,

M (r)
an,n(v2) =

∑
s∈Γ

dr(v2, s)
]{i|ξi = s, an + 1 ≤ i ≤ an + n}

n
.

由引理 2.4, 有

M (r)
an,n(v1) → M (r)(v1) a.s. 以及 M (r)

an,n(v2) → M (r)(v2) a.s..

由引理 2.6 知, 存在数 N ∈ N, 当 n > N , 几乎处处有

max{M (r)
an,n(v1),M (r)

an,n(v2)} < inf
u∈Γ\{v1,v2}

M (r)
an,n(u).

因此当 n > N ,
v1 ∈ San,n 当且仅当 M (r)

an,n(v1) ≤ M (r)
an,n(v2)

当且仅当 ∑

s∈V (Γ)

(dr(v1, s)− dr(v2, s))]{i|ξi = s, an + 1 ≤ i ≤ an + n} ≤ 0.

同理

v2 ∈ San,n 当且仅当 M (r)
an,n(v2) ≤ M (r)

an,n(v1)

当且仅当 ∑

s∈V (Γ)

(dr(v2, s)− dr(v1, s))]{i|ξi = s, an + 1 ≤ i ≤ an + n} ≤ 0.

欲证 {v1, v2} ⊆ lim sup
n→∞

San,n, 只须证明M
(r)
an,n(v1)−M

(r)
an,n(v2) 无穷多次取正值和负值. 令

W (n) :=n[M (r)
an,n(v2)−M (r)

an,n(v1)]

=
∑

s∈V (Γ)

[dr(v2, s)− dr(v1, s)] · ]{i|ξi = s, an + 1 ≤ i ≤ an + n}, n = 1, 2, · · ·

和

R(n) =
∑

s∈V (Γ)

[dr(v2, s)− dr(v1, s)] · ]{i|ξi = s, 1 ≤ i ≤ n}, n = 1, 2, · · · ,
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{R(n)}∞n=1 可以看成是 Z 上从 0 点出发的随机游动. 即 R(0) = 0, R(n) =
n∑

i=1

ζi, 其中

ζi = ζi(s) : V (Γ) → Z, i = 1, 2, · · · 是 i.i.d. 随机序列且 E(ζ1) = 0 (因M (r)(v1) = M (r)(v2))
且 P{ζi(s) = dr(v2, s)− dr(v1, s)} = µ(s), s ∈ V (Γ).
注意到, W (n) = R(an + n)−R(an) 且W (n) 与 R(n) 同分布,

v1 ∈ Sn ⇐⇒ W (n) ≥ 0 及 v2 ∈ Sn ⇐⇒ W (n) ≤ 0.

因为

E(ζ1) =
∑

s∈V (Γ)

(dr(v2, s)− dr(v1, s))µ(s) = M (r)(v1)−M (r)(v2) = 0,

且 ∑

s∈V (Γ)

|ζ1(s)|µ(s) =
∑

s∈V (Γ)

|dr(v2, s)− dr(v1, s)|µ(s)

≤
∑

s∈V (Γ)

[dr(v2, s) + dr(v1, s)]µ(s) = M (r)(v1) + M (r)(v2) < ∞.

由引理 2.5, Z 上的随机游动 {R(n)}∞n=1 是常返的, 即 {R(n)}∞n=1 有无穷多次取正值和负值.
故

lim sup
n→∞

San,n = {v1, v2} = E(ξ).
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Abstract: In this paper, the authors discuss the basic properties of the general rth order

mean set and rth order sample mean set of random elements, which take values on a locally

connected graph, and the limit properties of them. By applying the separation lemma of random

elements and the recurrence of random walk, we obtain the general strong law of large numbers

for graph-valued random elements. Moreover, we generalize the existing results.
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