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摘要: 本文研究了一类广义 Ramanujan-Nagell 方程有正整数解的条件. 利用二次域中的重要

理论, 给出了一个典型的 Ramanujan-Nagell 方程的所有正整数解, 推广了文献 [1] 和 [2] 的结果.
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1 引言

设 Z 和 N 分别表示全体整数和正整数组成的集合, p 是奇素数, D 是适合 p 6 |D 的正整
数. 此时, 方程

x2 + D = pn, x, n ∈ N (1.1)

是一类基本而重要的广义 Ramanujan-Nagell 方程. 多年来, 关于该类方程的整数解一直是指
数 Diophantus 方程的一个引人关注的问题, 但主要是其解数 N(D, p) 的上界估计, 乐茂华 [1]

证明了当 (D, p) = (2, 3) 或 (3s2 + 1, 4s2 + 1), 其中 s 是正整数时方程 (1.1) 恰有 2 组正整数
解, 否则, 该方程至多有 1 组正整数解; 曹珍富 [2] 仅给出了方程 x2 + 2 = 3n 仅有 (1, 1)、(5,
3) 两组正整数解.
作为代数数论中的重要组成部分, 二次域的有关类数、理想等相关性质和理想数唯一分

解定理对研究该类方程的整数解有着重要作用. 对某些D>0, Q(
√−D) 不是 Euclid 域, 若其

类数 h(Q(
√−D)) = 1, 可以利用代数整数环中唯一分解定理的相关知识去研究方程的整数

解问题; 若其类数 h(Q(
√−D)) 6= 1, 可以利用二次域中整数环上的理想唯一分解定理去研究

方程的整数解问题. 为此, 先引入同余式、二次域的有关类数、理想及其相关性质和理想唯一
分解定理.
定义 1.1 [3] 若 ε 和 ε−1 都是代数整数, 则 ε 称为单位数.
定义 1.2 [4] 环 R 的非空子集 S 叫做 R 的理想, 是指满足下面条件: (1) 如果 a, b ∈ S,

则 a± b ∈ S; (2) 如果 r ∈ R, a ∈ S, 则 ar, ra ∈ S.
定义 1.3 [4] 由一个元素 x ∈ R 生成的理想 (x) 叫做环 R 的主理想, 如果 R 是整环, 并

且 R 中每个理想都是主理想 (x) = xR, 则 R 叫做主理想整环.
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定义 1.4 [5] 数域 K 的子集 I 叫做 K 的分式理想, 是指存在 0 6= µ ∈ Ok（数域 K

的整数环）, 使得 µI 为 Ok 的非零理想, 用 I(K) 表示 K 的全体分式理想组成的集合, 且
I(K) 构成群, 叫做数域 K 的分式理想群; 对于 α ∈ K, 称 αOk（0 6= α ∈ Ok）为主分式理

想, 而 I(K) 中主分式理想的全体构成一个群, 叫做 K 的主分式理想群, 记作 P (K); 商群
C(K) = I(K)/P (K), 叫做K 的（分式）理想类群, C(K) 中的每一个元素叫做K 的（分式）

理想类.
定义 1.5 [5] 理想类群的阶 h(K) = |C(K)| 叫做数域K 的类数.
定义 1.6 [6] 设 F̃ 是一个代数整数环, α1, α2, · · · , αs ∈ F̃ , 把集合

x1α1 + x2α2 + · · ·+ xsαs, x1, x2, · · · , xs ∈ F̃

称为是由 α1, α2, · · · , αs 生成的 F̃ 中的理想数.
定义 1.7 [6] 设 α, β ∈ M , 若存在 ε 使 β = ε¯ α, 则称 β 是 α 的相伴数, 记作 β ∼ α.
定理 1.1 [7] 若 a ≡ b (modmi), 其中 i = 1, 2, · · · , n, 则 a ≡ b (mod[m1,m2, · · · ,mn]).
引理 1.1 [6] α ∈ A2（全体 Q 上的 2 次代数数组成的集合）的充要条件是 α = r + s

√
D,

其中 r, s ∈ Q, s 6= 0 以及D 6= 0 是无平方因子的有理整数; α ∈ Ã2（全体 Q 上的 2 次代数整
数组成的集合）的充要条件是除以上所说的外还要满足 2r ∈ Z, r2 −Ds2 ∈ Z.
引理 1.2 [6] 设 D 满足引理 1.1 的条件, 及

ω =

{ √
D, D = 2, 3 (mod4),
(−1 +

√
D)/2, D = 1 (mod4).

那么 α 是二次代数整数的充要条件是它可以表为

α = m + nω, m, n ∈ Z, n 6= 0. (1.2)

定理 1.2 [6] 当 D 6 −1 时, 仅当 D = −1,−3 时才有形如 (1.2) 的单位数. 仅当 D = −1
时, 这种单位数是 ±i, 当 D = −3 时, 这种单位数是 ±(1±√3)/2.
定理 1.3 [6] 主理想整环是唯一分解整环.
定理 1.4 [6] 设 M 是唯一分解环, 正整数 k > 2, 以及 α, β ∈ M , (α, β) = 1, 那么若

αβ = γk, γ ∈ M , 则有 α = ε1µ
k, β = ε2ν

k, µ, ν ∈ M , 其中 ε1, ε2 是 M 中的单位, 且
ε1ε2 = εk, ε 为单位.

2 x2 + 5 = pn（n ∈ N）有正整数解的必要条件

利用二次域中整数环上的理想唯一分解定理, 以下证明广义 Ramanujan-Nagell 方程

x2 + 5 = pn, n ∈ N (2.1)

有正整数解的必要条件.
结论 设 p 是奇素数, D 是适合 p 6 |D 的正整数, 若方程 (2.1) 有解, 则一定存在 a, b ∈ Z

使得 p = a2 + 5b2, 且 b = ±1.
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证 情形 (1) 若 n 是偶数, 则由 (2.1) 式可得
{

p
n
2 ± x = 5,

p
n
2 ∓ x = 1,

两式相加即有 p
n
2 = 3, 由 p 是奇素数非平方, 显然方程 (2.1) 无解.

情形 (2) 若 n 是奇数, 在虚二次域中, 由定义 1.4 和定义 1.5 可得 Q(
√−5) 的类数

h(Q
√−5) = 2, 且有单位数 ±1, 其中 1 和 (−1 +

√−5)/2 是一组整基 [6], 从而整环 Q(
√−5)

的整数形如 a + b
√−5 的形式, 其中 a, b ∈ Z. 由此可得方程 (2.1) 的理想分解为

(x +
√−5)(x−√−5) = pn,

其中 x +
√−5 和 x−√−5 均是 Q(

√−5) 的理想数. 令

d = (x +
√−5, x−√−5).

显然 d|x 且 d|√−5. 因为
√−5 是素数, 所以 d = 1 或

√−5, 但 d =
√−5 不可能, 因为此时

必有 −5|x, 而这样的 x 显然不是解, 于是 d = 1, 即理想数 x +
√−5 和 x−√−5 互素, 于是

(x +
√−5)(x−√−5) = (a + b

√−5)n(a− b
√−5)n,

其中 a2 + 5b2 = p. 从而由定理 1.4 得

x +
√−5 = (a± b

√−5)n = An,

其中 A 是 Q
√−5 中的理想数. 又因为 (h(Q

√−5), n) = 1, 即存在有理数 u, v 使得

uh(
√−5) + vn = 1,

于是有

A = (An)v(Ah(
√−5))u ∼ (An)v1u,

由 An ∼ 1 得 A ∼ 1v, 1u ∼ 1, 即 A 是 Q
√−5 中的主理想. 又由 Q

√−5 中的单位数是 ±1, 则
有 {

x +
√−5 = ±(a± b

√−5)n,

x−√−5 = ±(a∓ b
√−5)n,

进而有

(a + b
√−5)n − (a− b

√−5)n = ±2
√−5,

则 (
n

1

)
an−1b− 5

(
n

3

)
an−3b3 + · · · ± 5

n−1
2

(
n

n

)
bn = ±1.

即

b

[(
n

1

)
an−1 − 5

(
n

3

)
an−3b2 + · · · ± 5

n−1
2

(
n

n

)
bn−1

]
= ±1,
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从而 b = ±1, 得证.

3 x2 + 5 = pn (n ∈ N) 正整数解的证明

以下证明广义 Ramanujan-Nagell 方程

x2 + 5 = 21n, n ∈ N (3.1)

仅有正整数解 (4, 1).
证 情形 (1) 若 n 是偶数, 则由 (3.1) 式可得

{
21

n
2 ± x = 5,

21
n
2 ∓ x = 1,

两式相加即有 21
n
2 = 3, 显然方程 (3.1) 无解.

情形 (2) 若 n 是奇数, 在虚二次域中, Q(
√−5) 的类数 h(Q

√−5) = 2, 整环 Q(
√−5) 的

整数形如 a + b
√−5 的形式. 由此可得方程 (3.1) 的理想分解为

(x +
√−5)(x−√−5) = 21n,

其中 x +
√−5 和 x−√−5 均是 Q(

√−5) 的理想数. 由前面结论知 x +
√−5 和 x−√−5 互

素, 且
(x +

√−5)(x−√−5) = (4 +
√−5)n(4−√−5)n,

从而有

x +
√−5 = (4±√−5)n = An,

其中 A 是Q
√−5 中的理想数, 且是Q

√−5 中的主理想. 又由Q
√−5 中的单位数是 ±1, 则有

{
x +

√−5 = ±(4±√−5)n,

x−√−5 = ±(4∓√−5)n.

进而有

(4 +
√−5)n − (4−√−5)n = ±2

√−5. (3.2)

若 (3.2) 式右边的负号成立的话, 设 α = 4 +
√−5, β = 4−√−5, 则有 αn − βn = ±(α − β).

即 αn + α = βn + β, 亦即 α(αn−1 + 1) = β(βn−1 + 1), 从而有 α|βn−1 + 1. 又因为 α + β = 8,
故 α|(8− α)n−1 + 1. 则 α|8n−1 + 1, 两边同时取范数得 21|82n−2 + 2 · 8n−1 + 1, 显然不成立,
从而 (3.2) 式右边的负号不成立, 从而仅有

(
n

1

)
4n−1 − 5

(
n

3

)
4n−3 + · · · ± 5

n−1
2

(
n

n

)
= 1.

所以 n · 4n−1 ≡ 1 (mod5). 故 n · (−1)n−1 ≡ 1 (mod5). 令 f(n) ≡ n · (−1)n−1(mod5), 由
于其周期为 10. 即 f(10n + k) ≡ f(k) (mod5). 故 n ≡ 1, 4 (mod10), 又由条件 n 是奇
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数知 n ≡ 1 (mod2), 从而由定理 1.1 得 n ≡ 1 (mod10). 当 n = 1 时, 方程有正整数解
(x, n) = (4, 1).
下证方程 (3.1) 的指数 n 不能有两个不同的解 n1 和 n2, 满足 n1 − n2 ≡ 0 (mod10). 否

则, 可设
n1 − n2 = 5l · 2 · h, 5 6 |h.

令 α = 4 +
√−5, 则

αn2 = αn1αn2−n1 = αn1(4 +
√−5)n2−n1 ,

对于 5l+1 的方幂实行数学归纳法可证

(4 +
√−5)n2−n1 ≡ 4n2−n1 + (n2 − n1) · 4n2−n1−1

√−5 (mod5l+1). (3.3)

又因

αn1 = (4 +
√−5)n1 = 4n1 + n1 · 4n1−1

√−5 (mod5), (3.4)

由 (3.3) 式和 (3.4) 式知

αn2 ≡ αn1 · 4n2−n1 + αn1(n2 − n1)4n2−n1−1
√−5(mod5l+1)

≡ αn1 · 4n2−n1 + (4n1 + n1 · 4n1−1
√−5 + 5λ)(n2 − n1)4n2−n1−1

√−5 (mod5l+1)

≡ αn1 · 4n2−n1 + (n2 − n1)4n1−1
√−5− 5 · n1(n2 − n1)4n2−2

+(n2 − n1) · 4n2−n1−1 · 5λ
√−5(mod5l+1)

≡ αn1 · 4n2−n1 + (n2 − n1)4n2−1
√−5(mod5l+1), (3.5)

其中 λ 是 Q(
√−5) 中的代数整数. 记 α 的共轭 4−√−5 = β, 将 β 去替换 (3.5) 式中的 α 得

βn2 ≡ βn1 · 4n2−n1 + (n2 − n1)4n2−1
√−5(mod5l+1),

由于 (3.2) 式中的右端不能够取负号, 即 αn1 − βn1 = αn2 − βn2 . 故

αn2 − βn2 = 4n2−n1(αn1 − βn1) + 2(n2 − n1) · 4n2−1
√−5(mod5l+1).

又因为 n2 − n1 ≡ 0 (mod10), n1 − 1 ≡ 0 (mod2), 且 4|n2 − n1. 即 4n2−n1 ≡ 1 (mod5). 所以
有 4n2−1 ≡ ±1 (mod5). 故有

αn2 − βn2 ≡ (αn1 − βn1)± 2 · (n2 − n1)
√−5 (mod5l+1).

进而有

(n2 − n1)
√−5 ≡ 0 (mod5l+1).

即

(n2 − n1)
√−5 = 5l+1(α + β

√−5).

亦即

(n2 − n1)
√−5 = 5l+1α + 5l+1β

√−5.
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于是得

n2 − n1 = 5l+1β.

即 n2 − n1 ≡ 0 (mod5l+1). 与 5l 6 |n2 − n1 矛盾. 故方程 (3.1) 的正整数解唯一, 仅有
(x, n) = (4, 1), 证毕.
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Abstract: In this paper, we studied the necessary condition for existence of the positive

integer solutions of a class of generalized Ramanujan-Nagell equation. On the base of it, we gave

all the positive integer solutions of a typical Ramanujan-Nagell equations, and generalized some

results of reference [1] and [2].
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