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利用分解校正矩阵确定搜索方向的 BFGS 算法

柳 力
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摘要: 本文把正定矩阵关于向量的等内积分解算法应用于改进 BFGS 算法中搜索方向的计算.

通过建立不依赖于搜索方式的用分解矩阵表达的校正公式, 给出了用 Hesse 近似矩阵的等内积分解矩

阵确定搜索方向的 BFGS 算法.
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1 引言

利用正定矩阵关于向量的等内积分解算法 [1] , 文 [2] 提出了由校正矩阵的等内积分解矩
阵确定搜索方向的拟 Newton 算法．即对于无约束最优化问题

min f(x), x ∈ Rn, (1.1)

其中 f : Rn → R1 是连续可微函数, 通过建立 Hesse 近似矩阵 B 关于目标函数梯度向量的

等内积分解矩阵的校正公式, 计算搜索方向的一种新算法．
以拟 Newton 算法中最有代表性的 BFGS 算法为例, 当记 xk 为迭代点, sk = xk+1 − xk,

yk = gk+1 − gk, gk = 5f(xk), 则对 B 和对 H 的 BFGS 校正公式分别为

Bk+1 = Bk − Bksks
T
k Bk

sT
k Bksk

+
yky

T
k

sT
k yk

, (1.2)

Hk+1 = (I − sky
T
k

sT
k yk

)Hk(I − yks
T
k

sT
k yk

) +
sks

T
k

sT
k yk

. (1.3)

在求迭代点 xk+1 处的搜索方向 dk+1 时, 一般是解方程组

Bk+1d
k+1 = −gk+1, (1.4)

而不是用 (1.3) 式直接计算.
dk+1 = −Hk+1gk+1. (1.5)

采用 (1.4) 式的计算量显然大于用 (1.5) 式,“舍近求远”的原因是, 由于计算误差的存在, 实
际计算时用 (1.3) 式可能出现 Hk+1 不正定甚至奇异的情况．而 (1.2) 式可以化为

Bk+1 = Bk + ((dk)T gk)−1gkg
T
k + (αk(dk)T yk)−1yky

T
k . (1.6)
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据此, Gill 与Murray 提出了利用 Cholesky 分解技术解方程组 (1.4) 的方法. 即先对 Bk+1 作

Cholesky 分解: Bk+1 = Lk+1Dk+1L
T
k+1, 其中 Lk+1 为单位下三角阵, Dk+1 为对角阵, 再依次

解方程组

Lk+1v = −gk+1, LT
k+1d

k+1 = D−1
k+1v. (1.7)

同时利用 (1.6) 式, 给出由 Lk, Dk 求 Lk+1, Dk+1 的迭代公式, 使实际计算时不必每次迭代都
进行一次 Bk 的 Cholesky 分解, 具体算法详见文 [3–5].
而文 [2] 提出的改进算法, 则是运用了正定矩阵关于向量的等内积分解算法, 通过求

Bk+1 关于 gk+1 = 5f(xk+1) 的等内积分解矩阵. 即满足条件

Bk+1 = Ck+1C
T
k+1, C−1

k+1gk+1 = ak+1e (1.8)

的矩阵 C−1
k+1, 其中 ak+1 ∈ R1, e = (1, 1, · · · , 1)T ∈ Rn, 来计算点 xk+1 处的搜索方向

dk+1 = −ak+1(dk+1
1 · · · dk+1

n )T , (1.9)

其中 dk+1
j (j = 1, 2 · · · , n) 是矩阵 C−1

k+1 第 j 列元素之和. 具体作法是替代校正公式 (1.2), 直
接建立 B 关于目标函数梯度向量的分解矩阵 C−1

k 到 C−1
k+1 的校正公式, 在计算出校正矩阵

C−1
k+1 的同时, 利用 (1.9) 式求出搜索方向 dk+1．

显然文 [2] 给出了求搜索方向的另一种路径, 但文 [2] 中的相关结论, 都是在精确线
搜索条件下给出的, 所以理论意义大于实际应用．在拟Newton算法中BFGS算法是最有代
表性的一个算法, 带Wofle搜索的BFGS算法具有全局收敛和超线性收敛性 (参见文 [4]), 与
拟Newton算法中的其它算法比较其收敛速度和数值稳定性都是最好的．本文就以BFGS算法
为研究对象, 通过建立不依赖搜索方式的用分解矩阵表达的校正公式, 给出用Hesse近似矩阵
的等内积分解矩阵确定搜索方向BFGS新算法.

2 用分解矩阵形式表达的 BFGS 校正公式

当记 uk = C−1
k yk, vk = C−1

k gk+1, wk = C−1
k gk. 由文 [2] 定理 2.2, 在精确线搜索条件下

对于BFGS校正公式 (1.2). 若已求得 Bk 关于 gk 的等内积分解矩阵 C−1
k , 则 Bk+1 关于 gk+1

的等内积分解矩阵

C−1
k+1 = QkC

−1
k [I − (yk −

√
λkgk)sT

k

sT
k yk

], (2.1)

其中 λk = ST
k yk

‖wk‖2 , Qk = I − 2
‖σk‖2 σkσ

T
k , σk = wk + tkvk, tk = ‖wk‖

‖vk‖ . 由文 [2] 定理 2.3, 初始校
正矩阵 B0 = I 关于 g0 的等内积分解矩阵

C−1
0 =





I, g0 = −e,

I − 2
‖σ0‖2

σ0σ
T
0 , g0 6= −e,

(2.2)

其中 σ0 =
√

ng0 + ‖g0‖e.
由 (2.1) 式定义的 C−1

k+1 只有在精确线搜索条件下. 即 vT
k wk = 0 时, 有 Bk+1 =

Ck+1C
T
k+1. 若迭代点 xk 是经过非精确线搜索到 xk+1, 则由 (2.1) 式定义的矩阵 C−1

k+1 显
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然不再是 (1.2) 式定义的 Bk+1 的分解矩阵. 下面给出的结论则与搜索方式无关, 仅依赖
于BFGS校正矩阵的定义式.
引理 2.1 设 u, v ε Rn, 若 β 6= 0, γ 6= 0, vT u = β−1 +γ−1, 则矩阵 I−βuvT 非奇异,并且

(I − βuvT )−1 = I − γuvT . (2.3)

引理 2.2 对于BFGS校正公式 (1.2), 若 Bk 关于 gk 的等内积分解矩阵为 C−1
k . 记

Nk = (I +
‖wk‖√

sT
k yksT

k gk

yks
T
k −

gks
T
k

sT
k gk

)Ck, (2.4)

则 Bk+1 = NkN
T
k , 并且

N−1
k = C−1

k (I − yks
T
k

sT
k yk

+
gks

T
k

‖wk‖
√

sT
k yk

). (2.5)

证 注意到 sk = xk+1 − xk = αkd
k, 其中 αk 为步长, 于是 Bksk = −αkgk. 直接计算得

NkN
T
k = (I +

‖wk‖√
sT

k yksT
k gk

yks
T
k −

gks
T
k

sT
k gk

)Bk(I +
‖wk‖√

sT
k yksT

k gk

sky
T
k −

skg
T
k

sT
k gk

)

= (Bk − αk‖wk‖√
sT

k yksT
k gk

ykg
T
k +

αkgkg
T
k

sT
k gk

)(I +
‖wk‖√

sT
k yksT

k gk

sky
T
k −

skg
T
k

sT
k gk

)

= Bk +
αkgkg

T
k

sT
k gk

− αk‖wk‖2

sT
k yksT

k gk

yky
T
k

= Bk +
αkgkg

T
k

sT
k gk

+
yky

T
k

sT
k yk

= Bk − Bksks
T
k Bk

sT
k Bksk

+
yky

T
k

sT
k yk

.

所以 Bk+1 = NkN
T
k . 由于

I +
‖wk‖√

sT
k yksT

k gk

yks
T
k −

gks
T
k

sT
k gk

= I − (− ‖wk‖√
sT

k yksT
k gk

yk +
1

sT
k gk

gk)sT
k ,

由引理 2.1, 易得

(I +
‖wk‖√

sT
k yksT

k gk

yks
T
k −

gks
T
k

sT
k gk

)−1 = I − yks
T
k

sT
k yk

+
gks

T
k

‖wk‖
√

sT
k yk

,

从而有 N−1
k = C−1

k (I − yksT
k

sT
k yk

+ gksT
k

‖wk‖
√

sT
k yk

). 证毕.

引理 2.3 若 0 6= δk ε Rn, 记 Qk = I − 2σkσT
k

‖σk‖2 , 其中 σk = δk + ‖δk‖
‖wk‖wk, 则

Qkδk = − ‖δk‖
‖wk‖wk.
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证 直接计算可知 2σT
k δk = ‖σk‖2, 故

Qkδk = δk − 2σT
k δk

‖σk‖2
σk = δk − σk = − ‖δk‖

‖wk‖wk.

证毕.
当记

δk = N−1
k gk+1 = pkvk + qkwk, (2.6)

其中 pk = − sT
k gk

sT
k yk

, qk =
(‖wk‖+

√
sT

k yk)sT
k gk+1

‖wk‖sT
k yk

, 则有如下结论.

定理 2.1 对于 BFGS 校正公式 (1.2), 若已求得 Bk 关于 gk 的等内积分解矩阵 C−1
k , 则

Bk+1 关于 gk+1 的等内积分解矩阵

C−1
k+1 = QkC

−1
k (I − yks

T
k

sT
k yk

+
gks

T
k

‖wk‖
√

sT
k yk

), (2.7)

其中 Qk = I − 2σkσT
k

‖σk‖2 , σk = δk + ‖δk‖
‖wk‖wk.

证 注意到 Qk 为 Householder 矩阵, QkQ
T
k = I, 所以

Ck+1C
T
k+1 = (I +

‖wk‖√
sT

k yksT
k gk

yks
T
k −

gks
T
k

sT
k gk

)Bk(I +
‖wk‖√

sT
k yksT

k gk

sky
T
k −

skg
T
k

sT
k gk

).

故由引理 2.2 知 Bk+1 = Ck+1C
T
k+1. 再由引理 2.3 得

C−1
k+1gk+1 = Qkδk = − ‖δk‖

‖wk‖wk = ak+1e, (2.8)

其中 ak+1 = − ‖δk‖
‖wk‖ak. 故由 (2.7) 式定义的 C−1

k+1 为 Bk+1 关于 gk+1 的等内积分解矩阵.
从上述结论的证明过程可以发现, 由 (2.7) 式定义的 C−1

k+1 是 (1.2) 式定义的 Bk+1 关于

gk+1 的等内积分解矩阵, 这个结论与搜索方式是无关的.
推论 2.1 在精确线搜索条件下, (2.7) 式与 (2.1) 式等价, 即 (2.1) 式为 (2.7) 式的特例.
证 注意到在精确线搜索条件下 sT

k gk+1 = 0, sT
k gk = −sT

k yk, 所以由 (2.6) 式得 δk =
N−1

k gk+1 = vk, 从而 σk = δk + ‖δk‖
‖wk‖wk = ‖vk‖

‖wk‖(wk + tkvk) = ‖vk‖
‖wk‖ σ̃k, 其中 σ̃k = wk + tkvk. 故

Qk = I− 2σkσT
k

‖σk‖2 = I− 2σ̃kσ̃T
k

‖σ̃k‖2 . 又在精确线搜索条件下有 ‖wk‖
√

sT
k yk = 1√

λk
sT

k yk. 利用以上结
果, 由 (2.7) 式可直接推出 (2.1) 式. 所以在精确线搜索条件下 (2.7) 式与 (2.1) 式等价. 证毕.

3 利用分解校正矩阵确定搜索方向的 BFGS 算法

显然, 把由 (2.2) 式和 (2.7) 式为分解校正矩阵, 由 (1.9) 式计算搜索方向的步骤替换
到BFGS算法中对应的步骤里, 就可以构成利用分解校正矩阵确定搜索方向的BFGS新算法.
由于分解校正矩阵的迭代运算仅是非奇异矩阵到非奇异矩阵的迭代运算, 因此计算精度的要
求应低于原BFGS算法中对称正定矩阵到对称正定矩阵的迭代运算.
新的BFGS算法:
步 1 取初始点 x0, ε ≥ 0, 计算 g0 = g(x0). 若 ‖g0‖ ≤ ε, 则停止运算; 否则转步 2.
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步 2 令 k = 0; 对初始矩阵 B0 = I 作关于 g0 的等内积分解, 求出分解矩阵 C−1
0 和

a0 = −‖g0‖√
n

.
步 3 求搜索方向 dk:dk = −ak(dk

1 , · · · , dk
n)T . 其中 dk

j , (j = 1, 2, · · · , n) 是 C−1
k 的第 j 列

元素之和.
步 4 一维搜索: 由线性搜索求出步长因子 αk.
步 5 令 xk+1 = xk + αkd

k, 计算 gk+1 = g(xk+1), 若 ‖gk+1‖ ≤ ε, 则停止计算; 否则转步
6.
步 6 由公式 (2.7)求出Bk+1 关于 gk+1 的等内积分解矩阵C−1

k+1 和系数 ak+1 = − ‖δk‖
‖wk‖ak.

步 7 令 k = k + 1, 转步 3.
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BFGS ALGORITHM BY USING THE DECOMPOSITION MATRIX

OF THE CORRECTION MATRIX TO OBTAIN THE SEARCH

DIRECTION

LIU Li
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Abstract: In this paper, the equal inner product decomposition algorithm of positive definite

matrix is applied to improve the search direction calculation in BFGS algorithm. By setting up

the correction matrixes of both independent search mode and decomposition matrixes expression,

BFGS algorithm is put forward, in which search directions are obtained by using equal inner

product decomposition matrixes of the Hesse approximate matrixes.

Keywords: BFGS algorithm; correction metrix; equal inner product decomposition; search

direction; algorithm
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