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摘要: 本文研究了权分担一个公共值集的亚纯函数唯一性问题. 利用值分布理论, 获得了一个

唯一性定理, 所获结论改进了 H. Fujimoto 的一个结果.
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1 引言及主要结论

本文中亚纯函数均指复平面 C 上的亚纯函数, 所采用的符号均为值分布论中的标准符号
(见文 [1, 2]). 并令 S(r, f) = o{T (r, f)}, r →∞, r 6∈E, 其中 E ⊂ R+ 为本质上测度有穷的集

合. 设 S 是一个复数集合, f 和 g 是两个非常数亚纯函数, 令

E(S, f) =
⋃
a∈S

{(m, z∗)|z∗为f(z) = a的m 重根},

E(S, f) =
⋃
a∈S

{z∗|z∗为f(z) = a的根}.

如果 E(S, f) = E(S, g), 则称 S 为 f 和 g 的 CM 公共值集; 如果 E(S, f) = E(S, g), 则
称 S 为 f 和 g 的 IM 公共值集. 特别地, 如果 E({a}, f) = E({a}, g), 则称 a 为 f 与 g 的 CM
分担值; 如果 E({a}, f) = E({a}, g), 则称 a 为 f 与 g 的 IM 分担值.

1976 年, Gross 在文 [3] 中提出了下述问题.
问题 A 能否找到两个 (甚至一个) 有限集合 Sj (j = 1, 2), 使得对任何两个非常数整函

数 f 与 g, 只要满足 E(Sj , f) = E(Sj , g)(j = 1, 2), 就有 f ≡ g？

许多学者对该问题进行了研究 (详见参考文献 [1]), 并取得了一系列成果. 对于一个离散
子集 S := {a1, a2 · · · , aq} ⊂ C,使得对任意两个非常数亚纯函数 (整函数) f 与 g,若只要满足
E(S, f) = E(S, g) 就有 f ≡ g, 那么就称 S 是 URSM(URSE); 若只要满足 E(S, f) = E(S, g)
就有 f ≡ g, 那么就称 S 是 URSM-IM(URSE-IM).
现考虑如下形式的多项式

P (ω) :=
q∏

j=1

(ω − aj), (1.1)
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并假设

P
′
(ω) = q

k∏
j=1

(ω − dj)qj ,

其中 dj(1 ≤ j ≤ k) 相互判别, 且满足

P (dl) 6= P (dm) (1 ≤ l < m ≤ k), (1.2)

对一个非常数多项式 P (ω), 如果对任意两个非常数亚纯函数 f 与 g 及非零常数 c, 若只要满
足 P (f) = cP (g) 就有 f ≡ g, 那么就称 P (ω) 是一个唯一多项式.

2000 年, Fujimoto 在文 [4] 中证明了下列结论.
定理 A 设 P (ω) 是形如式 (1.1) 满足式 (1.2) 的唯一多项式, k ≥ 3 或者 k ≥ 2

且 min{q1, q2} ≥ 2, S = {ω|P (ω) = 0}, 那么当 q > 2k + 6 (或 q > 2k + 2) 时, S 是

URSM(URSE); 当 q > 2k + 12 (或 q > 2k + 5) 时, S 是 URSM-IM (URSE-IM).
设 k 是一个正整数或 +∞, 规定

Ek)(S, f) =
⋃
a∈S

{(m, z∗)|z∗为f(z) = a的 n 重根,其中n ≤ k, m = n},

如果 Ek)(S, f) = Ek)(S, g), 则称 f 和 gkCM 分担值集 S. 白小甜在文 [5] (或见文 [6]) 中从
kCM 分担的角度推广了定理 A, 得到了下面的一些结论.
定理 B 设 P (ω) 是形如式 (1.1) 满足式 (1.2) 的唯一多项式, k ≥ 3 或者 k ≥ 2 且

min{q1, q2} ≥ 2, S = {ω|P (ω) = 0}, 那么当 q > 2k + 6 (或 q > 2k + 2) 时, 对任意的非常数
亚纯函数 (整函数) f 和 g, 只要满足 E3)(S, f) = E3)(S, g), 就有 f ≡ g.
定理 C 设 P (ω) 是形如式 (1.1) 满足式 (1.2) 的唯一多项式, k ≥ 3 或者 k ≥ 2 且

min{q1, q2} ≥ 2, S = {ω|P (ω) = 0}, 那么当 q > 2k + 7 (或 q > 2k + 2.5) 时, 对任意的非常
数亚纯函数 (整函数) f 和 g, 只要满足 E2)(S, f) = E2)(S, g), 就有 f ≡ g.
定理 D 设 P (ω) 是形如式 (1.1) 满足式 (1.2) 的唯一多项式, k ≥ 3 或者 k ≥ 2 且

min{q1, q2} ≥ 2, S = {ω|P (ω) = 0}, 那么当 q > 2k + 10 (或 q > 2k + 4) 时, 对任意的非常数
亚纯函数 (整函数) f 和 g, 只要满足 E1)(S, f) = E1)(S, g), 就有 f ≡ g.
由定理 B 可知, 若将定理 A 中的 CM 分担降低为 3CM 分担, 则结论仍然成立.
2001 年, Lahiri 提出了权分担的概念 (见文 [7, 8]). 现设 k 是一个非负整数或 +∞, 规定

Ek(S, f) =
⋃
a∈S

{(m, z∗)|z∗为f(z) = a的 n 重根,当n ≤ k, m = n;当n > k,m = k + 1}.

如果 Ek(S, f) = Ek(S, g), 则称 f 和 g 以权 k 分担公共值集 S. 易见, 权分担介于 IM 分
担与 CM 分担之间, k 越小权 k 分担就越接近 IM 分担, k 越大权 k 分担就越接近 CM 分担,
且 E0(S, f) = E(S, f), E+∞(S, f) = E(S, f).
本文则从权分担的角度推广了定理 A, 得到了下面的结论.
定理 1 设 P (ω) 是形如式 (1.1) 满足式 (1.2) 的唯一多项式, k ≥ 3 或者 k ≥ 2 且

min{q1, q2} ≥ 2, S = {ω|P (ω) = 0}, 那么当 q > 2k + 6 (或 q > 2k + 2) 时, 对任意的非常数
亚纯函数 (整函数) f 和 g, 只要满足 E1(S, f) = E1(S, g), 就有 f ≡ g.
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由定理 1 可知若将定理 A 中的权 +∞ 分担 (即 CM 分担) 降低为权 1 分担, 则结论仍然
成立.

2 一些引理

引理 1 [1] 若 z0 是非常数亚纯函数 f 与 g 的公共一级极点, 则 z0 是
f
′′

f ′
− g

′′

g′
的至少一

重零点.
引理 2 [4] 设 P (ω)是形如式 (1.1)的多项式,且满足条件 P (dl) 6= P (dm)(1 ≤ l < m ≤ k),

k ≥ 3 或者 k ≥ 2 且 min{q1, q2} ≥ 2, 对任意两个非常数亚纯函数 f 与 g, 若存在常数 c1 及

非零常数 c0, 使得
1

P (f)
=

c0

P (g)
+ c1,

则 c1 = 0.
引理 3 设 P (ω) 是一非常数多项式, S = {ω|P (ω) = 0}, f 和 g 是任意的两个非常数亚

纯函数, 满足 E1(S, f) = E1(S, g), 令 F = P (f), G = P (g),

H =
( 1

F
)′′

( 1
F

)′
− ( 1

G
)′′

( 1
G

)′
= (

F ′′

F ′ −
2F ′

F
)− (

G′′

G′ −
2G′

G
),

ϕ =
f ′g′

(f − a)(g − a)
H,

其中 a ∈ C− S. 如果 ϕ 6≡ 0, 则

N(r,
1
F

) + N(r,
1
G

)−N (3(r,
1
F

)−N (3(r,
1
G

) ≤ 2N(r,
1
ϕ

).

证 由 E1(S, f) = E1(S, g) 可得 E1(0, F ) = E1(0, G), 下面分析 ϕ 的零点取值状况.
当 z0 是 F 的 1 重零点时, z0 也是 G 的 1 重零点, 从而由引理 1 可知 z0 是 ϕ 的至少 1

重零点.
当 z0 是 F 的 2 重零点时, z0 是 G 的至少 2 重零点. 当 z0 是 G 的 2 重零点时, 从而 z0

不是 H 的极点, 是 f ′ 及 g′ 的 1 重零点, 故 z0 是 ϕ 的至少 2 重零点.
当 z0 是 G 的 k(≥ 3) 重零点时, 从而 z0 分别是 H 的 1 级极点, f ′ 的 1 重零点, g′ 的

k − 1 重零点, 故 z0 是 ϕ 的 k − 1(≥ 2) 重零点.
故此时 z0 是 ϕ 的至少 2 重零点.
当 z0 是 F 的 k(≥ 3) 重零点时, z0 也是 G 的至少 2 重零点, 从而 z0 至多是H 的 1 级极

点, 并分别是 f ′ 及 g′ 的至少 1 重零点及 k − 1 重零点, 故 z0 是 ϕ 的至少 k − 1 重零点.
根据以上的分析并及 ϕ 6≡ 0 可得

N(r,
1
F

)−N (3(r,
1
F

) ≤ N(r,
1
ϕ

).

同理可得

N(r,
1
G

)−N (3(r,
1
G

) ≤ N(r,
1
ϕ

).

由以上两式可得结论成立.
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3 定理 1 的证明

情形 1 当 f, g 为非常数亚纯函数时, 设 f, g 及多项式 P (ω) 均满足定理 1 的条件,
F, G, H, ϕ 均如引理 3 所述, 下面再分两种情况讨论.
情形 1.1 存在 I ⊂ R+,mesI = +∞, 使得

N(r,
1
f ′

) + N(r,
1
g′

) ≥ (1 +
1

1000
){T (r, f) + T (r, g)}+ S(r, f)(r ∈ I, r →∞). (3.1)

如果 ϕ 6≡ 0, 则由引理 3 可知

N(r,
1
F

) + N(r,
1
G

)−N (3(r,
1
F

)−N (3(r,
1
G

) ≤ 2N(r,
1
ϕ

). (3.2)

另一方面, 由对数导数引理可得m(r, ϕ) = S(r, f), 分析 ϕ 的极点取值状况可得

N(r, ϕ) ≤ 2N(r, f)+2N(r, g)+N(r,
1

f − a
)+N(r,

1
g − a

)+
k∑

l=1

[N(r,
1

f − dl

)+N(r,
1

g − dl

)].

(3.3)
从而由 Nevanlinna 第一基本定理可得

T (r, ϕ) ≤ (k + 3){T (r, f) + T (r, g)}+ S(r, f). (3.4)

注意到

N(r,
1
f ′

) ≤ N(r,
1
f ′

)−N (3(r,
1
F

), N(r,
1
g′

) ≤ N(r,
1
g′

)−N (3(r,
1
G

). (3.5)

从而由 Nevanlinna 第一, 第二基本定理及式 (3.1), (3.2), (3.4), (3.5) 可得

(q−1+
1

1000
){T (r, f)+T (r, g)} ≤ (2k+6){T (r, f)+T (r, g)}+S(r, f)(r ∈ I, r →∞), (3.6)

与 q > 2k + 6 矛盾. 从而 ϕ ≡ 0, 即 H ≡ 0, 故存在常数 c1 及非零常数 c0, 使得

1
F

=
c0

G
+ c1. (3.7)

由引理 2 可知 c1 = 0, 再从 P (ω) 是唯一多项式可得 f ≡ g.

情形 1.2 存在 I ⊂ R+,mesI = +∞, 使得

N(r,
1
f ′

) + N(r,
1
g′

) ≤ (1 +
1

100
){T (r, f) + T (r, g)}+ S(r, f)(r ∈ I, r →∞). (3.8)

如果 H 6≡ 0, 由引理 1 可知

N1)(r,
1
F

) ≤ N(r,
1
H

). (3.9)

分析 H 的极点取值状况可得

N(r,H) ≤ N(r, f)+N(r, g)+N
∗
(r,

1
f ′

)+N
∗
(r,

1
g′

)+
k∑

l=1

[N(r,
1

f − dl

)+N(r,
1

g − dl

)]+N (2(r,
1
F

),

(3.10)
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其中 N
∗
(r, 1

f ′ ) 表示 f ′ 的零点但非 F 的零点者所成之精简密指量; N
∗
(r, 1

g′ ) 表示 g′ 的零点

但非 G 的零点者所成之精简密指量.
另一方面, 由对数导数引理可得m(r,H) = S(r, f), 再由 Nevanlinna 第一基本定理可得

T (r,H) ≤ (k + 1){T (r, f) + T (r, g)}+ N(r,
1
f ′

) + N
∗
(r,

1
g′

) + S(r, f). (3.11)

注意到 N (2(r, 1
F

) = N (2(r, 1
G

), 在 (3.9) 式两边同时加上 N (2(r, 1
F

) 可得

N(r,
1
F

) ≤ (k + 1){T (r, f) + T (r, g)}+ N(r,
1
f ′

) + N(r,
1
g′

) + S(r, f). (3.12)

同理可得

N(r,
1
G

) ≤ (k + 1){T (r, f) + T (r, g)}+ N(r,
1
f ′

) + N(r,
1
g′

) + S(r, f). (3.13)

由 Nevanlinna 第二基本定理及式 (3.8), (3.12), (3.13) 可得

(q−2){T (r, f)+T (r, g)} ≤ (2k +4+
1
50

){T (r, f)+T (r, g)}+S(r, f)(r ∈ I, r →∞), (3.14)

与 q > 2k + 6 矛盾. 故 H ≡ 0, 与情形 1.1 的讨论类似可得 f ≡ g.
情形 2 当 f, g 为非常数整函数时, 有 N(r, f) = N(r, g) = 0, 下面也分两种情形讨论.
情形 2.1 存在 I ⊂ R+,mesI = +∞, 使得

N(r,
1
f ′

) + N(r,
1
g′

) ≥ 1
1000

{T (r, f) + T (r, g)}+ S(r, f)(r ∈ I, r →∞). (3.15)

类似地可得

(q−1+
1

1000
){T (r, f)+T (r, g)} ≤ (2k+2){T (r, f)+T (r, g)}+S(r, f)(r ∈ I, r →∞), (3.16)

与 q > 2k + 2 矛盾. 从而可得 f ≡ g.
情形 2.2 存在 I ⊂ R+,mesI = +∞, 使得

N(r,
1
f ′

) + N(r,
1
g′

) ≤ 1
100

{T (r, f) + T (r, g)}+ S(r, f)(r ∈ I, r →∞). (3.17)

类似地可得

(q − 1){T (r, f) + T (r, g)} ≤ (2k +
1
50

){T (r, f) + T (r, g)}+ S(r, f)(r ∈ I, r →∞), (3.18)

与 q > 2k + 2 矛盾. 从而可得 f ≡ g.
定理 1 证毕.
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IMPROVEMENT OF A RESULT ON H. FUJIMOTO

YI Bin, CHEN Hong-ju

(School of Mathematics, Honghe University, Mengzi 661100, China)

Abstract: In this paper, we study the uniqueness of meromorphic functions that share one

value set with weight one. By using the value distribution theory, we obtain a uniqueness theorem,

which improves a result of H. Fujimoto.

Keywords: weight; shared value set; meromorphic function; uniqueness
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