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摘要: 本文研究一类整函数系数高阶齐次线性微分方程解的零点分布. 利用 Nevanlinna 值分

布理论, 得到当系数 Ak−1 的增长性起主要支配作用时, 方程 f (k) + Ak−1f
(k−1) + · · ·+ A0f = 0 任意

超越解的零点收敛指数为无穷, 推广了 Langley 和 Bank 等人的结果.
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1 引言及主要结果

本文使用 Nevanlinna 值分布理论的标准记号和基本结果 [1−3], 并使用 σ(f), µ(f) 和
λ(f) 分别表示亚纯函数 f(z) 的级, 下级和零点收敛指数.
考虑高阶齐次线性微分方程

f (k) + Ak−1f
(k−1) + · · ·+ A0f = 0, (1.1)

其中 A0, A1, · · · , Ak−1 是整函数. 在文 [4] 中, Hellerstein, Miles 和 Rossi 证明了如果
maxj 6=d{σ(Aj)} < σ(Ad) ≤ 1

2
, 则方程 (1.1) 的每一个超越解都为无穷级. 在文 [5] 中,

Bank 和 Langley 中研究了方程解的零点分布, 得到
定理 A 设 k ≥ 2, A0, A1, · · · , Ak−2 是整函数, 满足
(i) A0 是超越的且 σ(A0) < 1/2;
(ii) 对于 j > 0, 或者 Aj 是多项式, 或者 σ(Aj) < σ(A0),

则方程

f (k) + Ak−2f
(k−2) + · · ·+ A0f = 0 (1.2)

不可能有两个线性无关解 f1, f2 满足max{λ(f1), λ(f2)} < ∞.
Gao [6]研究了在定理A中将起主导作用的系数A0换为As(s ∈ {2, · · · , k−2}),得到方程

(1.2)至多有m = min{k−s, s−1}个超越线性无关解 f1, · · · , fm满足max{λ(f1), · · · , λ(fm)} <

∞.
Langley [7] 研究了在方程 (1.1) 中当其主导作用的系数为 Ak−1 时解的零点分布, 得到如

下比定理 A 更强的结果.
定理 B 设 k ≥ 2, A0, A1, · · · , Ak−1 是整函数, 满足
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(i) Ak−1 是超越的且满足 σ(Ak−1) < 1/2;
(ii) 对于 j 6= k − 1, 或者 Aj 是多项式, 或者 σ(Aj) < σ(Ak−1),

则方程 (1.1) 的任意超越解 f 都有 λ(f) = ∞.
自然地, 本文会考虑当对系数的级的限制条件减弱时, 是否也有类似于定理 B 的结论？

本文考虑了这一问题, 得到下述结果.
定理 设 k ≥ 2, A0, A1, · · · , Ak−1 是有限级整函数, 满足
(i) max{σ(Aj) : 0 ≤ j ≤ k − 2} < µ(Ak−1) < 1/2, 或
(ii) Aj 是多项式, Ak−1 是超越的且 µ(Ak−1) = 0,

则方程 (1.1) 的任意超越解 f 都满足 λ(f) = ∞.
注 由引理 2.4 可知在定理的条件下, 方程 (1.1) 的每一个超越解 f 都满足 µ(f) = ∞. 而

每个非超越解为次数不超过 k − 2 的多项式.

2 引理

引理 2.1 [8] 设 f(z) 为超越亚纯函数, Γ = {(k1, j1), · · · , (km, jm)} 是不同整数对组
成的有限集合, 满足 ki > ji ≥ 0 (i = 1, · · · ,m). 又设 α > 1 是一给定实常数, 则存在
集合 E ⊂ (1,+∞) 具有有穷对数测度和依赖于 α 和 Γ 的常数 B > 0, 使得对所有满足
|z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E 的 z 和 (k, j) ∈ Γ, 有

∣∣∣∣
f (k)(z)
f (j)(z)

∣∣∣∣ ≤ B
(T (αr, f)

r
logα r · log T (αr, f)

)k−j

.

引理 2.2 [9] 设 f(z) 是超越整函数, 则存在对数测度为有穷的集合 E ⊂ (1,+∞), 使得当
z 满足 |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E, |f(z)| = M(r, f) 时, 有

∣∣∣∣
f(z)

f (s)(z)

∣∣∣∣ ≤ 2rs(s ∈ N),

其中M(r, f) = max|z|=r |f(z)|.
引理 2.3 [10,11] 假设 g(z) 是整函数, 且 0 ≤ µ(g) < 1, 则对每一个 α ∈ (µ(g), 1), 存在一

集合 E ⊂ [0,∞), 满足

log densE ≥ 1− µ(g)
α

,

其中 E = {r ∈ [0,∞) : m(r) > M(r) cos πα}, m(r) = inf
|z|=r

log |g(z)|,M(r) = sup
|z|=r

log |g(z)|.
引理 2.4 设 k ≥ 2, A0, A1, · · · , Ak−1 满足定理中条件, 则方程 (1.1) 的任一超越解 f 都

有 µ(f) = ∞.
证 设 f 是方程 (1.1) 的超越解, 由引理 2.1, 存在一个有穷对数测度的集合 E1 ⊂ (1,∞)

及常数 B > 0, 使得对所有满足 |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E1 的 z 有
∣∣∣∣
f (j)(z)
f (i)(z)

∣∣∣∣ ≤ B(T (2r, f))j+1 (0 ≤ i < j ≤ k). (2.1)

又由引理 2.2, 存在一个有穷对数测度的集合 E2 ⊂ (1,∞), 使得当 z 满足 |z| = r 6∈ [0, 1] ∪
E2, |f(z)| = M(r, f) 时, 有 ∣∣∣∣

f(z)
f (k−1)(z)

∣∣∣∣ ≤ rk. (2.2)
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由方程 (1.1) 得

|Ak−1(z)| ≤
∣∣∣∣

f (k)(z)
f (k−1)(z)

∣∣∣∣ +
[∣∣∣∣Ak−2(z)

f (k−2)(z)
f(z)

∣∣∣∣ + · · ·+ |A0(z)|
]
·
∣∣∣∣

f(z)
f (k−1)(z)

∣∣∣∣ . (2.3)

下面分情况讨论:
情形 (i) max{σ(Aj) : 0 ≤ j ≤ k − 2} < µ(Ak−1) < 1/2. 记 max{σ(Aj) : 0 ≤ j ≤

k − 2} = σ, µ(Ak−1) = µ. 取 ε 满足 0 < 2ε < µ− σ, 则存在 r1 > 0, 使得当 |z| = r > r1 时,
有

|Aj(z)| ≤ exp{rσ+ε}, (j = 0, 1, · · · , k − 2), (2.4)

log M(r,Ak−1) > rµ−ε/2. (2.5)

对 Ak−1(z) 运用引理 2.3, 取 α = 1+2µ
4

, 则存在集合 E3 ⊂ [0,∞), 满足 log densE3 ≥ 1− µ
α
,

使得对所有满足 |z| = r ∈ E3 的 z, 有 log |Ak−1(z)| > cos πα log M(r,Ak−1). 再结合 (2.5) 式
得对所有满足 |z| = r ∈ E3\[0, r1] 的 z, 有

|Ak−1(z)| > exp{rµ−ε}. (2.6)

从而由 (2.1)–(2.6) 式得: 对满足 |z| = r ∈ E3\([0, r1] ∪E1 ∪E2) 且 |f(z)| = M(r, f) 的 z, 有

exp{rµ−ε} < |Ak−1(z)| ≤ kB(T (2r, f))k+1 · rk · exp{rσ+ε}.

故可得 µ(f) = ∞.
情形 (ii) Aj (0 ≤ j ≤ k − 2) 是多项式, Ak−1 是超越的且 µ(Ak−1) = 0. 对于多项式

Aj (0 ≤ j ≤ k − 2), 存在常数M1 > 0, 使得

|Aj(z)| = O(rM1). (2.7)

由引理 3, 取 α = 1/4, 则存在集合 E4 ⊂ [0,∞), 满足 log densE4 = 1, 使得对所有满足
|z| = r ∈ E4 的 z, 有 log |Ak−1(z)| >

√
2

2
log M(r,Ak−1). 由于 Ak−1(z) 是超越整函数, 故有

min{log |Ak−1(z)| : |z| = r}
log r

>

√
2

2
log M(r,Ak−1)

log r
−→∞,

即对充分大的M(> M1 + K), 存在 r2 > 0, 使得对所有满足 |z| = r ∈ E4\[0, r2] 的 z, 有

|Ak−1(z)| > rM . (2.8)

从而由 (2.1)–(2.3),(2.7) 和 (2.8) 式得对满足 |z| = r ∈ E4\([0, r2] ∪ E1 ∪ E2) 且 |f(z)| =
M(r, f) 的 z, 有

rM < |Ak−1(z)| ≤ kB(T (2r, f))k+1 · rk ·O(rM1). (2.9)

由 (2.9) 式可得 µ(f) = ∞. 引理得证.
引理 2.5 [3] 设 F (r)与G(r)是 (0,∞)上的单调非减实值函数. 如果 F (r) ≤ G(r), r 6∈ E,

其中E 是测度有限的集合,则对任给常数 α > 1,存在 r0 > 0,当 r > r0 时,有 F (r) ≤ G(αr).
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引理 2.6 设 k ≥ 2, A0, A1, · · · , Ak−1 满足定理中条件, 若方程 (1.1) 的一超越解 f 满足

λ(f) < ∞, 则 f = weh, 其中 w 是 f 的零点构成的典型乘积或多项式, 满足 σ(w) = λ(w) =
λ(f) < ∞, h 为有限级超越整函数.
证 由引理 2.4 知若 f 为方程 (1.1) 的超越解, 则

µ(f) = σ(f) = ∞. (2.10)

假设 f 为方程 (1.1) 的满足 λ(f) < ∞ 超越解, 由 Hadamard 分解定理得 f = weh, 其中 w

是 f 的零点构成的典型乘积或多项式, 满足 σ(w) = λ(w) = λ(f) < ∞, h 为整函数. 再结合
(2.10) 式知 h 为超越整函数.
由数学归纳法知

f (k) = weh[(h′)k + Pk−1(h′)] = f · [(h′)k + Pk−1(h′)], (2.11)

其中 Pk−1(h′) 为 h′ 的次数不超过 k − 1 的微分多项式, 系数为 w′

w
, · · · , w(k)

w
.

将 (2.11) 式代入方程 (1.1) 得

(h′)k = Pk−1(h′)−A0, (2.12)

其中 Pk−1(h′) 为 h′ 的次数不超过 k − 1 的微分多项式, 系数为 w′

w
, · · · , w(k)

w
, A1, · · · , Ak−1.

令 H1 = {θ ∈ [0, 2π) : |h′(reiθ)| < 1},H2 = [0, 2π)\H1, 则由 (2.12) 式得

T (r, h′) = m(r, h′) =
1
2π

∫

H1

log+ |h′(reiθ)|dθ +
1
2π

∫

H2

log+ |h′(reiθ)|dθ

=
1
2π

∫

H2

log+ |h′(reiθ)|dθ

≤ 1
2π

∫

H2

log+

∣∣∣∣
Pk−1(h′)
(h′)k−1

∣∣∣∣ dθ +
1
2π

∫

[0,2π]

log+ |A0(reiθ)|dθ + O(1)

≤ M

[
k∑

j=1

m(r,
w(j)

w
) +

k−1∑
j=1

m(r,Aj)

]
+ m(r,A0) + S(r, h′)

≤ M

k−1∑
j=1

m(r,Aj) + m(r,A0) + O(log rT (r, h′)) (r −→∞, r /∈ E),

其中 M > 0 为一常数, E 为线测度有限的集合. 故由引理 2.5 及级的定义得 σ(h′) ≤
max{σ(Aj : 0 ≤ j ≤ k − 1)} < +∞, 所以 h 为有限级. 引理得证.
引理 2.7 [8] 设 w(z) 为开平面上有限 ρ 级超越亚纯函数, Γ = {(k1, j1), . . . , (km, jm)} 是

由不同整数对组成的有限集合, 满足 ki > ji ≥ 0 (i = 1, · · · ,m), 又设 ε > 0 是给定常数, 则
(i) 存在零测度集 E1 ⊂ [0, 2π), 使得如果 ψ0 ∈ [0, 2π)\E1, 则存在常数 R0 = R0(ψ0) > 0,

对满足 arg z = ψ0 及 |z| ≥ R0 的所有 z 及所有 (k, j) ∈ Γ, 都有
∣∣∣∣
w(k)(z)
w(j)(z)

∣∣∣∣ ≤ |z|(k−j)(ρ−1+ε).
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(ii) 存在对数测度为有限的集合 E2 ⊂ (1,+∞), 使得对满足 |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E2 的所有

z 及 (k, j) ∈ Γ, 上式成立.
(iii) 存在测度为有限的集合 E3 ⊂ (0,+∞), 使得对满足 |z| = r 6∈ E3 的所有 z 及

(k, j) ∈ Γ, 有

∣∣∣∣
w(k)(z)
w(j)(z)

∣∣∣∣ ≤ |z|(k−j)(ρ+ε).

引理 2.8 [3] 假设 f(z) 为亚纯函数, 令 f ′(z)
f(z)

= ξ(z), 则当 n ≥ 1 时,

f (n)(z)
f(z)

= ξn +
n(n− 1)

2
ξn−2ξ′ + αnξn−3ξ′′ + βnξn−4(ξ′)2 + Pn−3(ξ),

其中 αn = 1
6
n(n− 1)(n− 2), βn = 1

8
n(n− 1)(n− 2)(n− 3), Pn−3(ξ) 是 ξ 的常系数微分多项

式, 当 n ≤ 3 时, 它恒等于 0, 当 n > 3 时, 它的次数为 n− 3.
引理 2.9 [12] 假设 f(z), g(z) 为开平面上非常数亚纯函数, 若 σ(f) < µ(g), 则 µ(fg) =

µ(g).
引理 2.10 设 A(z) 是有限级超越整函数, 若 µ(A) < 1/2, 则 A(z) 必有无穷多个零点.
证 由 Hadamard 分解定理知 A(z) = w(z)eQ(z), 其中 w(z) 是 A(z) 的零点构成的典型

乘积或多项式, Q(z) 为多项式.
假设 A(z) 只有有限个零点, 则 w(z) 为多项式, 又由于 A(z) 是超越的, 所以 deg Q ≥

1(deg Q 表示多项式 Q(z) 的次数). 注意到 σ(ω) = 0 < deg Q = µ(eQ(z)), 所以由引理 2.9 得
µ(A) = µ(eQ(z)) ≥ 1, 矛盾. 故 A(z) 必有无穷多个零点.

3 定理的证明

设 f 是方程 (1.1) 的超越解, 则由引理 2.4 得 µ(f) = σ(f) = ∞. 下面使用文 [6] 的方法
证明 λ(f) = ∞.
假设 f 是方程 (1.1) 的满足 λ(f) < ∞ 的超越解, 则由引理 2.6 得 f = weh, 其中 w 是 f

的零点构成的典型乘积或多项式, 满足 σ(w) = λ(w) = λ(f) < ∞, h 为有限级超越整函数.
由引理 2.7, 存在对数测度为有限的集合 E5 ⊂ (1,+∞), 使得对满足 |z| = r 6∈ [0, 1] ∪ E5

的所有 z, 有 ∣∣∣∣
w(m)

w

∣∣∣∣ +
∣∣∣∣
h(m)

h′

∣∣∣∣ ≤ rM2 (m = 1, · · · , k), (3.1)

其中M2 为一正常数, 在不同地方出现可代表不同常数.
下面分情况讨论:
情形 (i) max{σ(Aj) : 0 ≤ j ≤ k − 2} < µ(Ak−1) < 1/2. 仍记 max{σ(Aj) : 0 ≤ j ≤

k − 2} = σ, µ(Ak−1) = µ. 取 ε 满足 0 < 2ε < µ− σ, 这时仍有 (2.4) 和 (2.6) 式. 则存在序列
{rn} 满足 rn −→∞, rn ∈ E3\([0, r1] ∪ E5), 使得在 |z| = rn 上有

log |Ak−1(z)| > rµ−ε
n , (3.2)

|Aj(z)| = O(exp{rσ+ε
n }). (3.3)
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现在在 |z| = rn 上估计 h′(z). 由 h′(z) 是超越整函数, 存在 N > 0(N 可取足够大), 使得如果
点 z 在 |z| = rn 上并满足 |h′(z)| ≥ |z|N 时, 则由 (2.11) 和 (3.1) 式易证

f (p)

f
= (h′)p

(
1 + O(|z|−M2)

)
, p = 1, · · · , k. (3.4)

将 f = weh 代入方程 (1.1),两边除以 f ,由 (3.3), (3.4)式,对在 |z| = rn 上满足 |h′(z)| ≥ |z|N
的 z, 有

(h′)k(1 + o(1)) + Ak−1(h′)k−1(1 + o(1)) +
k−2∑
m=0

O(exp{rσ+ε
n })(h′)m = 0,

或

h′

Ak−1

(1 + o(1)) + 1 +
k−2∑
m=0

O(exp{rσ+ε
n })(h′)m−k · h′

Ak−1

= 0,

或

h′

Ak−1

(1 + o(1)) + 1 +
h′

Ak−1

O(exp{rσ+ε
n })

(h′)2
= 0,

或
h′

Ak−1

(
1 +

O(exp{rσ+ε
n })

(h′)2

)
= −1. (3.5)

如果存在无穷多个 n, 比如 nk, 使得对在 |z| = rnk
上满足 |h′(z)| ≥ |z|N 的点 z 有 |h′(z)| ≤

exp{rσ+ε
nk

}, 则由 (3.2) 式知当 nk → ∞ 时, (3.5) 式左边→ 0, (3.5) 式显然不成立. 因此当 n

充分大时, 在 |z| = rn 上满足 |h′(z)| ≥ |z|N 的点 z 必同时满足 |h′(z)| > exp{rσ+ε
n }. 从而由

(3.5) 式, 对在 |z| = rn 上满足 |h′(z)| ≥ |z|N 的点 z 一致地有

h′

Ak−1

= −1 + o(1), (3.6)

Ak−1

h′
= −

(
1 +

O(rM2
n )

h′

)
. (3.7)

现令 G1,n = {z : |h′(z)| ≥ |z|N , |z| = rn}, G2,n = {z : |h′(z)| < |z|N , |z| = rn}, Gn = {z :
|z| = rn}, 则 Gn = G1,n ∪ G2,n, G1,n ∩ G2,n = ∅. 由 (3.2) 和 (3.6) 式, 当 rn 充分大时, 有
G1,n = {z : |h′(z)| > |z|N , |z| = rn} 存在. 对于线性连通开集 Gn, 可分为两个开集 G1,n, G2,n

之并, 且 G1,n ∩G2,n = ∅. 故 G1,n, G2,n 中必有一个为空集. 因为 h′(z) 是超越整函数, 当 rn

足够大时, G1,n 6= ∅, 也就是说, 当 rn 足够大时, G2,n = ∅. 因此当 rn 足够大时, (3.4)–(3.7)
式总是成立的.
又由 (3.7) 式得 Ak−1 + h′ = O(rM2

n ), 则 Ak−1 + h′ 必为多项式. 而对于多项式 P , 可以
把 eP 合并到 w 中, 因此不妨设 Ak−1 + h′ ≡ 0, 即 Ak−1 ≡ −h′. 对 f ′

f
= h′ + w′

w
运用引理 8,

再结合 (3.1) 式, 在 |z| = rn 上, 有

f (p)

f
= O(rM2

n )(h′)p−2 + (p
1)(h

′)p−1 w′

w
+ (p

2)(h
′)p−2h′′ + (h′)p, p = 2, · · · , k. (3.8)
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于是由 (3.8) 式, 在 |z| = rn 上, 有

Ak−1
f (k−1)

f
= −h′

f (k−1)

f
= O(rM2

n )(h′)k−2− (k−1
1 )(h′)k−1 w′

w
− (k−1

2 )(h′)k−2h′′− (h′)k. (3.9)

将 (3.8) 式代入 (1.1) 式, 结合 (3.1)–(3.3), (3.9) 式和 h′ ≡ −Ak−1, 再两边除以 (h′)k−1, 当 rn

足够大时, 在 |z| = rn 上有

w′

w
+ (k − 1)

h′′

h′
=

O(rM2
n )

h′
− Ak−2

h′
,

故
w′

w
+ (k − 1)

A′k−1

Ak−1

= O(r−2
n ). (3.10)

记 F = w(Ak−1)k−1, 由 (3.10) 式和幅角原理得

n(rn,
1
F

) = O(r−1
n ). (3.11)

而根据引理 2.10 知 Ak−1 有无穷多个零点, 故 F 也必含有无穷多个零点, 矛盾！所以
λ(f) = ∞.
情形 (ii) Aj (0 ≤ j ≤ k − 2) 是多项式, Ak−1 是超越的且 µ(Ak−1) = 0. 这时仍有 (2.7)

和 (2.8) 式. 则存在序列 {rn} 满足 rn −→∞, rn ∈ E4\([0, r2] ∪ E5), 在 |z| = rn 上有

|Ak−1(z)| > rM
n , (3.12)

|Aj(z)| = O(rM1
n ). (3.13)

使用类似于情形 (i) 的证法, 将 (3.2), (3.3) 式换成 (3.12), (3.13) 式即可证 λ(f) = ∞. 定理得
证.
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ZEROS OF SOLUTIONS OF CERTAIN HIGHER ORDER

HOMOGENEOUS LINEAR DIFFERENTIAL EQUATIONS

ZENG Juan-juan, LIU Hui-fang

(College of Math. and Information Science, Jiangxi Normal University, Nanchang 330022, China)

Abstract: In this paper, we investigate the distribution of the zeros of the solutions for

certain higher order homogeneous linear differential equations f (k) + Ak−1f
(k−1) + · · · + A0f = 0

with entire coefficients. By using the Nevanlinna’s value distribution theory, we obtain that the

exponent of convergence of zeros of every transcendental solution is infinite when Ak−1 is the

dominant coefficient, which extends the results of Langley and Bank.

Keywords: entire function; differential equation; growth of order; exponent of convergence

of zeros
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