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摘要: 本文利用文 [2, 3] 的引理和算子 L(a, c)f(z) 的一些性质. 结合 Hadamard 乘积, 研究

了算子 L(a, c)f(z), 获得了 L(a, c)f(z) ∈ S∗(β) 和 L(a, c)f(z) ∈ K(β) 的充分条件, 推广了文 [2, 3]

的相关结论.
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1 引言

用 A 来表示在单位圆 U = {z ∈ C : |z| < 1} 内解析, 且具有如下形式的泰勒展开式

f(z) = z +
∞∑

n=2

anzn (1.1)

的函数 f 构成的函数族. S 表示 A 中的单叶函数子族. 用 S∗(β), K(β) 分别表示为
Re{ zf ′(z)

f(z)
} > β 和 Re{1 + zf ′′(z)

f ′(z)
} > β 函数类, 其中 0 ≤ β < 1. 它们都是 S 的子类, 分

别称为 β 级星像函数类和 β 级凸像函数类. 特别地, 记 S∗(0) ≡ S∗, K(0) ≡ K. 注意到
f(z) ∈ K(β) ⇐⇒ zf ′(z) ∈ S∗(β).

函数 f(z) =
+∞∑
k=1

akz
k 和 g(z) =

+∞∑
k=1

bkz
k 的 Hadamard 乘积或卷积 (f ∗ g)(z) 定义为

(f ∗ g)(z) =
+∞∑
k=1

akbkz
k.

设函数 φ(a, c; z) 定义为

φ(a, c; z) :=
∞∑

n=0

(a)n

(c)n

zn+1 (c 6= 0,−1,−2, · · · , z ∈ U),

其中 (x)n 定义为

(x)n :=

{
x(x + 1) · · · (x + n− 1), n ∈ N = {1, 2, · · · },
1, n = 0.
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Carlson 和 Shaer [1] 利用了 Hadamard 乘积定义了线性算子 L(a, c), 定义如下:

L(a, c)f(z) := φ(a, c; z) ∗ f(z) =
∞∑

n=0

(a)n

(c)n

anzn+1 (c 6= 0,−1,−2, · · · , z ∈ U). (1.2)

注意到 L(a, a)f(z) = f(z), L(2, 1)f(z) = zf ′(z).
由式子 (1.2), 容易验证

z(L(a, c)f(z))′ = aL(a + 1, c)f(z)− (a− 1)L(a, c)f(z). (1.3)

许多作者对 S∗, S∗(β) 和K(β) 函数类的充分条件进行了讨论, 得到了很多好的结论, 具
体可以见文 [2–6]. 本文结合 Hadamard 乘积, 利用文 [2, 3] 的引理, 对算子 L(a, c)f(z) 进行
讨论, 得到 L(a, c)f(z) ∈ S∗(β) 和 L(a, c)f(z) ∈ K(β) 的充分条件, 推广了文 [2, 3] 的结论.
为了定理的证明, 先介绍三个相关的引理.
引理 1.1 [2] 若 f(z) ∈ A 且满足 |f ′(z)− 1| < 2√

5
(z ∈ U), 则 f(z) ∈ S∗.

引理 1.2 [2] 若 f(z) ∈ A 且满足 | arg f ′(z)| < π
2
δ (z ∈ U), 则 f(z) ∈ S∗, 其中 δ =

0.6165 · · · 是方程 2 tan−1(1− δ) + (1− 2δ)π = 0 的唯一解.
引理 1.3 [3] 若 f(z) ∈ A 且满足 |f ′′(z)| < 1√

5
= 0.4472 · · · (z ∈ U), 则 f(z) ∈ K.

2 主要结论

应用引理 1.1, 可以得到定理 2.1.
定理 2.1 若 f(z) ∈ A 且满足

∣∣∣∣
(

L(a, c)f(z)
z

) 1
1−β

(
aL(a + 1, c)f(z)

L(a, c)f(z)
− (a− 1)− β

)
− 1 + β

∣∣∣∣ <
2√
5
(1− β) (z ∈ U),

其中 0 ≤ β < 1, 则 L(a, c)f(z) ∈ S∗(β).
证 设 f(z) ∈ A, 定义 p(z) 如下:

p(z) =
(

L(a, c)f(z)
zβ

) 1
1−β

= z +
a

c
· a2

1− β
z2 + · · · , (2.1)

则 p(z) ∈ A, 且

p′(z) =
1

1− β

(
L(a, c)f(z)

z

) 1
1−β

×
(

z(L(a, c)f(z))′

L(a, c)f(z)
− β

)
.

结合式子 (1.3) 可以得到

p′(z) =
1

1− β

(
L(a, c)f(z)

z

) 1
1−β

×
(

aL(a + 1, c)f(z)
L(a, c)f(z)

− (a− 1)− β

)
. (2.2)

由定理的条件可得

|p′(z)− 1| = 1
1− β

∣∣∣∣
(

L(a, c)f(z)
z

) 1
1−β

×
(

aL(a + 1, c)f(z)
L(a, c)f(z)

− (a− 1)− β

)
− 1 + β

∣∣∣∣ <
2√
5
.
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应用引理 1.1, 可以得到 p(z) ∈ S∗.
注意到

zp′(z)
p(z)

=
1

1− β

(
z(L(a, c)f(z))′

L(a, c)f(z)
− β

)
,

所以

Re
(

z(L(a, c)f(z))′

L(a, c)f(z)

)
> β (z ∈ U),

这意味着 L(a, c)f(z) ∈ S∗(β).
在定理 2.1 中, 令 β = 1

2
, 可得

推论 2.1 若 f(z) ∈ A 且满足

∣∣∣∣
(

L(a, c)f(z)
z

)2(
aL(a + 1, c)f(z)

L(a, c)f(z)
− a +

1
2

)
− 1

2

∣∣∣∣ <
1√
5

= 0.4472 · · · (z ∈ U),

则 L(a, c)f(z) ∈ S∗( 1
2
).

在定理 2.1 中, 令 β = 0, 可得
推论 2.2 若 f(z) ∈ A 且满足

∣∣∣∣
aL(a + 1, c)f(z)

z
− (a− 1)L(a, c)f(z)

z
− 1

∣∣∣∣ <
2√
5

(z ∈ U),

则 L(a, c)f(z) ∈ S∗.
在推论 2.2 中, 令 a = 1, c = 1, 可得
推论 2.3 若 f(z) ∈ A 且满足

∣∣∣∣
L(2, 1)f(z)

z
− 1

∣∣∣∣ <
2√
5

(z ∈ U),

则 f(z) ∈ S∗.
注 2.1 在推论 2.3 中应用 L(2, 1)f(z) = zf ′(z), 可以得到引理 1.1.
注 2.2 在定理 2.1 中令 a = 1, c = 1, 可得文 [3] 中的定理 2.1 .
应用引理 1.2, 可以得到定理 2.2.
定理 2.2 若 f(z) ∈ A 且满足

∣∣∣∣ arg
(

L(a, c)f(z)
z

)
+ (1− β) arg

(
aL(a + 1, c)f(z)

L(a, c)f(z)
− (a− 1)− β

)∣∣∣∣ <
π

2
δ(1− β) (z ∈ U),

其中 0 ≤ β < 1,则L(a, c)f(z) ∈ S∗(β),其中 δ = 0.6165 · · · 是方程 2 tan−1(1−δ)+(1−2δ)π =
0 的唯一解.
证 设 p(z) 由式子 (2.1) 给出, 则从式子 (2.2) 可得

| arg p′(z)| =
∣∣∣∣

1
1− β

arg
(

L(a, c)f(z)
z

)
+ arg

(
aL(a + 1, c)f(z)

L(a, c)f(z)
− (a− 1)− β

)∣∣∣∣

=
1

1− β

∣∣∣∣ arg
(

L(a, c)f(z)
z

)
+ (1− β) arg

(
aL(a + 1, c)f(z)

L(a, c)f(z)
− (a− 1)− β

)∣∣∣∣.



790 数 学 杂 志 Vol. 36

由引理 1.2 可以得到, 若满足式子

1
1− β

∣∣∣∣ arg
(

L(a, c)f(z)
z

)
+ (1− β) arg

(
aL(a + 1, c)f(z)

L(a, c)f(z)
− (a− 1)− β

)∣∣∣∣ <
π

2
δ (z ∈ U),

则 p(z) ∈ S∗. 这意味着 L(a, c)f(z) ∈ S∗(β). 证毕.
在定理 2.2 中令 β = 1

2
, 可以得到推论 2.4.

推论 2.4 若 f(z) ∈ A 且满足

∣∣∣∣ arg
(

L(a, c)f(z)
z

)
+

1
2

arg
(

aL(a + 1, c)f(z)
L(a, c)f(z)

− a +
1
2

)∣∣∣∣ <
π

4
δ (z ∈ U),

则 L(a, c)f(z) ∈ S∗( 1
2
), 其中 δ = 0.6165 · · · 是方程 2 tan−1(1− δ) + (1− 2δ)π = 0 的唯一解.

在定理 2.2 中令 β = 0, 可以得到推论 2.5.
推论 2.5 若 f(z) ∈ A 且满足

∣∣∣∣ arg
(

L(a, c)f(z)
z

)
+ arg

(
aL(a + 1, c)f(z)

L(a, c)f(z)
− (a− 1)

)∣∣∣∣ <
π

2
δ (z ∈ U),

则 L(a, c)f(z) ∈ S∗, 其中 δ = 0.6165 · · · 是方程 2 tan−1(1− δ) + (1− 2δ)π = 0 的唯一解.
在推论 2.5 中令 a = 1, c = 1 可得推论 2.6.
推论 2.6 若 f(z) ∈ A 且满足

∣∣∣∣ arg
(

L(1, 1)f(z)
z

)
+ arg

(
L(2, 1)f(z)
L(1, 1)f(z)

)∣∣∣∣ <
π

2
δ (z ∈ U),

则 L(a, c)f(z) ∈ S∗, 其中 δ = 0.6165 · · · 是方程 2 tan−1(1− δ) + (1− 2δ)π = 0 的唯一解.
注 2.3 在推论 2.6 中应用 L(1, 1)f(z) = f(z), L(2, 1)f(z) = zf ′(z), 可以得到引理 1.2.
注 2.4 在定理 2.3 中令 a = 1, c = 1 可以得到文 [3] 的定理 2.3.
定理 2.3 若 f(z) ∈ A 且满足

∣∣∣∣
(

[ aL(a + 1, c)f(z)− (a− 1)L(a, c)f(z) ]β

z

) 1
1−β

(
a(a + 1)L(a + 2, c)f(z)

+a(1− β − 2a)L(a + 1, c)f(z)− (a− 1)(1− β − a)L(a, c)f(z))
)
− 1 + β

∣∣∣∣

<
2√
5
(1− β) (z ∈ U),

其中 0 ≤ β < 1, 则 L(a, c)f(z) ∈ K(β) .
证 设 f(z) ∈ A, 定义 p(z) 如下:

p(z) =
∫ z

0

(
(L(a, c)f(t))′

) 1
1−β

dt = z +
a

c
· a2

1− β
z2 + · · · . (2.3)

令

g(z) = zp′(z) = z

((
L(a, c)f(z)

)′) 1
1−β

= z +
a

c
· 2a2

1− β
z2 + · · · ,
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则 p(z) ∈ A, g(z) ∈ A, 且

g′(z) =
((

L(a, c)f(z)
)′)

β
1−β

((
L(a, c)f(z)

)′
+

1
1− β

z
(
L(a, c)f(z)

)′′)

=
1

1− β

(
(z

(
L(a, c)f(z)

)′
)

β
1−β

z
1

1−β

)(
(1− β)z

(
L(a, c)f(z)

)′
+ z2

(
L(a, c)f(z)

)′′)
.

由式子 (1.3) 可以得到

z2(L(a, c)f(z))′′ = az(L(a + 1, c)f(z))′ − az(L(a, c)f(z))′ (2.4)

和

z(L(a + 1, c)f(z))′ = (a + 1)L(a + 2, c)f(z)− aL(a + 1, c)f(z). (2.5)

结合式子 (1.3), (2.4) 和 (2.5) 可得

g′(z) =
1

1− β

(
[ aL(a + 1, c)f(z)− (a− 1)L(a, c)f(z) ]β

z

) 1
1−β

(
a(a + 1)L(a + 2, c)f(z)

+a(1− β − 2a)L(a + 1, c)f(z)− (a− 1)(1− β − a)L(a, c)f(z))
)

. (2.6)

因此由定理的条件可以得到

|g′(z)− 1| =
1

1− β

∣∣∣∣
(

[ aL(a + 1, c)f(z)− (a− 1)L(a, c)f(z) ]β

z

) 1
1−β

(
a(a + 1)L(a + 2, c)f(z) + a(1− β − 2a)L(a + 1, c)f(z)

−(a− 1)(1− β − a)L(a, c)f(z))
)
− 1 + β

∣∣∣∣ <
2√
5
,

所以 g(z) = zp′(z) ∈ S∗, 这等价于 p(z) ∈ K.
注意到

zp′′(z)
p′(z)

=
1

1− β

z(L(a, c)f(z))′′

(L(a, c)f(z))′
,

可得

Re
(

1 +
zp′′(z)
p′(z)

)
= Re

(
1 +

1
1− β

z(L(a, c)f(z))′′

(L(a, c)f(z))′

)
> 0 (z ∈ U),

所以 L(a, c)f(z) ∈ K(β). 证毕.
在定理 2.3 中令 β = 0, 可以得到推论 2.7.
推论 2.7 若 f(z) ∈ A 且满足

∣∣∣∣
a(a + 1)L(a + 2, c)f(z) + a(1− 2a)L(a + 1, c)f(z) + (a− 1)2L(a, c)f(z)

z
−1

∣∣∣∣ <
2√
5

(z ∈ U),

则 L(a, c)f(z) ∈ K.
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在推论 2.7 中取 a = 1, c = 1, 可得推论 2.8.
推论 2.8 若 f(z) ∈ A 且满足

∣∣∣∣
2L(3, 1)f(z)− L(2, 1)f(z)

z
− 1

∣∣∣∣ <
2√
5

(z ∈ U),

则 L(a, c)f(z) ∈ K.
注 2.5 在定理 2.3 中取 a = 1, c = 1, 可得到文 [3] 中的定理 3.1 .
定理 2.4 若 f(z) ∈ A 且满足

∣∣∣∣ arg
(

[ aL(a + 1, c)f(z)− (a− 1)L(a, c)f(z) ]β

z

)
+ (1− β) arg

(
a(a + 1)L(a + 2, c)f(z)

+a(1− β − 2a)L(a + 1, c)f(z)− (a− 1)(1− β − a)L(a, c)f(z))
)∣∣∣∣ <

π

2
δ(1− β) (z ∈ U),

其中 0 ≤ β < 1,则L(a, c)f(z) ∈ K(β),其中 δ = 0.6165 · · · 是方程 2 tan−1(1−δ)+(1−2δ)π =
0 的唯一解.
证 设 p(z) 由式子 (2.3) 给出, 并且设 g(z) = zp′(z), 则由式子 (2.6) 可得

g′(z) =
1

1− β

(
[ aL(a + 1, c)f(z)− (a− 1)L(a, c)f(z) ]β

z

) 1
1−β

(
a(a+1)L(a+2, c)f(z)

+a(1− β − 2a)L(a + 1, c)f(z)− (a− 1)(1− β − a)L(a, c)f(z))
)

.

应用引理 1.2, 可以得到

| arg g′(z)| =
∣∣∣∣

1
1− β

arg
(

[ aL(a + 1, c)f(z)− (a− 1)L(a, c)f(z) ]β

z

)

+arg
(

a(a + 1)L(a + 2, c)f(z) + a(1− β − 2a)L(a + 1, c)f(z)

−(a− 1)(1− β − a)L(a, c)f(z))
)∣∣∣∣ <

π

2
δ,

其中 z ∈ U, 所以 g(z) ∈ S∗, 这等价于 p(z) ∈ K, 即 L(a, c)f(z) ∈ K(β).
注 2.6 在定理 2.4 中取 a = 1, c = 1, 可以得到文 [3] 中的定理 3.3.
定理 2.5 若 f(z) ∈ A 且满足

∣∣∣∣
aL(a, c)f(z)

z2

(
L(a + 1, c)f(z)

L(a, c)f(z)
− 1

)∣∣∣∣ <
1√
5

= 0.4472 · · · (z ∈ U),

则 L(a, c)f(z) ∈ S∗.
证 设 f(z) ∈ A, 定义

g(z) =
∫ z

0

L(a, c)f(t)
t

dt = z +
∞∑

n=2

(a)n−1

(c)n−1

an

n
zn,
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则经过计算可得

g′′(z) =
L(a, c)f(z)

z2

(
z(L(a, c)f(z))′

L(a, c)f(z)
− 1

)
.

结合式子 (1.3) 可得

|g′′(z)| =
∣∣∣∣
aL(a, c)f(z)

z2

(
L(a + 1, c)f(z)

L(a, c)f(z)
− 1

)∣∣∣∣ <
1√
5

= 0.4472 · · · (z ∈ U).

应用引理 1.3 可得 g(z) ∈ K.
注意到

Re
(

1 +
zg′′(z)
g′(z)

)
= Re

(
zf ′(z)
f(z)

)
> 0 (z ∈ U),

所以 L(a, c)f(z) ∈ S∗.
注 2.7 在定理 2.5 中取 a = 1, c = 1 可以得到文 [3] 中的定理 4.1.
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Abstract: In this article, we study the operator L(a, c)f(z) combining Hadamard products.

Using lemmas in [2, 3] and some qualities of operator L(a, c)f(z), we obtain sufficient conditions

for L(a, c)f(z) ∈ S∗(β) and L(a, c)f(z) ∈ K(β), which generalizes the related results in [2, 3].
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