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摘要: 本文研究了一类非线性中立型脉冲发展方程解的存在性和唯一性的问题. 利用迭代分析

方法结合半群理论的知识, 得到了其解的表达式, 并构造解的迭代序列, 同时证明了其解的存在性和唯

一性. 通过研究发现其解的存在性和唯一性与脉冲时滞条件密不可分, 利用迭代分析法求解此类问题

具有一定的优越性.
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1 引言

中立型泛函微分方程

d
dt

[x(t)− g(t, xt)] = f(t, xt), t ≥ 0, (1.1)

x = ϕ(t), t ∈ [−r, 0], (1.2)

∆x(tk) = Ik(x(tk)), k = 1, 2, · · · (1.3)

解的存在性及稳定性已引起众多研究者的重视, 文献 [3, 4] 分别利用不动点定理和构造
Lyapunov 函数的方法得到系统 (1.1), (1.2) 解的稳定性, 文献 [5] 利用迭代分析法得到系统
(1.1), (1.2), (1.3) 解的存在性和稳定性, 文献 [6–8] 也利用迭代分析法获得了一类偏泛函微分
方程平凡解的稳定性结果, 本文将这种方法成功应用到了以下非线性中立型脉冲发展方程解
的存在性及唯一性的研究, 并得到了相应的结果.
考虑以下问题:

d
dt

[u(t)− g(t, ut)] = A[u(t)− g(t, ut)] + f(t, ut), (1.4)

u = ϕ(t), t ∈ [−r, 0], (1.5)

∆u(tk) = Ik(u(tk)), k = 1, 2, · · · , (1.6)

其中 X 是一个 Banach 空间, A 为空间 X 上的强连续半群 T (t) 的无穷小生成元, ut =
u(t + θ),−r ≤ θ ≤ 0, C = C([−r, 0], X), 对于 ϕ ∈ C 取 ‖ϕ‖C = sup

−r≤θ≤0
‖ϕ‖X .
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以下为基本假设:
H1) A为 Banach 空间 X 上的强连续半群 T (t)的无穷小生成元, 并且存在常数 K >

0, ω > 0使得对于 t > s, 有 ‖T (t− s)‖ ≤ Ke−ω(t−s).
H2) f : R+ × C → X 连续, 且 f(t, 0) = 0, 存在一个对于第二个变元单调非减的函数

F ∈ C(R+ × R+, R+)使得 ‖f(t, ϕ‖X ≤ F (t, ‖ϕ‖C), (t, ϕ) ∈ R+ × C. 对于 ϕ1, ϕ2 ∈ C, 以下
的不等式成立: ‖f(t, ϕ1) − f(t, ϕ2)‖X ≤ P (t, ‖ϕ1‖C , ‖ϕ2‖C)‖ϕ1 − ϕ2‖C , 其中 P (t, x, y) > 0
是连续函数, 且关于 x, y单调非减.
与此同时, g(t, 0) = 0, 存在一个非负函数 L(t) ∈ C[−r,∞), 使得不等式 ‖g(t, u1) −

g(t, u2)‖X ≤ L(t)‖u1 − u2‖C 成立.
H3) Ik : C([−r,∞) → X)连续, Ik(ϕ(0)) = 0, Ik(0) = 0, 存在 qk > 0使得

‖Ik(x1)− Ik(x2)‖X ≤ qk ‖x1 − x2‖C ,

其中级数
∞∑

k=1

qk 收敛, 记 Q =
∞∑

k=1

Kqk , 而且假设 0 < L(t) + Q < 1成立.

H4)存在 h(t, α) ∈ C([−r,∞)× R+, R+)使得对于每一个确定的 α ≥ 0, h(t) := h(t, α) ,
以下不等式组成立





h(t) ≥ 1
δ
Ke−ωt(1 + L(t))α +

1
δ

∫ t

0

Ke−ω(t−s)F (s, hs)ds, t ≥ 0,

h(t) ≥ α, t ∈ [−r, 0],
(1.7)

其中 ht = sup
−r≤θ≤0

h(t + θ), δ = inf
t∈[−r,∞)

(1− L(t)−Q) .

定义 1.1 函数 u(·) : [−r,∞) → X 称为问题 (1.4), (1.5) 的温和解, 如果 u(t)满足以下等
式

u(t) = T (t)[ϕ(0)− g(0, u0)] + g(t, ut) +
∫ t

0

T (t− s)f(s, us)ds, t ≥ 0,

u(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0].
(1.8)

本文以后所说的解均代表温和解.

2 主要结果

定理 2.1 函数 u(·) : [−r,∞) → X 称为问题 (1.4), (1.5), (1.6) 的温和解, 如果 u(t)满足
以下等式:

u(t) =T (t)[ϕ(0)− g(0, u0)] + g(t, ut) +
∫ t

0

T (t− s)f(s, us)ds

+
∑

0<ti<t

T (t− ti)Ii(u(ti)), t ≥ 0,

u(t) =ϕ(t), t ∈ [−r, 0].

(2.1)

证 当 t ∈ [−r, 0]时, 显然 u(t) = ϕ(t) ,当 t ∈ (0, t1]时, 没有脉冲作用, 易得

u(t) = T (t)[ϕ(0)− g(0, u0)] + g(t, ut) +
∫ t

0

T (t− s)f(s, us)ds, t ≥ 0.
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当 t ∈ (t1, t2]时, 取

u(t1) = T (t1)[ϕ(0)− g(0, u0)] + g(t1, ut1) +
∫ t1

0

T (t1 − s)f(s, us)ds + I1(u(t1)), (2.2)

在区间 t ∈ (t1, t2]上考虑初值问题 (1.4), (2.2) 有

u(t) = T (t− t1)[ϕ(0)− g(0, u0)]+ g(t, ut)+
∫ t

0

T (t− s)f(s, us)ds+T (t− t1)I1(u(t1)), (2.3)

在区间 (t2, t3], (t3, t4], · · · 上重复以上的步骤很容易得到 (2.1) 式成立.
定理 2.2 若假设条件 H1) − H4) 成立, 则问题 (1.4), (1.5), (1.6) 存在唯一的温和解

u(t, ϕ) : [−r,∞) → X 且有以下不等式成立

‖u(t)‖X ≤ h(t, ‖ϕ‖C), t ∈ [−r,∞). (2.4)

证 令 T ∗为一任意的正整数, 选取
{

u(0)(t) = T (t)[ϕ(0)− g(0, u0)] + g(t, ut
(0)), 0 ≤ t ≤ T ∗,

u(0)(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0],
(2.5)

则对于 t ∈ [−r, 0]有
∥∥u(0)(t)

∥∥
X
≤ ‖ϕ(t)‖X ≤ K‖ϕ‖C ≤ h(t, ‖ϕ‖C). 对于 0 ≤ t ≤ T ∗, 由于

Ik(ϕ(0)) = 0, u(0)(t) = ϕ(0), 有
∥∥u(0)(t)

∥∥
X
≤ ‖T (t)‖ ‖ϕ(0)− g(0, u0)‖X +

∥∥g(t, ut
(0)

∥∥
X

+
∑

0<ti<t

‖T (t− ti)‖
∥∥Ik(u(0)(ti))

∥∥
X

≤ Ke−ωt(‖ϕ‖C + L(0)‖ϕ‖C) + L(t)
∥∥ut

(0)
∥∥

C
+

∑
0<ti<t

Ke−ω(t−ti)qk

∥∥(u(0)(ti))
∥∥

C
.

(2.6)

定义以下函数

η(t) = sup{
∥∥u(0)(s)

∥∥
X

: −r ≤ s ≤ t}, 0 ≤ t ≤ T ∗. (2.7)

令 t∗ ∈ [−r, t]使得 η(t) =
∥∥u(0)(t∗)

∥∥
X

, 则
若 t∗ ∈ [0, t], 由于 0 < L(t) + Q < 1, δ = inf

t∈[−r,∞)
(1− L(t)−Q)有 1

δ
> 1 , 由 (2.6), (2.7)

式和 H3)可得

η(t) ≤ Ke−ωt(1 + L(t))‖ϕ‖C + L(t)η(t) + Qη(t),

η(t) ≤ 1
(1− L(t)−Q)

Ke−ωt(1 + L(t))‖ϕ‖C ≤ 1
δ
Ke−ωt(1 + L(t)) ‖ϕ‖C , (2.8)

则有 ∥∥u(0)(t)
∥∥

X
≤ 1

δ
Ke−ωt(1 + L(t))‖ϕ‖C ≤ h(t, ‖ϕ‖C). (2.9)

若 t∗ ∈ [−r, 0], 有 η(t) = ‖ϕ‖C , 同时不等式 (2.8) 和 (2.9) 成立. 因此有

∥∥u(0)(t)
∥∥

X
≤ h(t, ‖ϕ‖C), t ∈ [−r, T ∗]或

∥∥ut
(0)

∥∥
C
≤ ht, 0 ≤ t ≤ T ∗.
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定义以下的迭代格式




u(k)(t) =T (t)[ϕ(0)− g(0, ϕ(t))] + g(t, ut
(k)) +

∫ t

0

T (t− s)f(s, us
(k−1))ds

+
∑

0<ti<t

T (t− ti)Ii(u(k)(ti)), 0 ≤ t ≤ T ∗,

u(k)(t) = ϕ(t), t ∈ [−r, 0], k = 1, 2, · · · .

(2.10)

当 k = 1 时, 对于 t ∈ [0, T ∗], 由 (2.10) 式可得

‖u(1)(t)‖X ≤‖T (t)‖ ‖ϕ(0)− g(0, u0)‖X + ‖g(t, ut
(1) − g(t, 0))‖X

+
∫ t

0

‖T (t− s)‖
∥∥f(s, us

(0))
∥∥

X
ds +

∑
0<ti<t

‖T (t− ti)‖
∥∥Ii(u(1)(ti))

∥∥
X

≤Ke−ωt(‖ϕ‖C + L(0) ‖ϕ‖C) + L(t)
∥∥ut

(1)
∥∥

C
+

∫ t

0

Ke−ω(t−s)F (s, us
(0))ds

+
∑

0<ti<t

Kqie
−ω(t−ti)

∥∥u(1)(ti)
∥∥

X
.

(2.11)
定义 η(t) = sup{‖u(1)(s)‖X : −r ≤ s ≤ t}, 0 ≤ t ≤ T ∗ 令 t∗ ∈ [−r, t] 使得 η(t) =

‖u(1)(t∗)‖X , 则若 t∗ ∈ [0, t], 有

η(t) ≤ Ke−ωt(1 + L(t))‖ϕ‖C + L(t)η(t) +
∫ t

0

Ke−ω(t−s)F (s,
∥∥us

(0))
∥∥

C
ds

+
∑

0<ti<t

Kqie
−ω(t−ti)η(t),

∥∥u(1)(t)
∥∥

X
≤ 1

δ
Ke−ωt(1 + L(t))‖ϕ‖C +

1
δ

∫ t

0

Ke−ω(t−s)F (s,
∥∥us

(0)
∥∥

C
)ds ≤ h(t, ‖ϕ‖C).

若 t∗ ∈ [−r, 0], 有 η(t) = ‖ϕ‖C , 上述不等式显然成立. 考虑到当 t ∈ [−r, 0]时,
∥∥u(1)(t)

∥∥
X
≤ ‖ϕ(t)‖X ≤ ‖ϕ‖C ≤ h(t, ‖ϕ‖C).

因此有
∥∥u(1)(t)

∥∥
X
≤ h(t, ‖ϕ‖C), t ∈ [−r, T ∗]或

∥∥ut
(1)

∥∥
C
≤ ht, 0 ≤ t ≤ T ∗. 假定对于任意的

正整数 k以下不等式成立
∥∥u(k)(t)

∥∥
X
≤ h(t, ‖ϕ‖C), t ∈ [−r, T ∗]或

∥∥ut
(k)

∥∥
C
≤ ht, 0 ≤ t ≤ T ∗, (2.12)

则由迭代格式的首个等式, 当 0 ≤ t ≤ T ∗时,
∥∥u(k+1)(t)

∥∥
X
≤‖T (t)‖‖ϕ(0)− g(0, ϕ(t))‖X +

∥∥g(t, ut
(k+1))− g(t, 0)

∥∥
X

+
∫ t

0

‖T (t− s)‖
∥∥f(s, us

(k))
∥∥

X
ds +

∑
0<ti<t

‖T (t− ti)‖
∥∥Ii(u(k+1)(ti))

∥∥
X

≤Ke−ωt(‖ϕ‖C + L(0)‖ϕ‖C) + L(t)
∥∥ut

(k+1)
∥∥

C
+

∫ t

0

Ke−ω(t−s)F (s, us
(k))ds

+
∑

0<ti<t

Kqie
−ω(t−ti)

∥∥u(k+1)(ti)
∥∥

X
.

(2.13)
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按照上述同样的方法易得

∥∥u(k+1)(t)
∥∥

X
≤ 1

δ
Ke−ωt(1 + L(t)) ‖ϕ‖C +

1
δ

∫ t

0

Ke−ω(t−s)F (s, hs)ds ≤ h(t, ‖ϕ‖C).

当 t ∈ [−r, 0]时,
∥∥u(k+1)(t)

∥∥
X
≤ ‖ϕ(t)‖X ≤ ‖ϕ‖C ≤ h(t, ‖ϕ‖C), 利用数学归纳法可得不等式

(2.12) 成立.
现在证明序列 {u(k)(t)}在区间 [0, T ∗]上是一致收敛的. 当 0 ≤ t ≤ T ∗ 时, 由 (2.5) 和

(2.10) 式,

∥∥u(1)(t)− u(0)(t)
∥∥

X
≤

∥∥g(t, ut
(1))− g(t, ut

(0))
∥∥

X
+

∫ t

0

‖T (t− s)‖
∥∥f(s, us

(0))− f(s, 0)
∥∥

X
ds

+
∑

0<ti<t

‖T (t− ti)‖
∥∥Ii(u(1)(ti))− Ii(u(0)(ti))

∥∥
X

≤L(t)
∥∥ut

(1) − ut
(0)

∥∥
C

+
∫ t

0

Ke−ω(t−s)P (s,
∥∥us

(0)
∥∥

C
, 0)

∥∥us
(0)

∥∥
C

ds

+
∑

0<ti<t

Kqie
−ω(t−ti)

∥∥u(1)(ti)− u(0)(ti)
∥∥

X
.

(2.14)
取 ξ(t) = sup{‖u(1)(s) − u(0)(s)‖X : −r ≤ s ≤ t}, 0 ≤ t ≤ T ∗, 令 t∗ ∈ [−r, t] 使得 ξ(t) =∥∥u(1)(t∗)− u(0)(t∗)

∥∥
X

, 则
若 t∗ ∈ [0, t], 对于 t ∈ [0, T ∗]由以上不等式有

ξ(t) ≤ L(t)ξ(t) +
∫ t

0

Ke−ω(t−s)P (s,
∥∥us

(0)
∥∥

C
, 0)

∥∥us
(0)

∥∥
C

ds + Qξ(t),

继而有
∥∥u(1)(t)− u(0)(t)

∥∥
X
≤ 1

δ

∫ t

0

Ke−ω(t−s)P (s,
∥∥us

(0)
∥∥

C
, 0)

∥∥us
(0)

∥∥
C

ds

≤ 1
δ

∫ t

0

Ke−ω(t−s)P (s, hs, hs)hsds.

(2.15)

若 t∗ ∈ [−r, 0], 有 η(t) = 0, 上述不等式 (2.15) 显然成立. 又因为 ht, P (t, ht, ht) 均是连
续函数, 因此对于 t∗ ∈ [0, T ∗], 存在常数M > 0, N > 0有 ht ≤ N , 1

δ
KP (t, ht, ht) ≤ M . 结

合不等式 (2.15)有
∥∥∥u(1)(t)− u

(0)
t

∥∥∥
X
≤ MNt, 显然也有

∥∥∥u
(1)
t − u

(0)
t

∥∥∥
C
≤ MNt,

∥∥∥u(2)(t)− u
(1)
t

∥∥∥
X
≤ 1

δ

∫ t

0

Ke−ω(t−s)P
(
s,

∥∥u(1)
s

∥∥
C

,
∥∥u(0)

s

∥∥
C

) ∥∥u(1)
s − u(0)

s

∥∥
C

ds

≤ N
M2t2

2
≤ N

M2T ∗2

2!
.

(2.16)

同理有
∥∥∥u

(2)
t − u

(1)
t

∥∥∥
C
≤ N M2T∗2

2!
.
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按照以上步骤, 可以由数学归纳法易得以下不等式成立

∥∥u(k)(t)− u(k−1)(t)
∥∥

X
≤ N

MkT ∗k

k!
,

∥∥∥u
(k)
t − u

(k−1)
t

∥∥∥
C
≤ N

MkT ∗k

k!
.

综上所述,函数序列
{
u(k)(t)

}
在区间 [0, T ∗]上一致收敛,设其极限为u(t),即 lim

k→∞
u(k)(t) =

u(t), 显然 u(t)是问题 (1.4), (1.5), (1.6)的温和解.

现证明 u(t)是唯一的. 假设 v(t)是问题 (1.4), (1.5), (1.6)的另外一解且 ‖vt‖C ≤ ht, 则

v(t) =T (t)[ϕ(0)− g(0, v0)] + g(t, vt) +
∫ t

0

T (t− s)f(s, vs)ds

+
∑

0<ti<t

T (t− ti)Ii(v(ti)), t ≥ 0,

v(t) =ϕ(t), t ∈ [−r, 0].

(2.17)

当 0 ≤ t ≤ T ∗时, 由 (2.5) 和 (2.10) 式可得

‖u(t)− v(t)‖X ≤‖g(t, ut)− g(t, vt)‖X +
∫ t

0

‖T (t− s)‖ ‖f(s, us)− f(s, vs)‖X ds

+
∑

0<ti<t

‖T (t− ti)‖ ‖Ii(u(ti))− Ii(v(ti))‖X

≤L(t) ‖ut − vt‖C +
∫ t

0

Ke−ω(t−s)P (s, ‖us‖C , ‖vs‖C) ‖us − vs‖C ds

+
∑

0<ti<t

Kqie
−ω(t−ti) ‖u(ti)− v(ti)‖C .

(2.18)

取 ζ(t) = sup{‖u(s)− v(s)‖C : −r ≤ s ≤ t}, 0 ≤ t ≤ T ∗ , 则对任意小的常数 ε > 0,有

ζ(t) ≤ 1
δ

∫ t

0

Ke−ω(t−s)P (s, ‖us‖C , ‖vs‖C)ζ(s)ds ≤ M

∫ t

0

ζ(s)ds + ε.

利用 Gronwall 不等式可得 ζ(t) ≤ εeMt ≤ εeMT∗ , ‖u(t)− v(t)‖X ≤ εeMT∗ , 易得 u(t) ≡ v(t).
由此可得定理 2.2 的证明.

3 结束语

本文利用迭代分析法, 研究了一类中立型脉冲发展方程解的问题, 通过解的表达式构造
其解的迭代序列, 证明迭代序列一致收敛于所研究的中立型脉冲发展方程的解, 然后证明其
解的唯一性并同时得到了其估计范围. 通过研究发现脉冲时滞发展方程的解的表达式及存在
性和唯一性与所给的脉冲和时滞条件密不可分. 而且不难看出利用迭代分析法来研究此类问
题具有一定的可行性与优越性, 因为迭代分析法不仅在微分方程解的存在性和唯一性方面有
非常重要的应用, 在稳定性分析、数值分析等等方面也具有非常广泛的应用.
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THE EXISTENCE AND UNIQUENESS OF THE SOLUTION FOR

NEUTRAL IMPULSIVE EVOLUTION EQUATIONS
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Abstract: In this paper, the existence and uniqueness of solutions are obtained. By studying

the structure of iterative sequence of solutions to a class of nonlinear impulsive evolution equations

with iterative analysis method and semigroup theorem, we show that the existence and uniqueness

of solutions are inseparable linked with impulsive delay condition. It has certain superiority to

solve such problems with iterative analysis.
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