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摘要: 本文研究了线性空间的几乎单的线传递自同构群. 利用有限线性空间上线传递自同构群

的经典结论, 以及 Suzuki 群 Sz(q) 的性质, 获得了线性空间上线传递且点本原的自同构群的基柱不是

Sz(q) 的结果, 推广了关于线传递性空间的已有结果.
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1 引言

本文是群和线传递线性空间分类课题的组成部分. 有限线性空间 S 是由点集合 P 和线
集合L构成的关联结构,满足任意的两点恰好在的一条线上. 通常地,我们记 |P| = v, |L| = b,
它们分别表示 S 中 v 个点和 b 条线.
我们的兴趣在于自同构群 G 传递地作用在 S 的线集合上的情形. 设 G 是线传递地作用

在 S 上的自同构群, 这意味着每一条线都包含着同样数目的点 (通常记作 k 个点), 称这样的
线性空间为正则线性空间. 而且, 我们假设 S 是非退化的, 也就是说 b > 1, k > 2. 因为每条
线上都有 k 个点, 所以过每个点的线的数目都相同, 即有 r = (v − 1)/(k − 1) 条线. 因为 G

在线集合 L 上是传递的, 则 G 也是在点集合 P 上传递的, 这是 Block 定理的一个结果 [1]. 而
v, b, k, r 被称为线性空间 S 的参数.
显然, 如果要研究一个作用在线性空间上的有限群的结构, 那么描述它的基柱是很重要

的一步. 1996 年 Camina 在文 [2] 证明了如果 G 是线性空间 S 上线传递, 点本原的自同构
群, 那么 G 的基柱要么是初等交换群要么是单群. 随后, Camina 和 Praeger 在文 [3] 中推广
了这一结果, 他们证明了如果 G 是线性空间 S 上线传递, 拟点本原的自同构群, 那么 G 是

仿射的或是几乎单的. 于是根据点集上作用性质的不同, 线性空间上线传递自同构群的研究
可约化为三种情形: G 是仿射型的, 也就是说 G 有初等交换的传递正规子群; G 有非传递的

极小正规子群; G 是几乎单的, 即有正规的非交换单群 T 使得 T 在 G 中的中心化子是平凡

的, 因此 T E G ≤ Aut(T ). Camina 和 Spiezia [4] 证明了 T 不是零散单群. 2003 年 Camina,
Neumann, 和 Praeger 证明了 T 不是交错群除非 G = A7 和 A8

[5]. 韩广国, 在他的三篇文章
[6–8] 中考虑了 T = E6(q), E7(q) 和 E8(q) 的情形. 本文考虑基柱为 Sz(q) 的几乎单群的情
形.
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主要定理 设 G 是线性空间 S 上线传递, 点本原的自同构群, k2 = (k, v − 1), q = 2a,
其中 a = 2n + 1, n ≥ 1 是正整数. 如果 q ≥ 2(k2k − k2 + 1)a, 那么 G 的基柱不是 Sz(q).
本文将采用下列符号. 设 X 和 Y 是任意有限群, 则 X · Y 表示群 X 对群 Y 的一个扩

张. X : Y 和 X ·Y 分别表示可裂和非可裂扩张. 而符号 X × Y 表示 X 和 Y 的直积. 设 T

是群 G 的一个子群, 则符号 |G : T | 表示子群 T 在 G 中的指数. 符号 [m] 表示任意 m 阶

群, 而 Zm 或更简单的m 表示阶为m 的循环群. 在本文中, 群论的其他符号是标准的. 另外
我们用 FixΩ(K) 表示 Sym(Ω) 的子群 K 稳定 Ω 中点的集合. 设 n 是一个正整数, 我们用
记号 pi||n 表示 pi|n 但 pi+1 - n. 记号 |n|p 表示 n 的 p - 部分而 |n|p′ 表示 n 的 p′- 部分. 也
就是说 |n|p = pt 其中 pt||n, 而 |n|p′ = n/|n|p. 设 G 是作用在线性空间 S 上的群, 那么记号
Gα 和 GL 分别表示 P 中点 α 的稳定子群和 L 中线 L 的稳定子群. 记号 G(L) 表示 G 中稳

定 L 上所有点的元素集合. 此外记号 GL 表示 GL 在 L 的点上作用所诱导出的置换群, 于是
GL ∼= GL/G(L).
本文第二部分介绍 Suzuki 群 Sz(q) 及线性空间的有关性质及相关结论, 在第三部分我

们给出定理的证明.

2 预备知识

Suzuki 群 Sz(q) 形成一个 Lie 型单群的无限家族, 在文 [9, 10] 它被定义为 SL(4, q) 的子
群. Sz(q) 的阶是 q2(q2 + 1)(q − 1), 其中 q = 22n+1, n ≥ 1. 设 a = 2n + 1, t = 2n, T = Sz(q).
由文 [11] 第 XI 章定理 3.10 知, T 有阶分别为 q + 2t + 1 和 q − 2t + 1 的循环子群 U1 和 U2

且 U1 和 U2 是 T 的 Hall 子群. 再由文 [11] 第 XI 章定理 3.1, G 有子群 F 和 H, 其中 F 是

阶为 q2, 方次数为 4 的 2 - 群, 而 H 同构于 GF (q) 的乘法群 GF (q)×. 下面介绍 Sz(q) 的极
大子群.
引理 2.1 [11] T = Sz(q) 的每一个极大子群共轭于下列子群之一:
(1) Sz(l), li = 22n+1, i 是素数;
(2) FH;
(3) NG(H);
(3) NG(Ui), i = 1, 2.
引理 2.2 [12] 设 T = Sz(q) 是 GF (q) 上一个例外李型单群, G 是满足 T E G ≤ Aut(T )

的群. 设M 是 G 的不包含 T 的极大子群, 那么下列之一成立:
(1) |M | < q2|G : T |;
(2) T ∩M 是 T 的抛物子群.
设 G 是线性空间 S 上的线传递自同构群, 回顾正则线性空间两个重要结论:

v = r(k − 1) + 1, (2.1)

v(v − 1) = bk(k − 1). (2.2)

于是有 r = (v− 1)/(k− 1). 可以证明, b ≥ v, 从而 k ≤ r. 如果 k = r 则 v = k2 − k + 1; 如果
r ≥ k + 1, 那么 v ≤ k2.
为使用方卫东和李慧陵的一个结果 [13], 我们定义以下常量

b1 = (b, v), b2 = (b, v − 1), k1 = (k, v), 及 k2 = (k, v − 1).
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根据等式 (2.1) 与 (2.2), 得到方 – 李参数

k = k1k2, b = b1b2, r = b2k2, 及 v = b1k1.

下面将叙述本文重复用到的两个基本结果.
引理 2.3 [14] 设 G = T : 〈x〉 且线传递作用在线性空间 S = (P,L) 上, 那么 T 传递地作

用在点集 P 上.
引理 2.4 [15] 设 G 是线性空间上线传递的自同构群, 如果 G 是点本原的, 则
(1) 存在一个素数 p 和正整数 n 使得 v = pn;
(2) 如果存在 pn − 1 的 p - 本原素因子 r 满足 r||G|, 那么 G ≤ AΓL(1, pn) 或者 k|v.

3 定理的证明

引理 3.5 设 G 是作用在线性空间 S 上的线传递自同构群, |T | = |Soc(G)| 是偶数,
Tα = T ∩Gα, 其中 α ∈ P. 如果 G 是不可解的, 则下列结论成立:

(1) v = k2(k − 1)b2 + 1;
(2) |T |

|Tα|2 < (k2k − k2 + 1)|G : T |;
(3) b2||Gα|.
证 (1) 因为 k(k − 1)b = v(v − 1) 且 k = k1k2, b = b1b2, 所以 k2(k − 1)b2 = v − 1, 从而

v = 1 + k2(k − 1)b2.
(2) 设 L 是 S 的一条线. 因为 G 不可解, 所以 GL 的结构, G 的秩及其子度不可能出现

下列情形:

GL的结构 G的秩 G的子度

〈1〉 1 + k2(k − 1) 1,

k2(k−1)︷ ︸︸ ︷
b2, b2, · · · , b2

否则, GL 的阶是奇数, 因而 G 的阶也是奇数. 这与 |T | = |Soc(G)| 是偶数矛盾. 于是 G 子轨

道的最大长度不小于 2b2. 设 λ 和 θ 分别是 G 和 T 的最大子轨道的长度. 那么有

λ ≤ |G : T |θ ≤ |G : T ||Tα|.

这推出

v =
|T |
|Tα| =

v

λ
· λ ≤ v

λ
|G : T ||Tα|.

因此得到

|T | ≤ v

λ
|Tα|2|G : T |.

因为 v = k2(k − 1)b2 + 1 和 λ ≥ 2b2, 所以

|T |
|Tα|2 ≤

k2k − k2 + 1
2

|G : T |.

(3) 因为 rv = bk, 所以 b2|GL| = k1|Gα|. 注意到 (b2, k1) = 1, 于是 b2 整除 |Gα|.
注 3.1 这个引理在本文中起到重要的作用. 引理的部分证明也可参照文献 [6].
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推论 3.1 设 S 和G如引理 3.5所定义,那么 b2||Tα|v′ |G : T |且 v ≤ 1+k2(k−1)|Tα|v′ |G :
T |.
证 因为 (b2, v) = 1 且 b2||Gα|, 所以 b2||Gα|v′ , 从而 b2||Tα|v′ |G : T |. 结合引理 3.5, 此引

理成立.
现在我们证明引言中的主要定理.
假设 T = Soc(G) = Sz(q), 其中 q = 2a. 于是我们有 Sz(q)EG ≤ Aut(Sz(q)). 从而G =

T : 〈x〉且 |Out(T )| = a,其中 x ∈ Out(T ). 设 o(x) = m,那么m|a且 |G| = q2(q2+1)(q−1)m.
因为 G 是点本原的, 故对任何的 α ∈ P, Gα 是 G 的极大子群. 从而M = Gα 是引理 2.2 的
情形之一. 我们将考虑这些情形以证明主要定理.
情形 3.1 |Gα| < q2|G : T |.
因为 G 是线传递, 由引理 2.3, T 是点传递的. 于是 |Gα| = |Tα|m, 从而 |Tα| < q2. 因此

v = |T : Tα| 不是素数的方幂, 再由引理 2.4 知 G 不可解. 那么根据引理 3.5 得到

|T | < (k2k − k2 + 1)|Tα|2|G : T | < (k2k − k2 + 1)q4|G : T |. (3.1)

但是
|T |
q4

=
(q − 1)(q2 + 1)

q2
> q − 1.

因为 q > 2, q − 1 > 1
2
q 且 q ≥ 2(k2k − k2 + 1)a, 所以

|T |
q4

>
1
2
q ≥ (k2k − k2 + 1)a ≥ (k2k − k2 + 1)|G : T |,

这意味着

|T | > (k2k − k2 + 1)q4|G : T |,
这个结论与 (3.1) 式产生矛盾, 从而排除这种情形.
情形 3.2 Gα ∩ T 是 T 的抛物子群.
检查引理 2.1 中 Sz(q) 的极大子群, 我们发现 Sz(q) 的抛物子群共轭于 FH 且 |FH| =

q2(q − 1). 于是 v = |T : Tα| = q2 + 1. 由引理 3.5 得到 q2 = v − 1 = k2(k − 1)b2, 也就是说,
k2(k − 1)|q2, 显然这是不可能的. 这样我们完成了主要定理的证明.
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THE SUZUKI GROUPS Sz(q) AND AUTOMORPHISMS OF
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Abstract: In this paper, we investigate almost simple line-transitive groups of automorphisms

of linear spaces. By using classical results about line-transitive groups of automorphisms of finite

linear spaces and some properties of Suzuki groups Sz(q), we obtain that the socle of the group

of automorphisms of linear spaces which is line-transitive and point-primitive is not Sz(q), which

generalizes some known results about line-transitive linear spaces.
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