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摘要: 本文研究了一阶数值微分问题, 将其等价转化为第一类积分方程的求解问题, 给出了求

解该问题的局部正则化方法. 在精确导数的一定假设条件下, 讨论了正则化参数的先验选取策略及相

应近似导数的误差估计. 相对于经典的正则化方法, 数值实验表明局部正则化方法能在有效抑制噪声

的同时, 保证近似导数逼近精确导数的效果, 尤其是在精确导数有间断或急剧变化时.
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1 引言

数值微分, 即由给定函数的测量数据近似求其导数, 这类问题在科学研究及工程实践中
有广泛的应用价值. 如在数字图像处理中, 微分算子方法是常用的边缘检测算法 [1]. 图像的
边缘, 即图像强度变化急剧的部分, 一般可通过寻找图像强度的一阶导数的极大值或二阶导
数的交叉零点得到. 又如磁共振电阻抗成像技术中, 介质的导电率是利用生物组织内部电流
产生的磁场信息重建的. 基于主磁场方向磁感应强度的调和 Bz 算法是当前主流的重建算法,
而如何由磁感应强度的测量数据计算其二阶导数是该算法的关键步骤 [2]. 数值微分的具体应
用还体现在天气预报、期权定价、放射性废弃物处理等方面.
数值微分是一类典型的不适定问题, 其求解的本质困难在于解的不稳定性, 即当测量数

据有较小扰动时, 对其直接求导产生的误差可能是任意大的. 为此, 如何构造稳定的微分算法
一直是数值微分的研究重点. 总的来说, 已有算法可分为有限差分法、正则化方法、平滑化方
法等几类. 有限差分法是直接利用差分格式构造待求导函数的近似导数, 该方法格式简单且
应用广泛. 当测量数据伴有误差时, 差分格式的稳定性一般依赖于差分步长的选取 [3−5]. 正
则化方法是指借助正则化的思想, 将不适定的数值微分问题转化为适定的近似问题进行求解,
进而得到稳定近似导数的微分算法 [6−10]. 平滑化方法是将待求导函数进行平滑处理后得到
一个光滑的近似函数, 对该函数求导可得稳定的近似导数 [11,12]. 该方法在数字图像处理及计
算机视觉的诸多领域, 如图像去噪、复原、特征检测与匹配等, 中应用十分广泛.
除稳定性要求外, 数值微分算法还要保证近似导数逼近精确导数的精度. 然而, 上述微分

算法在保证稳定性的同时, 也减弱了近似导数逼近精确导数的效果. 保证近似导数的稳定性
和精度已成为数值微分算法相互矛盾的两个性能要求, 解决这一冲突的常规做法是引入一个
折衷参数. 适当选取折衷参数可在一定程度上保证两方面性能的最优化, 即近似导数能在有
效抑制噪声的同时较好地逼近精确导数. 在已有的算法中, 有限差分法中的差分步长、正则
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化方法中的正则化参数、平滑化方法中的尺度参数等都起到了这样的作用. 然而, 受制于方
法自身的缺陷, 折衷难免会导致某一方面性能的降低 (这将在下一节中继续讨论).
为此, 在折衷思想不变的框架下, 找寻一种更适当的方法显得很有必要. 在本文中, 我们

将引入一种能有效利用函数局部信息反演其局部特性的方法— 局部正则化方法 [13−15], 并将
其用于构造稳定的数值微分算法. 该微分算法能保证近似导数在有效抑制噪声的同时, 较好
地反应精确导数有间断或急剧变化的部分. 这一点我们将通过数值实验来说明. 已有的局部
正则化理论是在连续函数空间中建立的, 考虑到实际应用中待求导函数一般不具有足够的光
滑性, 我们将其理论推广到更一般的可积函数空间中, 并给出正则化参数的先验选取策略及
相应近似导数的误差估计.

2 一阶数值微分的积分方程表示

众所周知, 微分和积分是两种互逆的基本运算, 求微分可等价为求积分的逆, 即解第一
类的积分方程. 引入正则化方法求解该积分方程, 可构造稳定的数值微分算法. 考虑函数
f ∈ H1[0, 1], u = f ′ ∈ L2[0, 1] 为其一阶导数. 不失一般性, 我们设 f(0) = 0, 则 f 和 u 满足

第一类的 Volterra 型积分方程

A[u](x) :=
∫ x

0

u(s)ds = f(x), x ∈ [0, 1]. (2.1)

易知, 算子 A 为空间 L2[0, 1] 上的有界线性紧算子. 考虑有噪声的测量数据 f δ ∈ L2[0, 1], 算
子方程

A[u](x) = f δ(x) (2.2)

的求解需引入正则化方法. 经典的 Tikhonov 正则化方法可用于求解该方程, 相应的正则化
解 uα,δ 满足

αuα,δ(x) + A∗A[uα,δ](x) = A∗[f δ](x), (2.3)

其中 A∗[v](x) :=
∫ 1

x
v(s)ds 为算子 A 的伴随算子. 对任意的 v ∈ L2[0, 1], 有

(A[v], v) =
∫ 1

0

v(x)
∫ x

0

v(s)dsdx =
∫ 1

0

∫ x

0

v(s)dsd(
∫ x

0

v(s)ds) =
1
2
(
∫ x

0

v(s)ds)2 ≥ 0.

这说明算子 A 为非负算子. 因此, 还可引入 Lavrentiev 正则化方法求解算子方程 (2.1), 相应
的正则化解 vα,δ 满足

αvα,δ(x) + A[vα,δ](x) = f δ(x). (2.4)

此时, 正则化解具有解析表达式

vα,δ(x) =
−1
α2

∫ x

0

e
s−x

α f δ(s)ds +
f δ(x)

α
, x ∈ [0, 1]. (2.5)

众所周知, Tikhonov 正则化方法求得的正则化解是过于光滑的 [16], 这也反应在方程 (2.3) 右
端的积分项上. 区间 [x, 1] 上函数 f δ 的积分运算实际上是对其进行的一种平滑化处理. 与之
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相反, Lavrentiev 正则化方法求得的正则化解对噪声是过于敏感的. 这一点可通过数值实验
来说明, 如取 f(x) = |x − 1

2
| − 1

2
, x ∈ [0, 1], 对其添加 1% 的高斯白噪声得 f δ. 在图 1 中, 我

们给出了利用两种经典的正则化方法求得的正则化解 uα,δ, vα,δ 以及精确导数 u 的图像, 其
中 Tikhonov 正则化的参数取为 α = 0.005, Lavrentiev 正则化的参数取为 α = 0.02. 值得注
意的是, 正则化解 uα,δ 在右端点附近及 vα,δ 在左端点附近逼近精确导数的效果均不理想, 这
是由正则化方法自身的缺陷所决定的 [16]. 从图 1 中可以看出, uα,δ 足够光滑, 但不能反应
x = 0.5 处精确导数的间断情况; vα,δ 虽能反应精确导数的间断情况, 但对噪声过于敏感. 为
此, 我们将在下一节中引入求解算子方程 (2.1) 的局部正则化方法. 该方法能有效克服两类经
典正则化方法的不足, 在有效抑制噪声的同时较好地反应精确导数有间断或急剧变化的部分.
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图 1: 函数 f(x) = |x− 1
2 | − 1

2 添加 1% 的高斯白噪声后, 利用两种经典正则化方法求得的近似导
数 uα,δ, vα,δ 及精确导数 u 的图像.

3 一阶数值微分的局部正则化方法

设 r ∈ (0, R], 其中 R > 0 是一个很小的正数, 为引入局部正则化方法, 我们将函数 f 和

u 的定义区间延伸至 [0, 1 + R] 上, 此时有
∫ x+ρ

0

u(s)ds = f(x + ρ), x ∈ [0, 1], ρ ∈ [0, r]. (3.1)

分解等式左边的积分项可得
∫ x

0

u(s)ds +
∫ x+ρ

x

u(s)ds = f(x + ρ), x ∈ [0, 1], ρ ∈ [0, r].

等式两边关于 ρ 在区间 [0, r] 上积分可得
∫ r

0

∫ x

0

u(s)dsdρ +
∫ r

0

∫ x+ρ

x

u(s)dsdρ =
∫ r

0

f(x + ρ)dρ, x ∈ [0, 1],

即

r

∫ x

0

u(s)ds +
∫ r

0

∫ ρ

0

u(x + s)dsdρ =
∫ r

0

f(x + ρ)dρ, x ∈ [0, 1]. (3.2)

注意到 (3.2) 式仍然是精确导数 u 满足的方程. 当我们将给定函数 f 换成伴有噪声的测量

数据 f δ ∈ L2[0, 1] 时, 为保证近似导数的稳定性, 方程 (3.2) 的求解需引入正则化方法. 当



1464 数 学 杂 志 Vol. 35

R > 0 足够小时, u 在小区间 [x, x + r] 上的取值可近似为与 r 无关的 u(x), 即上式左端第二
项中的被积函数 u(x + s) 可近似替换为 u(x), 进而有正则化方程

r

∫ x

0

u(s)ds +
r2

2
u(x) =

∫ r

0

f δ(x + ρ)dρ, x ∈ [0, 1]. (3.3)

此时, 参数 r ∈ (0, R] 起到了正则化参数的作用 [13]. (3.3) 式两端同时除以 r 可得

∫ x

0

u(s)ds +
r

2
u(x) = f δ

r (x), x ∈ [0, 1], (3.4)

其中 f δ
r (x) = 1

r

∫ r

0
f δ(x + ρ)dρ. 由于 r > 0, 算子 A 为有界线性算子, 方程 (3.4) 存在唯一解

ur,δ ∈ L2[0, 1], 且该解连续依赖于右端数据 f δ
r

[14]. 不难说明, 此时的正则化解 ur,δ 具有解析

表达式

ur,δ(x) =
−4
r3

∫ x

0

e
2(s−x)

r

∫ r

0

f δ(s + ρ)dρds +
2
r2

∫ r

0

f δ(x + ρ)dρ, x ∈ [0, 1]. (3.5)

4 正则化参数的选取策略及近似导数的误差估计

在本节中, 我们将在可积函数空间中给出正则化参数的先验选取策略及相应近似导数的
误差估计. 为估计近似导数的误差并给出其收敛速度, 我们设精确导数 u ∈ H1[0, 1 + R], 即
u′ ∈ L2[0, 1 + R]. 相应的, 有如下结论 (如不特别说明, 文中出现的范数均指空间 L2[0, 1] 上
的 L2 范数).
定理 1 设精确导数 u ∈ H1[0, 1 + R], 测量数据 f δ 满足 ‖f δ − f‖L2[0,1+R] ≤ δ, 则正则

化方程 (3.4) 的解 ur,δ 满足

‖ur,δ − u‖ ≤ 2δ

r
+ Cr, (4.1)

其中 C 的取值与 δ 无关. 进一步当取 r(δ) =
√

2δ/C 时, 有 ‖ur,δ − u‖ = O(
√

δ).
证 已知正则化解 ur,δ 满足方程

r

∫ x

0

ur,δ(s)ds +
r2

2
ur,δ(x) =

∫ r

0

f δ(x + ρ)dρ, x ∈ [0, 1]. (4.2)

记 er,δ = ur,δ − u, (4.2) 式减去 (3.2) 式可得

r

∫ x

0

er,δ(s)ds +
r2

2
er,δ(x) =

∫ r

0

[f δ(x + ρ)− f(x + ρ)]dρ +
∫ r

0

∫ ρ

0

[u(x + s)− u(x)]dsdρ,

其中 x ∈ [0, 1]. 故有

er,δ(x) +
2
r

∫ x

0

er,δ(s)ds = F δ
r (x) + Ur(x), x ∈ [0, 1], (4.3)

其中

F δ
r (x) =

2
r2

∫ r

0

[f δ(x + ρ)− f(x + ρ)]dρ, Ur(x) =
2
r2

∫ r

0

∫ ρ

0

[u(x + s)− u(x)]dsdρ.
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方程 (4.3) 两边关于误差函数 er,δ 做内积, 由算子 A 的非负性可知

(er,δ, er,δ) ≤ (er,δ, F δ
r ) + (er,δ, Ur),

进而有 ‖er,δ‖ ≤ ‖F δ
r ‖+ ‖Ur‖. 借助 Hölder 不等式可估计 F δ

r 和 Ur 的上界, 其中

‖F δ
r ‖2 =

4
r4

∫ 1

0

{
∫ r

0

[f δ(x + ρ)− f(x + ρ)]dρ}2dx

≤ 4
r4

∫ 1

0

r

∫ r

0

[f δ(x + ρ)− f(x + ρ)]2dρdx

=
4
r3

∫ r

0

∫ 1+ρ

ρ

[f δ(x)− f(x)]2dxdρ ≤ 4δ2

r2
,

因而有 ‖F δ
r ‖ ≤ 2δ

r
. 关于第二项 Ur, 有

‖Ur‖2 =
4
r4

∫ 1

0

{
∫ r

0

∫ ρ

0

[u(x + s)− u(x)]dsdρ}2dx

≤ 4
r4

∫ 1

0

r

∫ r

0

ρ

∫ ρ

0

[u(x + s)− u(x)]2dsdρdx

=
4
r3

∫ r

0

ρ

∫ ρ

0

∫ 1

0

[u(x + s)− u(x)]2dxdsdρ.

记 us(x) = u(x + s)− u(x), x ∈ [0, 1], s ∈ (0, R], 则有 us ∈ H1[0, 1], 存在常数 C1 以及

线性映射 E : H1[0, 1] → H1(R), 使得 ‖us‖H1[0,1] ≤ ‖Eus‖H1(R) ≤ C1‖us‖H1[0,1] 成立
[17]. 记

Eus 的 Fourier 变换为 Êus, 则

‖us‖2 ≤ ‖Eus‖2
L2(R) = ‖Êus‖2

L2(R) =
∫

R

|Êu(ξ) · eisξ − Êu(ξ)|2dξ

=
∫

R

|Êu(ξ)|2 · |1− eisξ|2dξ =
∫

R

|Êu(ξ)|2 · [1− cos(sξ)]dξ

≤ s2

∫

R

|Êu(ξ)|2ξ2dξ ≤ s2‖Eu‖H1(R) ≤ C1s
2‖u‖H1[0,1] ≤ C1Ms2.

因此 ‖Ur‖2 ≤ 4MC1
r3

∫ r

0
ρ
∫ ρ

0
s2dsdρ = MC1

3
r2. 进而有 ‖ur,δ − u‖ ≤ 2δ

r
+ Cr, 进一步当取

r(δ) =
√

2δ/C 时, 有 ‖ur,δ − u‖ = O(
√

δ). 定理证毕.

5 数值算例

在本节中, 我们将通过两个算例说明局部正则化方法求解一阶微分问题的数值有效性.
首先考虑第二节中提到的算例.
算例 1 考虑函数 f(x) = |x− 1

2
| − 1

2
, x ∈ [0, 1], 对其添加不同水平的高斯白噪声可得模

拟的测量数据 f δ, 分别利用不同的正则化方法求其一阶导数.
将局部正则化方法求得的正则化解以及第二节中利用 Tikhonov 正则化和 Lavrentiev 正

则化方法求得的正则化解分别记为 uLoc, uTikh 和 uLavr. 当噪声水平为 1% 时, 我们在图 2 中
给出了 uTikh 和 uLoc 的图像, 其中局部正则化和 Lavrentiev 正则化方法的参数均先验取为
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√
δ/5, Tikhonov 正则化方法的参数取为该值的四分之一. 从图 1 和图 2 中可以看出, 与两类
经典的正则化方法相比, 局部正则化方法能在有效抑制噪声的同时, 很好地反应精确导数有
间断的部分. 为进一步说明局部正则化方法的有效性, 我们在表 1 中比较了不同噪声水平下,
不同正则化解的相对误差. 以 uLoc 为例, 其相对误差定义为 ‖uLoc − u‖/‖u‖, 该误差的大小
能同时反映近似导数的精度和稳定性. 从表 1 中可以看出, 在 f 的不同噪声水平下, 近似导
数 uLoc 的相对误差是最小的. 随着噪声水平 δ 的提高, uLavr 的相对误差的增加速度是最快

的, 这说明该正则化方法抑制噪声的能力较弱, 对噪声过于敏感. 虽然 Tikhonov 在抑制噪声
方面的能力是最强的, 但当噪声水平较小时, uTikh 的相对误差最大, 这与该正则化方法的过
度光滑化不无关系. 事实上, 正则化解 uLoc 在抑制噪声方面的能力与 uTikh 相仿. 综上所述,
与 uLavr 和 uTikh 相比, uLoc 在抑制噪声和逼近精确导数两方面具有明显的优越性.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

x

u
u

Tikh
u

Loc

图 2: 算例 1 中 f 添加 1% 的高斯白噪声后, 正则化解 uTikh, uLoc 以及精确导数 u 的图像.

表 1: 算例 1 中, 在 f 的不同噪声水平下, 不同正则化方法求得的近似导数的相对误差.

噪声水平 δ uTikh uLavr uLoc

0.5% 0.2502 0.1693 0.0820
1% 0.2731 0.2161 0.0988
2% 0.2292 0.2821 0.1220
4% 0.3276 0.3727 0.1549
8% 0.3609 0.5117 0.1922
16% 0.4065 0.6922 0.2536

算例 2 考虑

f(x) =




−1

2
x2 +

x

2
, x ∈ [0,

1
2
],

1
2
x2 − x

2
+

1
4
, x ∈ (

1
2
, 1].

对其添加不同水平的高斯白噪声可得模拟的测量数据 f δ, 分别利用不同的正则化方法求其一
阶导数.
当噪声水平为 1% 时, 我们在图 3 中给出了近似导数 uTikh, uLavr, uLoc 以及精确导数 u

的图像, 其中正则化参数的选取与算例 1 相同. 从图中可以看出, 局部正则化方法能在有效抑
制噪声的同时, 较好地反应精确导数的局部变化情况. 为进一步说明局部正则化方法的有效
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性, 我们在表 2 中比较了不同噪声水平下, 不同正则化解的相对误差. 类似于算例 1 的分析
可知 uLoc 在抑制噪声和逼近精确导数两方面具有优越性.
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图 3: 算例 2 中 f 添加 1% 的高斯白噪声后, 正则化解 uTikh, uLavr, uLoc 以及精确导数 u 的图像.

表 2: 算例 2 中, 在 f 的不同噪声水平下, 不同正则化方法求得的近似导数的相对误差.

噪声水平 δ uTikh uLavr uLoc

0.25% 0.3169 0.2116 0.0360
0.5% 0.3463 0.2651 0.0443
1% 0.3812 0.3234 0.0709
2% 0.4150 0.4175 0.1045
4% 0.4476 0.5452 0.1636
8% 0.5022 0.7652 0.2657

6 结论

在本文中, 我们给出了求解一阶数值微分问题的局部正则化方法. 在可积函数空间中讨
论了正则化参数的先验选取策略及相应近似导数的误差估计. 数值实验表明相对于经典的
Tikhonov 正则化和 Lavrentiev 正则化方法, 局部正则化方法求得的近似导数能在有效抑制
噪声的同时, 很好地反应精确导数有间断或急剧变化的部分. 鉴于该微分算法在保持近似导
数的精度和稳定性两方面的优越性, 我们将进一步考虑该算法在具体问题如图像边缘检测、
医学成像反演问题等中的应用. 此外, 正则化参数的后验选取策略及相应近似导数的误差分
析也是我们将要考虑的问题.
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THE LOCAL REGULARIZATION METHOD FOR THE

FIRST-ORDER NUMERICAL DIFFERENTIATION

XU Hui-lin

(College of Mathematics and Computer Science, Gannan Normal University, Ganzhou 341000, China)

Abstract: The first-order numerical differentiation problem is considered in this paper. By

expressing the numerical differentiation problem as an integral equation of the first kind, the

local regularization method is constructed for solving this problem approximately. Numerical

experiments show that the local regularization method can ensure the accuracy of the approximate

derivatives while suppressing the noise effectively, especially when the exact derivatives are

discontinuous or changed sharply.

Keywords: numerical differentiation; local regularization; integral equation; regularization

parameter; error estimation
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