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全纯 Aµ 空间中 K - 泛函和光滑模的等价性

陈英伟, 王占京, 王志军
(河北经贸大学数统学院,河北石家庄 050061)

摘要: 本文研究了 Cn 中星型圆形域 D 上的全纯 Aµ 空间中两个逼近工具光滑模与 K- 泛函

的关系问题, 通过得到 Aµ 空间中的 Bernstein 不等式, 获得了利用径向导数定义新的 K- 泛函与光滑

模与 K- 泛函的等价性以及Marchaud 不等式, 推广了实函数空间中的结果.
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1 引言

令 D 为 Cn 上的圆型域, 即对任 z ∈ D 和 θ ∈ R, 均有 eiθz ∈ D. D 为星形域, 即对
任 z ∈ D 和 |λ| < 1, 均有 λz ∈ D. 设 X 为 D 上具有旋转不变的半模 ‖ · ‖X 的空间, 对任
f ∈ X , δ > 0, r ∈ N, f 的 r 阶光滑模定义为

ωr(δ, f,X ) := sup
0<h≤δ

‖∆r
hf(z)‖X = sup

0<h≤δ

∥∥∥−→∆r
hf(z)

∥∥∥
X

, (1.1)

这里中心差分∆r
h 与向前差分

−→
∆r

h 为

∆r
hf(z) =

−→
∆r

hf(ze−
r
2 hi) = ∆h(∆r−1

h f(z)) =
r∑

j=0

(−1)j

(
r

j

)
f(ei( r

2−j)hz).

H(D) 表示 D 上全纯函数全体. 易知对任 f ∈ H(D), 都存在齐次多项式展开 [1]

f(z) =
∞∑

j=0

Fj(z), (1.2)

其中 Fj(z) 为 j 次齐次多项式且级数在 D 上紧收敛. f 在 z 点的 α 阶径向导数 [2] 为

Rαf(z) =
∞∑

j=0

jαFj(z), α ≥ 0.

在 Cn 中的星型圆形域 D 上引入 f 的径向导数定义新的 α ∈ R+ 阶 K - 泛函

Kα(f, tα;X ) := inf
Rαg∈X

{||f − g||X + tα||Rαg||X}, (1.3)
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其中 f ∈ X .
在逼近论中, 光滑模是研究函数中心逼近正逆定理的基本工具, 而在很多逼近问题中, K

- 泛函 [3] 起到很重要作用, 它们都表示了函数的一些本质的逼近特性. 故研究 K - 泛函和光
滑模相互关系成为函数逼近论的主要问题之一.

Ditzian 等获得了在 Lp([−π, π]) 空间中光滑模和 K - 泛函的等价性 [4]:
定理 A 对 f ∈ Lp([−π, π]), 0 < p ≤ ∞, 有

ωr(f, t)p ' Kr(f, tr) := inf
T∈Tn=[1/t]

(||f − T ||p + n−r||T r||p),

其中 Tn 为 n 次三角多项式全体.
其后等价性推广至实球面调和函数空间上 [5,6], 分别采用球面 Beltrami-Laplace 算子和

微分 - 差分算子 (即 Dunkl 算子) 来定义 K - 泛函和光滑模, 更多亦可参看著作 [7]. 本文主
要目的是研究在多复变星形圆型域 D 上新的 Hardy 型空间上的相应结果.
设 f ∈ H(D), Hardy 型函数空间 Aµ = Aµ,p(D) 定义为满足

||f ||Aµ
:= sup

a∈Γ

{∫

D

|f(z)|pdµa(z)
}1/p

< ∞, 0 < p < ∞

的函数的全体, 其中 Γ 为任意指标集, {µa}a∈Γ 为一族非负 σ - 有限 Borel 测度, 其具有旋转
不变性且使全体多项式包含于 Aµ.
全纯 Aµ 空间包含了著名的 Hardy 空间和 Bergman 空间 [8]. 为看清这一点, 考虑在单

位多圆柱 Un 上, 取 dµa(rz′) ≡ χr∂Un(z)dσ(z′), a = r ∈ (0, 1) 时, Aµ,p (D) 就为 Hardy 空间
Hp(Un); 取 dµa(z) ≡ dV (z) 时, Aµ,p (D) 就为 Bergman 空间 Lp

a(U
n), 这里 dσ(z′) 和 dV (z)

分别表示 ∂Un 和 Un 上的 Lebesgue 测度.
研究 Aµ 空间上逼近性质也展示了广义 Fock 空间 Ap

m(Cn, |z|m) 上的逼近结果. 的
确, 广义 Fock 空间 Ap

m := Ap
m(Cn, |z|m) 也为 Aµ 空间一特例: 即取 D = Cn 和 dµa(z) =

e−|z|
m

dV (z), 其中m > 0, dV (z) 为 Cn 上 Lebesgue 测度.
本文首先得到 Aµ 空间上的 Bernstein 不等式, 进而获得 K - 泛函与光滑模的等价性, 最

后得到了 K - 泛函的Marchaud 不等式. 这也显示了 Hardy 空间和 Bergman 空间及 Fock 空
间上的逼近性质, 即使是在单复变空间上也是崭新结果.
本文中, C 表示与 k 和 z 无关的正常数, 不同的地方值可能不同.

2 K - 泛函与光滑模的等价性

引理 2.1 [9,10] 设 Tk(θ) 为任次数至多为 k 的三角多项式. 则对 0 < p < ∞, 有

∫ 2π

0

|T ′
k(θ)|pdθ ≤ kp

∫ 2π

0

|Tk(θ)|pdθ.

进而我们得到重要的 Bernstein 不等式.
引理 2.2 设 Pk(z) 为关于 z ∈ D 的任次数至多为 k 的多项式. 则

||RPk(z)||Aµ
≤ k||Pk(z)||Aµ

.
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证 由测度的旋转不变性可得

||RPk(z)||pAµ
= sup

a∈Γ

∫

D

|RPk(zeiθ)|pdµa(zeiθ)

= sup
a∈Γ

∫

D

|RPk(zeiθ)|pdµa(z).

易知

||RPk(z)||pAµ
= sup

a∈Γ

1
2π

∫ 2π

0

∫

D

|RPk(zeiθ)|pdµa(z)dθ

=
1
2π

sup
a∈Γ

∫

D

∫ 2π

0

|RPk(zeiθ)|pdθdµa(z). (2.1)

记 gz(θ) = Pk(zeiθ). 注意到 gz(θ) 为关于 θ 的次数至多为 k 的三角多项式, 以及

iRPk(zeiθ) =
∂

∂θ
(Pk(zeiθ)) = g′z(θ). (2.2)

由 (2.1), (2.2) 式和引理 2.1, 可得

||RPk(z)||pAµ
=

1
2π

sup
a∈Γ

∫

D

∫ 2π

0

|g′z(θ)|pdθdµa(z)

≤ kp

2π
sup
a∈Γ

∫

D

∫ 2π

0

|gz(θ)|pdθdµa(z)

≤ kp

2π

∫ 2π

0

sup
a∈Γ

∫

D

|Pk(zeiθ)|pdµa(z)dθ

= kp||Pk(z)||pAµ
.

引理得证.
引理 2.3 [11] 若 g(z) ∈ Hp(U), 0 < p < 1 和 r ∈ N, 则

∫ 2π

0

|−→∆r
h,θg(eiθ)|pdθ ≤ Chrp

∫ 2π

0

∣∣∣∣
∂r

∂θr
(g(eiθ))

∣∣∣∣
p

dθ,

其中
−→
∆r

h,θg(eiθ) =
r∑

j=0

(−1)r−j
(

r
j

)
g(ei(θ+jh)) 和 C 为仅依赖 p, r 的常数.

引理 2.4 设 f(z) ∈ Aµ, r ∈ N, 则 ωr(t, f,Aµ) ≤ Ctr||Rrf(z)||Aµ
.

证 对 p 分情况讨论.
(i) 当 p ≥ 1 时, 可得

4r
hf(z) =

∫ h
2

−h
2

· · ·
∫ h

2

−h
2

∂r

∂θr · · · ∂θ1

(f(zei(θ1+···+θr)))dθ1 · · · dθr

=
∫ h

2

−h
2

· · ·
∫ h

2

−h
2

irRrf(zei(θ1+···+θr))dθ1 · · · dθr.
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所以由Minkowski 不等式, 有

||4r
hf(z)||Aµ

= sup
a∈Γ

(∫

D

∣∣∣∣∣
∫ h

2

−h
2

· · ·
∫ h

2

−h
2

irRrf(zei(θ1+···+θr))dθ1 · · · dθr

∣∣∣∣∣

p) 1
p

≤
∫ h

2

−h
2

· · ·
∫ h

2

−h
2

(
sup
a∈Γ

∫

D

|Rrf(zei(θ1+···+θr))|p
) 1

p

dθ1 · · · dθr

= hr||Rrf(z)||Aµ
.

(ii) 当 0 < p < 1 时. 同理于 (2.1) 式证明, 可得

||4r
hf(z)||pAµ

= ||−→4r
hf(z)||pAµ

=
1
2π

sup
a∈Γ

∫

D

∫ 2π

0

|−→4r
hf(zeiθ)|pdθdµa(z). (2.3)

令 gz(eiθ) = f(zeiθ). 易知

−→4r
hf(zeiθ) =

r∑
j=0

(−1)j

(
r

j

)
f(zei(θ+jh)) =

−→4r
h,θgz(eiθ).

利用 (2.3) 式, 引理 2.1 和 (2.2) 式, 得

||4r
hf(z)||pAµ

=
1
2π

sup
a∈Γ

∫

D

∫ 2π

0

|−→4r
h,θgz(eiθ)|pdθdµa(z)

≤ C
1
2π

sup
a∈Γ

∫

D

hrp

∫ 2π

0

∣∣∣∣
∂r

∂θr
(gz(eiθ))

∣∣∣∣
p

dθdµa(z)

= Chrp 1
2π

sup
a∈Γ

∫

D

∫ 2π

0

∣∣Rrf(zeiθ)
∣∣p dθdµa(z)

≤ Chrp||Rrf(z)||pAµ
.

综合 (i) 和 (ii), 得

||∆r
hf(z)||Aµ

≤ Chr||Rrf(z)||Aµ
.

对上式两端取 sup0<h≤t, 引理得证.
定理 2.5 设 f ∈ Aµ, 0 < p < ∞, 0 < t ≤ 1, r ∈ N. 则 ωr(t, f,Aµ) ' K(f, tr;Aµ).
证 任取 g ∈ H(D) 且满足Rrg ∈ Aµ, 由引理 2.4 可知

ωr(t, f,Aµ) ≤ C(ωr(t, f − g,Aµ) + ωr(t, g,Aµ))

≤ C{||f − g||Aµ
+ tr||Rrg||Aµ

}.

故 ωr(t, f,Aµ) ≤ CK(tr, f,Aµ).
接下来证K(tr, f,Aµ) ≤ Cωr(t, f,Aµ).
取 k = [ 1

t
], 即 k ≤ 1

t
< k + 1. 由 Jackson 定理 [8], 易知存在并可构造出具体 k 次多项式

Pk(z), 有 ||f(z)− Pk(z)||Aµ
≤ Cωr(k−1, f,Aµ).
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直接计算, 易得中心差分的性质 [12]:

∆r
hxk = 0, k < r;

∆r
hxr = r!hr;

r∑
j=0

(
r

j

)
(−1)j(

r

2
− j)r+2l−1 = 0, ∀l ∈ N;

∆l
hf(x0) = hlf (l)(ξ),

其中min(x0 − lh
2
, · · · , x0 + lh

2
) < ξ < max(x0 − lh

2
, · · · , x0 + lh

2
).

记 Pk,rζ(eiθ) = Pk(z) = Pk(rζeiθ), 其中 z = rζeiθ, ζ ∈ ∂D. Pk,rζ(eiθ) 可看作关于 θ 的 k

次三角多项式. 由 Taylor 展开及上述中心差分性质可得

4r
hPk(z) =

r∑
j=0

(
r

j

)
(−1)jPk(zei( r

2−j)h)

=
r∑

j=0

(
r

j

)
(−1)jPk,rζ(ei(θ+( r

2−j)h))

=
∞∑

l=r

r∑
j=0

(
r

j

)
(−1)j(

r

2
− j)l h

l

l!
∂l

∂θl
(Pk,rζ(eiθ))

= hrirRrPk(z) +
∞∑

l=r+1

η(r, l)l−r hl

(l − r)!
ilRlPk(z), (2.4)

其中 − r
2

< η(r, l) < r
2
和当 l − r 为奇的非负整数时, η(r, l) = 0.

再由 Bernstein 不等式 (即引理 2.2) ||RPk(z)||Aµ
≤ k||Pk(z)||Aµ

, 可知

||RlPk(z)||Aµ
≤ kl−r||RrPk(z)||Aµ

. (2.5)

取 s = min{1, p}, 对于 |h| < C
k
≤ 1

k
, 其中常数 C = C(r, s) 与 k 无关. 故由 (2.4) 和 (2.5) 式

得

−||4r
hPk||sAµ

+ hrs||RrPk||sAµ
≤ ||4r

hPK − hrirRrPk||sAµ

≤ hrs||RrPk||sAµ

∞∑
l=1

h(r+2l)sk2s

((2l)!)s
≤ 1

2
hrs||RrPk||sAµ

. (2.6)

故对 t ≤ 1
k
, 可得

ωs
r(t, Pk,Aµ) ≤ ωs

r(t, Pk − f,Aµ) + ωs
r(t, f,Aµ)

≤ 2rs||Pk − f ||sAµ
+ ωs

r(
1
k
, f,Aµ) ≤ C(p, r)ωs

r(
1
k
, f,Aµ).

由 (2.6) 式可得

hrs||RrPk||sAµ
≤ 2||4r

hPk||sAµ
≤ 2Cωs

r(
1
k
, f,Aµ). (2.7)
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则通过 (2.7) 式及 Jackson 定理可推出

K(tr, f,Aµ) ≤ ||f − Pk||Aµ
+ tr||RrPk||Aµ

≤ ||f − Pk||Aµ
+ k−r||RrPk||Aµ

≤ C(ωr(
1
k
, f,Aµ) + |h|r||RrPk||Aµ

)

≤ Cωr(
1
k
, f,Aµ) ≤ Cωr(t, f,Aµ).

故K(tr, f,Aµ) ' ωr(t, f,Aµ).

3 Marchaud 型不等式

Riesz 型线性算子 Lk,rf :=
r∑

j=1

(−1)j+1
(

r
j

)
Rj

k,αf, 其中 Riesz 算子

Rk,α(f, z) :=
k∑

j=0

(
1−

(
j

k

)α)
Fj(z), α > 0. (3.1)

定理 3.1 对任 f ∈ Aµ, 有

K(f, trα;Aµ) ≤ Ctrα

(∫ 1

t

K(f, u(r+1)α;Aµ)
urα+1

du

)
.

证 记 j = [1/t], 0 < t < 1. 则

K(f, trα;Aµ) ≤ ||f − Lj,r+1f ||Aµ
+ trα||Rα(Lj,r+1f)||Aµ

≤ CK(f, j−α(r+1);Aµ) + trα||Rα(Lj,r+1f)||Aµ
. (3.2)

取 k 满足 2k ≤ j < 2k+1. 令

Lj,r+1f = Lj,r+1f − L2k,r+1f +
k∑

l=1

(L2l,r+1f − L2l−1,r+1f) + L1,r+1.

易得 L1,r+1f = C, 和Rα(L1,r+1f) = 0 及

||L2l,r+1f − L2l−1,r+1f ||Aµ
≤ CK(f, 2−α(r+1)(l−1);Aµ).

再由 Bernstein 不等式 (即引理 2.2), (3.2) 式可得

K(f, trα;Aµ) ≤ CK(f, j−α(r+1);Aµ) + trα

k−1∑
l=0

C2αlrK(f, 2−α(r+1)l;Aµ)

+CtrαjrαK(f, 2−α(r+1)k;Aµ).

最后利用K(f, u;Aµ) 和 uα 的单调性, 可得所需结果.
因 Fock 空间 Ap

m 为 Aµ 空间特例, 故由定理 2.5 和定理 3.1, 易知
推论 3.2 对任 f ∈ Ap

m 和 r, k ∈ N, α > 0, 有

ωr(t, f, Ap
m) ' K(f, tr;Ap

m);

K(f, trα;Ap
m) ≤ Ctrα

(∫ 1

t

K(f, u(r+1)α;Ap
m)

urα+1
du

)
.
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EQUIVALENCE OF K-FUNCTIONAL AND MODULUS OF

SMOOTHNESS IN HOLOMORPHIC Aµ SPACES

CHEN Ying-wei, WANG Zhan-jing, WANG Zhi-jun
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Shijiazhuang 050061,China)

Abstract: In this paper, we study the relation between K-functional and modulus of

smoothness in Aµ spaces on starlike circular domain of Cn and get Bernstein inequality. A kind of

K-functional is introduced by the radial derivative to obtain the equivalence of K-functional and

the moduli of smoothness and Marchaud inequation, which extend the previous results.

Keywords: Aµ space; K-functional; modulus of smoothness; Bernstein inequality in real

function spaces.
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