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熵损失函数下的信度模型
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摘要: 本文研究了信度模型问题. 利用熵损失函数, 获得了风险保费的信度估计和经验 Bayes

信度估计. 所获结果是对现有风险保费信度估计和经验 Bayes 信度估计的一个补充.
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1 引言

在风险理论[1]中, 如何对风险定义合适的保费是非常重要的. 在对风险定价时, 必须考虑
到投保人的情况. 由于投保人年龄、性别等的不同, 他们的保费也有所不同. 这种保费的不一
致性, 称此风险具有非齐次性. 制定这种风险的保费通常采用信度理论[2,3].
在信度理论中, 假设风险 X 可以由风险参数 Θ 识别. 由于风险的非齐次性, Θ 是一个随

机变量, 它的取值服从分布 π(θ), 称为结构分布或经验分布. 风险 X 具有一系列观测值, 根据
这些观测值估计或预测未来的风险 X. 信度原理就是利用先验分布 π(θ) 与样本信息估计风
险保费的一种方法.
但是大部分信度理论的结果都是在纯保费原理下获得的, 而纯保费不能满足保费的正

的安全负荷. 解决这个问题的办法之一是通过修改损失函数. 这种想法最早是由 Gerber[4]提
出, 他将平方损失函数修改为指数加权平方损失函数, 得到了 Esscher 保费原理下的风险保
费的信度估计. Furman, Zitikis 在广义加权损失函数[5]下, 温利民分别在新型广义加权损失
函数[6]、Linex 损失函数[7]、指数损失函数[8]等损失函数下, 张佳佳在相对损失函数[9]下研究

了信度模型问题.
利用熵损失函数已经有如下的研究: 文献 [10] 研究了熵损失函数下两参数广义指数分

布形状参数的 Bayes 估计, 文献 [11] 研究了在熵损失函数下定数截尾情形的参数估计, 文献
[12] 研究了熵损失函数下广义线性混合模型协方差矩阵谱的分解估计等等. 目前作者还未见
有报道利用熵损失函数研究信度模型.
本文将在熵损失函数下, 考虑风险保费的信度估计与保费估计. 全文分为四节, 第二节给

出信度模型的基本假设, 第三节给出熵损失函数下的信度估计, 最后给出多合同信度模型.

2 信度模型的基本假设

我们定义熵损失函数:

L(X, P ) =
P

X
− ln

P

X
− 1. (2.1)
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假设 1 非负随机变量 X 可以由风险参数 Θ 来识别, 风险参数的先验分布为 π(θ).
假设 2 给定 Θ, 随机变量序列 X1, X2, · · · , Xn 独立同分布于 X, 具有相同的分布函数

FX(x, θ), 记 Xn = (X1, X2, · · · , Xn) 表示到时刻为止的索赔经历.
当风险参数 Θ 已知时, 可以用 Θ 的某个函数来预测第 n + 1 年的损失 Xn+1.
定理 2.1 在熵损失函数 (2.1) 下, 若风险参数 Θ 已知, 则第 n + 1 年的损失 Xn+1 的最

优预测为

H(X|Θ) =
1

E(X−1|Θ)
. (2.2)

由于 Cov(X−1, X|Θ) ≥ 0, 则 H(X|Θ) ≥ E(X|Θ), 其中 E(X|Θ) ≥ 0 为纯保费. 因此风险保
费 H(X|Θ) 具有正的安全负荷.
在实际中, 风险参数 Θ 是未知的, 因此风险保费 H(X|Θ) 需要由样本来估计.

3 风险保费的估计

若没有索赔样本, 即 n = 0 时, 可以用一个常数来估计风险保费 H(X|Θ).
首先用某个常数 C 来预测第 n + 1 年的损失 Xn+1, 在熵损失函数 (2.1) 下求解

min
C

E[L(Xn+1, C)] = min
C

E[
C

Xn+1

− ln
C

Xn+1

− 1],

得到

C =
1

E[X−1|Θ]
:= HC(X),

称 HC(X) 为聚合保费.
其次, 用某个常数 R 来估计风险保费 H(X|Θ), 即求解

min
R

E[L(H(X|Θ), R)] = min
R

E[
R

H(X|Θ)
− ln

R

H(X|Θ)
− 1],

得到

R =
1

E[H(X|Θ)|Θ]
:= HR(X),

称 HR(X) 为风险保费的聚合估计.
根据第二节的假设, 我们有样本 X1, X2, · · · , Xn, 在此基础上来估计风险保费 H(X|Θ),

假设 L 为 Xn 的可测函数类.
定理 3.1 在熵损失函数 (2.1) 下, 得到 Xn+1 的最优预测为

HC(Xn) =
1

E[X−1
n+1|Xn]

,

称 HC(Xn) 为熵损失函数 (2.1) 下的 Bayes 保费.
证 由 Bayes 定理, 求解下列最小化问题

min
h∈L

E[L(Xn+1, h(Xn))] = min
h∈L

E[
h(Xn)
Xn+1

− ln
h(Xn)
Xn+1

− 1|Xn].
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设

φ = E[
h(Xn)
Xn+1

− ln
h(Xn)
Xn+1

− 1|Xn].

令 ∂φ
∂h

= 0, 可以得到以下方程

E[
1

Xn+1

− 1
h(Xn)

|Xn] = 0,

于是

h(Xn) =
1

E[X−1
n+1|Xn]

:= HC(Xn).

定理得证.
定理 3.2 在熵损失函数 (2.1) 下, 风险保费的最优估计为

HR(Xn) =
1

E[H(X|Θ)−1|Xn]
,

称为熵损失函数 (2.1) 下的风险保费的 Bayes 估计.
证 求解下列问题

min
h∈L

E[L(H(X|Θ), h(Xn))] = min
h∈L

E[
h(Xn)

H(X|Θ)
− ln

h(Xn)
H(X|Θ)

− 1|Xn],

可以得到定理的结论.
例 设 X1, X2, · · · , Xn, Xn+1 在风险参数 Θ = θ 给定时为独立同分布的随机变量, 且

Xi ∼ U(a, θ), θ ∼ U(c, d), 其中 a, c, d 已知, a > 0, c > 0, 则

f(X|θ) =
1

θ − a
, π(θ) =

1
d− c

,

那么聚合保费为

HC(X) =
1

E[X−1|Θ]
=

θ − a

ln θ − ln a
.

聚合估计为

HR(X) =
1

E[H(X|Θ)|Θ]
=

θ − a

ln θ − ln a
.

而

π(θ|Xn) =
(1− n)(θ − a)−n

(d− a)−n+1 − (c− a)−n+1
,

因此 Bayes 保费为

HC(Xn) =
1

E[X−1
n+1|Xn]

=
(d− a)−n+1 − (c− a)−n+1

(1− n)
∫ d

c

(θ − a)−n+1 ln(
θ

a
)dθ

.

Bayes 估计为

HR(Xn) =
1

E[H(X|Θ)−1|Xn]
=

(d− a)−n+1 − (c− a)−n+1

(1− n)
∫ d

c

(θ − a)−n+1 ln(
θ

a
)dθ

.
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4 多合同信度模型

4.1 基本假设

假设有 k 个被保险人的保单组合, 每份保单都有若干年索赔记录, 则数据样本为
{Xij , i = 1, 2, · · · , k, j = 1, 2, · · ·ni}. 由于风险的非齐次性, 对每份保单有一种风险属性 Θi.
我们的目标是估计 E(Xi,n+1|Θi.) = µ(θi).
设 Xi = (Xi1, Xi2, · · · , Xini

)′ 表示第 i 份保单的索赔经历, ni 表示第 i 份保单索赔样本

的容量, 记
Xnik = (X ′

1, X
′
2, · · · , X ′

k)
′

为所有的索赔样本.
结合经典 Bühlmann-Straub 模型, 提出 3 下面几个假设:
假设 4.1 对第 i 份合同, i = 1, 2, · · · , k, 给定风险参数 Θi = θi, 随机变量序列

{Xij , j = 1, 2, · · ·ni} 独立同分布, 且条件期望与方差为

E(X−1
ij |Θi) = µ(θi),Var(X−1

ij |Θi) = s2(θi), i = 1, 2, · · · , k; j = 1, 2, · · · , ni.

假设 4.2 随机变量 Θ1,Θ2, · · · ,Θk 相互独立, 并且具有相同的先验分布 π(θ).
假设 4.3 合同 {(Xi,Θi), i = 1, 2, · · · , k} 之间相互独立.
为了方便, 作以下符号的假定:

E[µ(θi)] = µ,E(s2(θi))=s2,Var(µ(θi)) = σ2.

可以验证

E[X−1
ij ] = µ,Var(X−1

ij ) = σ2, i = 1, 2, · · · , k; j = 1, 2, · · · , ni.

4.2 信度估计

在多合同模型下, 熵损失函数 (2.1) 下第 i 个合同的风险保费为

P (Θi) =
1

E[X−1
ij |Θi]

, i = 1, 2, · · · , k.

Bayes 保费为

HCi
(Xnik) =

1
E[µ(θi)|Xnik]

.

要求得 Bayes 保费, 必须知道 Θi 与所有样本的联合分布. 而在实际运用中, 一般很难知
道样本的具体分布, 特别是先验分布的具体形式. 因此用 Bayes 保费来定价保险产品受到很
大的限制. 但是, 若将 µ(θi) 限定在样本的线性函数类

{µ̂(θi) = h0 +
k∑

m=1

ni∑
l=1

hmlX
−1
ml , h0, hml ∈ R}

中, 则可得到样本的最优线性估计, 在信度理论中称之为信度保费.
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为求第 i 个合同的信度保费, 我们先求解下面的最小化问题

min
h0,hml∈R

E[(µ(θi)− h0 −
k∑

m=1

ni∑
l=1

hmlX
−1
ml )

2]. (4.1)

求解上式得到下面的定理.
定理 4.1 在多合同模型 4.1–4.3 的假设下, 求解 (4.1) 式得到 µ(θi) 的最优线性估计

µ̂(θi) = Ziµi + (1− Zi)µ,

其中信度因子为 Zi = niσ
2

niσ2+s2 , 且 µi = 1
ni

ni∑
l=1

X−1
ml , hm· =

ni∑
l=1

hml.

证 为下面记号方便, 令

ϕ = E[(µ(θi)− h0 −
k∑

m=1

ni∑
l=1

hmlYml)2],

其中 Yml = X−1
ml .

首先关于 h0 求导并令导数为 0, 即 ∂φ
∂h0

= 0, 得到

h0 = E[(µ(θi)−
k∑

m=1

ni∑
l=1

hmlYml)] = µ− µ

k∑
m=1

ni∑
l=1

hml,

将上式带人 ϕ 中, 于是

ϕ = E[(µ(θi)− µ + µ

k∑
m=1

ni∑
l=1

hml −
k∑

m=1

ni∑
l=1

hmlYml)2],

对上式两边关于 hm′l′ 求导, 其中m′ = 1, 2, · · · , k; l′ = 1, 2, · · · , ni, 并且令
∂φ

∂hm′l′
= 0, 于是

E[(µ(θi)− µ + µ

k∑
m=1

ni∑
l=1

hml −
k∑

m=1

ni∑
l=1

hmlYml)(µ− Ym′l′)] = 0,

化简后得到

Cov(µ(θi), Ym′l′) =
k∑

m=1

ni∑
l=1

hmlCov(µ(θi), Ym′l′) =
ni∑
l=1

hm′lCov(Ym′l, Ym′l′), (4.2)

而

Cov(Ym′ l, Ym′l′) = E[Cov(Ym′l, Ym′l′)|Θ] + Cov(E(Ym′ l|Θ, Ym′l′ |Θ)),

那么当 l′ 6= l 时, Cov(Ym′l, Ym′l′) = σ2, 当 l′ = l 时, Cov(Ym′l, Ym′l′) = s2 + σ2, 且

Cov(µ(θi), Ym′l′) =

{
0, m′ 6= i,

σ2, m′ = i,



No. 6 王娜娜: 熵损失函数下的信度模型 1377

于是 (4.2) 式可化为 



ni∑
l=1

hm′lσ
2 + hm′l′s

2 = 0, m′ 6= i,

ni∑
l=1

hm′lσ
2 + hm′l′s

2 = σ2, m′ = i,
(4.3)

由 (4.3) 式可得m′ 6= i 时, hm′l=− σ2

s2 hm′ , m′ = i 时, hi′l=σ2

s2 (1− hi·). 即

m′ 6= i, hm′l = 0; m′ = i, hi′l =
σ2

niσ2 + s2
.

因此 µ(θi) 的最优线性信度估计为

µ̂(θi) = µ− µ
k∑

m=1

ni∑
l=1

hml +
k∑

m=1

ni∑
l=1

hmlYml

= µ− µ
ni∑
l=1

hil +
ni∑
l=1

hilYil

= µ− µ
ni∑
l=1

σ2

niσ2+s2 +
ni∑
l=1

σ2

niσ2+s2 Yil

= niσ
2

niσ2+s2 µ̄i + s2

niσ2+s2 µ

= Ziµ̄i + (1− Zi)µ.

定理得证.

注 1 若 n1 = n2 = · · · = ni = n, 此时称为平衡模型, 于是 Zi = nσ2

nσ2+s2 , µ̄i = 1
n

n∑
l=1

Yml.

注 2 若 s2 →∞, 则 Zi → 0, 此时有 µ̂(θi) → µ.

注 3 若 σ2 →∞, 则 Zi → 1, 此时有 µ̂(θi) → µ̄i.

命题 E[(µ(θi)− µ̂(θi))2] = Zi
s2

ni
.

证

E[(µ(θi)− µ̂(θi))2] = E[(µ(θi)− Ziµ̄i + (1− Zi)µ)2]

= E[(µ(θi)− µ̄i + (1− Zi)(µ̄i − µ))2]

= E[(µ(θi)− µ̄i)2] + 2(1− Zi)E[(µ(θi)− µ̄i) · (µ̄i − µ)]

+(1− Zi)2E[(µ̄i − µ)2]

=
s2

ni

+ 2(1− Zi)(−s2

ni

) + (1− Zi)2(
s2

ni

+ σ2)

= (1− Zi)σ2 = Zi · s2

ni

.
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CREDIBILITY MODELS UNDER THE ENTROPY LOSS

FUNCTION

WANG Na-na

(Department of Basic, Yichun Vocational Technical College, Yichun 336000, China)

Abstract: In this paper, we study the problem of the reliability model. Using entropy loss

function, we obtain the credibility estimator and empirical Bayes estimator of risk premium. The

result is a complement to the existing risk premium reliability estimation and empirical Bayes

reliability estimation.
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