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摘要: 本文研究了随机环境中单链
−→
X 的强遍历性, 得到了单链强遍历的充分条件以及与强遍

历性等价的一些形式. 利用鞅收敛定理, 给出了单链强遍历下尾的结构, 最后证明了在环境平稳的条件

下, 强遍历、平凡尾、弱遍历三者之间的关系, 推广了经典马氏链理论中相应的结果.
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1 引言

在经典马氏链及马氏过程的理论中, 强遍历性曾被很多学者所研究. 特别是离散时间马
氏链强遍历性的研究, 成果比较丰富. 如 Paz[1] 讨论了状态可数的非齐次马氏链的强遍历性,
并给出了若干判定条件. Madsen[2] 研究了可由随机核序列所表示的马氏过程的强遍历性, 得
到了马氏过程是强遍历的一些充分条件, 同时也研究了强遍历条件下马氏过程的性质. 国内
的一些学者, 如杨卫国 [6,7] 引入了非齐次马氏链绝对平均强遍历性的概念, 并给出了马氏链
满足绝对平均强遍历性的条件, 并利用此种强遍历性解决了熵率的存在性问题以及讨论了其
在马氏决策过程和信息论中的一些应用. 但是有关随机环境中的马氏链强遍历性这方面的研
究工作及相关的文献并不多, 这是由于受到环境因素的影响, 相关问题的研究无论从概念或
是方法上相比较经典情形而言都要复杂一些. 其实在这些问题的研究中, 我们往往并不是直
接处理单链

−→
X 的遍历性, 对单链遍历性的研究往往是从

−→
θ 链开始的. 在对

−→
θ 链相关的问题

研究清楚之后, 我们进而再研究单链. 在这一方面 Cogburn[3,4] 做的工作比较早, 同时他也获
得了一些很有用的结果. 另外李应求 [8,9] 引入了初始时间在任意点的强遍历性及一致强遍历

性等概念, 研究了
−→
θ 链是强遍历及一致强遍历的条件. 考虑到

−→
θ 链本身就是一种非齐次的

马氏链, 因而相关的研究往往可以借鉴经典马氏链的研究方法.

本文拟在前人工作的基础上对这方面问题作一些探讨, 首先引入单链强遍历与 χ - 一致
强遍历的定义, 围绕这些定义讨论了相应的充分条件, 同时也得到了与定义等价的一些形式.
并利用鞅这一强有力的工具刻画了单链强遍历条件下尾的结构, 最后对强遍历、弱遍历、尾
三者之间的关系做了必要的概括.

2 基本概念
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设 Z 表示整数集, Z+ 表示非负整数集, χ 是至多可数集, A 是定义在其上的 σ - 代数,
(Θ,B) 是一可测空间, {P (θ)}θ∈Θ 是转移概率族, 若存在概率空间 (Ω,F , P ) 及定义在其上且
分别取值于 χ 和 Θ 的随机变量序列 {Xn}n∈Z+ 及 {ξn}n∈Z , 满足

P (X0 ∈ A|−→ξ ) = P (X0 ∈ A|−→ξ 0
−∞) a.s. ∀A ∈ A, (2.1)

P (Xn+1 ∈ A|−→Xn
0 ;
−→
ξ ) = P (ξn;Xn, A) a.s. ∀A ∈ A, (2.2)

则称 {Xn}n∈Z+ 为随机环境 {ξn}n∈Z 中的马氏链. 给定转移概率族 {P (θ)}θ∈Θ, 必存在概率

空间 (Ω,F , P ) 及其上满足 (2.1) 及 (2.2) 式的随机变量序列 {Xn}n∈Z+ 及 {ξn}n∈Z . 事实上,
对于 (χ,A) 上的分布 ν, 设 C(A0 × · · · ×An) (Ai ∈ A, i = 1, 2, · · · , n) 是以 A0 × · · · ×An 为

底的柱集,

P
−→
θ

ν (C(A0 × · · · ×An)) =
∫

A0

ν(dx0)
∫

A1

P (θ0;x0, dx1) · · ·
∫

An

P (θn−1;xn−1, dxn).

另外假设 π是 (ΘZ ,BZ)上的分布, Pν(A×F ) =
∫

F
P
−→
θ

ν (A)π(d
−→
θ ), {X̃n}n∈Z+ , {ξ̃n}n∈Z 分别是

定义在 (χZ+ ,AZ+)及 (ΘZ ,BZ)且取值于 (χ,A)、(Θ,B)上的坐标过程,令Ω = χZ+×ΘZ ,F =
AZ+ × BZ , ∀ω = (−→x ,

−→
θ ) ∈ Ω, Xn(ω) = X̃n(−→x ), ξn(ω) = ξ̃n(

−→
θ ), 不难验证 {Xn}n∈Z+ 为随

机环境 {ξn}n∈Z 中的马氏链, 验证的方法类似于文献 [5], 且 {Xn}n∈Z+ 的初始分布就是 ν. 记

P
ν,
−→
θ
(A×ΘZ) = P

−→
θ

ν (A). 事实上, P
ν,
−→
θ
(A×ΘZ) = Pν(A×ΘZ |−→ξ =

−→
θ ), 由 (2.2) 式, 在给定

−→
ξ 的一个现实

−→
θ 的条件下, {Xn}n∈Z+ 是非齐次的马氏链, 一般称之为

−→
θ 链. 需要指出的

是虽然我们的目的是对单链
−→
X 相关的问题进行研究, 但在讨论问题时却往往可以先从

−→
θ 链

入手. 令 P (θ0, · · · , θn−1) = P (θ0) · · ·P (θn−1).
定义 2.1 若存在分布 q(y), 使得 ∀m ∈ Z+ 及 ∀x ∈ χ, 都有

lim
n→∞

∑
y∈χ

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)| = 0,

则称
−→
θ 链是强遍历的. 若

π{−→θ ∈ ΘZ : lim
n→∞

∑
y∈χ

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)| = 0} = 1,

则称单链
−→
X 是强遍历的.

定义 2.2 若存在分布 q(y), 使得 ∀m ∈ Z+ 有

lim
n→∞

sup
x

∑
y∈χ

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)| = 0,

则称
−→
θ 链是 χ 一致强遍历的. 若

π{−→θ ∈ ΘZ : lim
n→∞

sup
x

∑
y∈χ

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)| = 0} = 1,

则称单链
−→
X 是 χ 一致强遍历的.
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称行向量相同的随机矩阵为常数随机矩阵, 显然
−→
θ 链是 χ 一致强遍历的的一个等价的

形式是存在常数随机矩阵 Q, 使得 lim
n→∞

‖P (θm, · · · , θm+n−1)−Q‖ = 0.

定义 2.3 若 ∀m ∈ Z+ 及 ∀x, y ∈ χ, 都有

π{−→θ : lim
n→∞

∑
z

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, z)− P (θm, · · · , θm+n−1; y, z)| = 0} = 1,

则称单链
−→
X 是弱遍历的.

显然, 若单链
−→
X 是强遍历的, 则其必是弱遍历的. 但反之不真.

例 设 χ = Z,Θ = {0, 1}, η 是 (Θ,B) 上的分布, η({0}) = η({1}) = 1
2
.π = ηZ , 则 π 是

(ΘZ ,BZ) 上的平稳分布. 令 P, Q 是常数随机矩阵, 且 P 6= Q,P (0) = P, P (1) = Q, 则单链
−→
X

是弱遍历的, 但其不是强遍历的. 事实上, 令

τ0
0 (
−→
θ ) = inf{k ≥ 0 : θk = 0}, τ 0

n(
−→
θ ) = inf{k > τ0

n−1(
−→
θ ) : θk = 0},

τ1
0 (
−→
θ ) = inf{k ≥ 0 : θk = 1}, τ 1

n(
−→
θ ) = inf{k > τ1

n−1(
−→
θ ) : θk = 1},

B = {−→θ : ∀n ∈ Z+, τ 0
n(
−→
θ ) < ∞, τ 1

n(
−→
θ ) < ∞}.

易证 π(B) = 1,∀−→θ ∈ B 及 ∀n ∈ Z+, 显然 P (θm, · · · , θm+n−1) = P 或 Q, 因而

∑
z

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, z)− P (θm, · · · , θm+n−1; y, z)| = 0,

从而单链
−→
X 是弱遍历的. 令 τ0

n(
−→
θ ) = n0, τ

1
n(
−→
θ ) = n1, 于是

P (θ0, · · · , θn0) = P, P (θ0, · · · , θn1) = Q,

这说明单链
−→
X 不是强遍历的.

3 强遍历性的判定及其性质

在对
−→
θ 链是否为强遍历的判定过程中, 我们可以将定义 2.1 中的条件进行适当的弱化.

定理 3.1 设 q(y) 是 (χ,A) 上的概率分布.
(1) 若存在m0 ∈ Z+, 对任意的 x ∈ χ,

lim
n→∞

∑
y∈χ

|P (θm0 , · · · , θm0+n−1;x, y)− q(y)| = 0,

则对任意的m ≤ m0,m ∈ Z+, 都有

lim
n→∞

∑
y∈χ

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)| = 0.

(2) 存在单调递增数列 {mi}, mi →∞, 且对于每个mi 及任意的

x ∈ χ, lim
n→∞

∑
y∈χ

|P (θmi
, · · · , θmi+n−1;x, y)− q(y)| = 0,
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则
−→
θ 链是强遍历的.
证 (1) 不妨假设m < m0,m ∈ Z+, 则

∑
y

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)|

=
∑

y′

∑
y

|P (θm, · · · , θm0−1;x, y
′
)[P (θm0 , · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)]|

≤
∑

y

∑

y′

P (θm, · · · , θm0−1;x, y
′
)|P (θm0 , · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)|,

(3.1)

由控制收敛定理

lim
n→∞

∑
y

∑

y′

P (θm, · · · , θm0−1;x, y
′
)|P (θm0 , · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)|

=
∑

y′

P (θm, · · · , θm0−1;x, y
′
) lim

n→∞

∑
y

|P (θm0 , · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)|

= 0,

(3.2)

则

lim
n→∞

∑
y∈χ

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)| = 0.

(2) 对任意的m ∈ Z+, 总存在mi,m ≤ mi, 且

lim
n→∞

∑
y∈χ

|P (θmi
, · · · , θmi+n−1;x, y)− q(y)| = 0,

由 (1),
lim

n→∞

∑
y∈χ

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)| = 0.

故
−→
θ 链是强遍历的.
而对

−→
θ 链是 χ - 一致强遍历的判定, 也有和定理 3.1 类似的结果.

定理 3.2 (1) 若存在m0 ∈ Z+ 及常数矩阵 Q, 使得

lim
n→∞

‖P (θm0 , · · · , θm0+n−1)−Q‖ = 0,

则对任意的m ≤ m0,m ∈ Z+, 都有

lim
n→∞

‖P (θm, · · · , θm+n−1)−Q‖ = 0.

(2) 存在单调递增数列 {mi}, mi →∞, 且对于每个mi, 都有

lim
n→∞

‖P (θmi
, · · · , θmi+n−1)−Q‖ = 0,

则
−→
θ 链是 χ - 一致强遍历的.
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证 (1) 不妨假设m < m0,m ∈ Z+, q(y) 是矩阵 Q 位于 y 列上的元素, 于是

lim
n→∞

‖P (θm, · · · , θm+n−1)−Q‖ = lim
n→∞

sup
x

∑
y

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)|

= lim
n→∞

sup
x

∑
y

|
∑

y′

P (θm, · · · , θm0−1;x, y
′
)[P (θm0 , · · · , θm+n−1; y

′
, y)− q(y)]|

≤ lim
n→∞

sup
x

∑

y′

∑
y

P (θm, · · · , θm0−1;x, y
′
)|P (θm0 , · · · , θm+n−1; y

′
, y)− q(y)|

≤ lim
n→∞

sup
x

∑

y′

∑
y

P (θm, · · · , θm0−1;x, y
′
) · sup

y′

∑
y

|P (θm0 , · · · , θm+n−1; y
′
, y)− q(y)|

= lim
n→∞

sup
y′

∑
y

|P (θm0 , · · · , θm+n−1; y
′
, y)− q(y)|.

(3.3)

注意到

sup
y′

∑
y

|P (θm0 , · · · , θm+n−1; y
′
, y)− q(y)| = ‖P (θm0 , · · · , θm0+n−1)−Q‖ → 0,

则对任意的m ≤ m0,m ∈ Z+, 都有 lim
n→∞

∑
y∈χ

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, y)− q(y)| = 0.

(2) 对任意的m0 ∈ Z+,总存在mi ≥ m,且 lim
n→∞

‖P (θmi
, · · · , θmi+n−1)−Q‖ = 0,由 (1),

lim
n→∞

‖P (θm, · · · , θm+n−1)−Q‖ = 0,

故
−→
θ 链是 χ - 一致强遍历的.
在定义 2.1 中, 分布 q(y) 与m 是无关的, 但在验证单链的强遍历性时, 可以忽略这一信

息. 事实上, 将 q(y) 换成 q(m)(y), 也不会影响结果.
定理 3.3 若对任意的m ∈ Z+, 都存在 (χ,A) 上的分布 q(m)(·), 使得对任意的 x ∈ χ, 有

π{−→θ : ∀y ∈ χ, lim
n→∞

P (θm, · · · , θm+n−1;x, y) = q(m)(y)} = 1,

则
−→
X 是强遍历的.
证 令 B =

⋂
m

⋂
x

{−→θ : ∀y ∈ χ, lim
n→∞

P (θm, · · · , θm+n−1;x, y) = q(m)(y)}, 则 π(B) = 1. 对

任意的
−→
θ ∈ B, 由于

P (θ0, · · · , θm+n−1;x, y) =
∑

z

P (θ0, · · · , θm−1;x, z)P (θm, · · · , θm+n−1; z, y),

令 µ({z}) = P (θ0, · · · , θm−1;x, z), 则
∫

χ
µ(dz) = 1. 由控制收敛定理

lim
n→∞

P (θ0, · · · , θm−1;x, y) = lim
n→∞

∫

χ

P (θm, · · · , θm+n−1; z, y)µ(dz)

=
∫

χ

lim
n→∞

P (θm, · · · , θm+n−1; z, y)µ(dz) = q(m)(y).
(3.4)
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注意到 lim
n→∞

P (θ0, · · · , θm+n−1;x, y) = q(0)(y), 则 q(m)(y) = q(0)(y). 令 q(y) = q(0)(y), 则

lim
n→∞

∑
z

P (θm, · · · , θm+n−1;x, z) = 1 =
∑

z

q(z) =
∑

z

lim
n→∞

P (θm, · · · , θm+n−1;x, z),

于是由 Fatou 引理, 有

lim
n→∞

∑
z

[P (θm, · · · , θm+n−1;x, z) + q(z)]− lim
n→∞

∑
z

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, z)− q(z)|

= lim
n→∞

∑
z

[P (θm, · · · , θm+n−1;x, z) + q(z)− |P (θm, · · · , θm+n−1;x, z)− q(z)|]

≥
∑

z

lim
n→∞

[P (θm, · · · , θm+n−1;x, z) + q(z)− |P (θm, · · · , θm+n−1;x, z)− q(z)|]

=
∑

z

lim
n→∞

[P (θm, · · · , θm+n−1;x, z) + q(z)]− lim
n→∞

∑
z

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, z)− q(z)|,

(3.5)

故

lim
n→∞

∑
z

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, z)− q(z)| ≤
∑

z

lim
n→∞

|P (θm, · · · , θm+n−1;x, z)− q(z)| = 0,

则
−→
X 是强遍历的.
在单链强遍历的定义中, 可以理解为m 时刻单链从某固定点出发, 因而单链的初始分布

是退化的. 事实上, 下面的定理表明, 将初始的退化分布换成一般的分布对单链的强遍历性并
无影响.
定理 3.4 以下条件是等价的
(1)

−→
X 是强遍历的.

(2) 存在 (χ,A) 上的分布 q(y), 使得对任意的m ∈ Z+, x ∈ χ, 都有

π{−→θ : ∀y ∈ χ, lim
n→∞

P (θm, · · · , θm+n−1;x, y) = q(y)} = 1.

(3) 存在 (χ,A) 上的分布 q(y), 使得对 (χ,A) 上任意的分布 ν 及任意的m ∈ Z+, 都有

π{−→θ : ∀y ∈ χ, lim
n→∞

P
ν,
−→
θ
(Xn = y) = q(y)} = 1.

(4) 存在 (χ,A) 上的分布 q(y), 使得对 (χ,A) 上任意的分布 ν 及任意的m ∈ Z+, 都有

π{−→θ : ∀y ∈ χ, lim
n→∞

∑
y

|P
ν,
−→
θ
(Xn = y)− q(y)| = 0} = 1.

证 (1)、(2) 的等价性由定理 3.3 可知 (3)⇒(2) 是显然的. 下面证明 (2)⇒(3), 由控制收
敛定理,

P
ν,
−→
θ
(Xn = y) =

∫

χ

P
x,
−→
θ
(Xn = y)ν(dx)

→
∫

χ

lim
n→∞

P
x,
−→
θ
(Xn = y)ν(dx) =

∫

χ

lim
n→∞

P (θm, · · · , θm+n−1;x, y)ν(dx) = q(y),
(3.6)
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故 (2)⇒(3).
(4)⇒(3) 是显然的. 下面证明 (1)⇒(4). 由控制收敛定理, 有

lim
n→∞

∑
y

|P
ν,
−→
θ
(Xn = y)− q(y)| = lim

n→∞

∑
y

|
∫

χ

P
x,
−→
θ
(Xn = y)ν(dx)− q(y)|

≤ lim
n→∞

∫

χ

∑
y

|P
x,
−→
θ
(Xn = y)− q(y)|ν(dx)

=
∫

χ

lim
n→∞

∑
y

|P
x,
−→
θ
(Xn = y)− q(y)|ν(dx) = 0.

(3.7)

上述的四个条件中, (4) 最强, (2) 最弱, 在判断单链的强遍历性时, 用 (2) 最方便, 而在处
理强遍历性的性质时, 用 (4) 则最好.
单链若是强遍历的则会直接影响到尾的结构, 下面的结论则刻画了这一事实.

定理 3.5 设
−→
X 是强遍历的, F∞ =

∞⋂
n=1

σ(Xn, Xn+1, · · · ), ν 是 (χ,A) 上的分布, 则

∀M ∈ F∞, P
ν,
−→
θ
(M) = 0 或 1.

证 由于
−→
X 是强遍历的, 则存在 B ∈ BZ 及 (χ,A) 上的分布 q(y), 满足 π(B) = 1, 且

∀−→θ ∈ B, P
ν,
−→
θ
(Xn = y) → q(y). 令 A = {Xn = y i.o.}, 则

P
ν,
−→
θ
(A) = lim

n→∞
P

ν,
−→
θ
(
∞⋃

m=n

{Xm = y}) ≥ lim
n→∞

P
ν,
−→
θ
(Xn = y) = q(y), (3.8)

若 q(y) > 0,则P
ν,
−→
θ
(A) > 0.设A

′ ⊆ A,A
′ ∈ F∞, P

ν,
−→
θ
(A

′
) > 0,F≤n = σ(X0, · · · , Xn),F∞ =

∞∨
n=0

F≤n. 由鞅收敛定理, 有

P
ν,
−→
θ
(A

′ |F≤n) → P
ν,
−→
θ
(A

′ |F∞) = IA′ a.s.,

对任意的 γ ∈ (0, 1), 令 E(n) = {z : P
ν,
−→
θ
(A

′ |Xn = z) > γ}. 由于

P
ν,
−→
θ
(A

′ |F≤n) = P
ν,
−→
θ
(A

′ |Xn) =
∑

z

P
ν,
−→
θ
(A

′ |Xn = z) · I{Xn=z} → IA′ , (3.9)

因而 ∀ω ∈ A
′
, 存在正整数 N, 当 n ≥ N 时, 若 Xn(ω) = z, 就有 P

ν,
−→
θ
(A

′ |Xn = z) > γ. 则

ω ∈ lim
n→∞

{Xn ∈ E(n)}, 从而 A
′ ⊆ lim

n→∞
{Xn ∈ E(n)}. 同样地, ∀ω ∈ (A

′
)c, 存在正整数 N,

当 n ≥ N 时, 若 Xn(ω) = z, 就有 P
ν,
−→
θ
(A

′ |Xn = z) ≤ γ. 则 ω ∈ lim
n→∞

{Xn /∈ E(n)}, 从而
lim

n→∞
{Xn ∈ E(n)} ⊆ A

′
. 于是便有

lim
n→∞

{Xn ∈ E(n)} = lim
n→∞

{Xn ∈ E(n)} = A
′
, (3.10)

因而 lim
n→∞

P
ν,
−→
θ
(Xn ∈ E(n)) = P

ν,
−→
θ
(A

′
). 由于 A

′ ⊆ {Xn = y i.o.}, ∀ω ∈ A
′
, 由 (3.10) 式,

ω ∈ lim
n→∞

{Xn ∈ E(n)}, 且存在 {nk}, 使得 Xnk
(ω) = y, Xnk

(ω) ∈ E(nk), 故 y ∈ E(nk). 这样便



1266 数 学 杂 志 Vol. 35

有 {Xnk
= y} ⊆ {Xnk

∈ E(nk)}. 由于

lim
k→∞

P
ν,
−→
θ
(Xnk

∈ E(nk)) = lim
n→∞

P
ν,
−→
θ
(Xn ∈ E(n)) = P

ν,
−→
θ
(A

′
), (3.11)

lim
k→∞

P
ν,
−→
θ
(Xnk

= y) = lim
n→∞

P
ν,
−→
θ
(Xn = y) = q(y), (3.12)

则 q(y) ≤ P
ν,
−→
θ
(A

′
), 这说明 A 中必含原子, 即存在 A0 ⊆ A,A0 ∈ F∞, A0 是原子.

设m ≤ n, 由于 {P
ν,
−→
θ
(Xm = y|F≥n)}n≥m 是反鞅, 则由反鞅收敛定理, 有

P
ν,
−→
θ
(Xm = y|Xn) = P

ν,
−→
θ
(Xm = y|F≥n) → P

ν,
−→
θ
(Xm = y|F∞) a.s., (3.13)

∀ω ∈ A0, 有 P
ν,
−→
θ
(Xm = y|F∞)(ω) = P

ν,
−→
θ
(Xm = y|A0), 同时注意到 A0 ⊆ A, 则存在正整数

数列 {nk}, Xnk
(ω) = y. 于是

P
ν,
−→
θ
(Xm = y|Xnk

)(ω) = P
ν,
−→
θ
(Xm = y|Xnk

= y), (3.14)

故

lim
k→∞

P
ν,
−→
θ
(Xm = y|Xnk

)(ω)

= lim
k→∞

P
ν,
−→
θ
(Xm = y|Xn)(ω) = P

ν,
−→
θ
(Xm = y|F∞)(ω) = P

ν,
−→
θ
(Xm = y|A0),

这样便有

lim
k→∞

P
ν,
−→
θ
(Xm = y|Xnk

= y) = P
ν,
−→
θ
(Xm = y|A0). (3.15)

注意到

lim
k→∞

P
ν,
−→
θ
(Xm = y|Xnk

= y)

= lim
k→∞

[P
ν,
−→
θ
(Xm = y)

P
ν,
−→
θ
(Xnk

= y|Xm = y)

P
ν,
−→
θ
(Xnk

= y)
] = P

ν,
−→
θ
(Xm = y),

P
ν,
−→
θ
(Xm = y|A0) = P

ν,
−→
θ
(Xm = y) ·

P
ν,
−→
θ
(A0|Xm = y)

P
ν,
−→
θ
(A0)

,

则 P
ν,
−→
θ
(A0|Xm = y) = P

ν,
−→
θ
(A0). 由于

lim
n→∞

P
ν,
−→
θ
(A0|Xm) = lim

n→∞
P

ν,
−→
θ
(A0|F≤m) = IA0 a.s., (3.16)

故

lim
k→∞

P
ν,
−→
θ
(A0|Xnk

)(ω) = lim
m→∞

P
ν,
−→
θ
(A0|Xm)(ω) = IA0(ω), (3.17)

因而 lim
k→∞

P
ν,
−→
θ
(A0|Xnk

= y) = 1, 而 lim
k→∞

P
ν,
−→
θ
(A0|Xnk

= y) = P
ν,
−→
θ
(A0), 于是就有

P
ν,
−→
θ
(A0) = 1, 从而 P

ν,
−→
θ
(A) = 1. 这说明 A 是 F∞ 中的原子.
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由于 q(y)是 (χ,A)上的分布,则必存在 y ∈ χ,使得 q(y) > 0,因而 P
ν,
−→
θ
(Xn = y i.o.) =

1, 且 {Xn = y i.o.} 是 F∞ 中的原子. 设M ∈ F∞, 则 P
ν,
−→
θ
(M ∩ {Xn = y i.o.}) = 0 或

P
ν,
−→
θ
(M ∩ {Xn = y i.o.}) = 1, 故 P

ν,
−→
θ
(M) = 0 或 1.

最后顺便指出, 虽然平凡尾未必能导出单链是强遍历的, 但却可以推出单链的弱遍历性,
这需要用到下面的引理.

引理 [4] 设 ν 为 (χ,A) 上的任意分布, 若对任意的 A ∈ F∞, P
ν,
−→
θ
(A) = 0 或 1. 则

∀m ∈ Z+, y ∈ χ, P
ν,
−→
θ
(Xm = y) > 0, 有

lim
n→∞

∑
z

|P
ν,
−→
θ
(Xm+n = z|Xm = y)− P

ν,
−→
θ
(Xm+n = z)| = 0. (3.18)

在 π 是平稳的前提下, 利用上面的引理, 我们不难得出强遍历、弱遍历、平凡尾三者的关
系.

命题
−→
X 强遍历的⇒ 对 (χ,A) 上的任意分布 ν, 及 π-a.e.

−→
θ , F∞ 关于 P

ν,
−→
θ
是平凡的

⇒−→X 弱遍历的.

命题的第一个推断即是定理 3.5, 下面证明第二个推断. 事实上, 若对 (χ,A) 上的任意分
布 ν,及 π-a.e.

−→
θ , F∞ 关于 P

ν,
−→
θ
是平凡的. 则 ∀x, y ∈ χ,只需令 ν = 1

2
(δx+δy), B = {−→θ : F∞

关于 P
ν,
−→
θ
是平凡的 },∀−→θ ∈ B, 由引理, 便有

lim
n→∞

∑
z

|P
ν,
−→
θ
(Xn = z|X0 = x)− P

ν,
−→
θ
(Xn = z)| = 0, (3.19)

lim
n→∞

∑
z

|P
ν,
−→
θ
(Xn = z|X0 = y)− P

ν,
−→
θ
(Xn = z)| = 0 (3.20)

于是

lim
n→∞

∑
z∈χ

|P (θ0, · · · , θn−1;x, z)− P (θ0, · · · , θn−1; y, z)|

≤ lim
n→∞

∑
z

(|P
ν,
−→
θ
(Xn = z|X0 = x)− P

ν,
−→
θ
(Xn = z)|

+ |P
ν,
−→
θ
(Xn = z|X0 = y)− P

ν,
−→
θ
(Xn = z)|)

=0,

从而

π{−→θ ∈ ΘZ : lim
n→∞

∑
z∈χ

|P (θ0, · · · , θn−1;x, z)− P (θ0, · · · , θn−1; y, z)| = 0} = 1,

由于 π 是平稳分布, 则
−→
X 是弱遍历的.
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STRONG ERGODICITY OF MARKOV CHAIN IN RANDOM

ENVIRONMENTS
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Abstract: This paper investigates the Strong ergodicity of Markov chain in random environ-

ments, obtain a sufficient condition of strong ergodicity for single-chain
−→
X in random environments

and some equivalent condition of strong ergodicity.use martingale convergence theorem we obtain

structure of tail under condition of strong ergodic ,then proved the relationship between strong

ergodic,weak ergodic and trivial tail in stationary environment,which improve the result of Markov

chain theory.
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