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摘要: 本文研究了一类椭圆型奇异摄动问题. 利用 Bakhvalov-Shishkin 网格上的差分方法, 获

得了数值解一致一阶收敛于真解的结果.
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1 引言

在许多实际问题中, 例如物理、化学、气象、地质及生物等领域会遇到大量的非线性奇
异摄动问题. 近年来, 关于对流扩散奇异摄动问题和一维奇异摄动问题, 已有了较多的研究成
果, 如文献 [1, 3] 等. 而相对来说, 二维奇异摄动问题方面的研究成果较少. 如文献 [4] 考虑了
一类椭圆型奇异摄动问题, 证明了该问题的解可分解为四部分, 并给出了每部分解的导数界.
文献 [5] 和文献 [6] 在层适应网格上, 运用有限元方法分析二维奇异摄动问题, 给出了数值解
的误差界. 另外, 文献 [7] 考虑了一类含两个小参数的二维问题, 给出了解的一种分解形式.
我们考虑一类椭圆型奇异摄动对流扩散问题:





Lu := −ε(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
) + b1(x, y)

∂u

∂x
+ b2(x, y)

∂u

∂y
+ c(x, y)u

= f(x, y), (x, y) ∈ Ω = (0, 1)2,

u|Γ = g(x, y), Γ = ∂Ω,

(1.1)

其中 ε 是一个常数, 满足 0 < ε ¿ 1. 系数 b1、b2、c、f 充分光滑, 且存在常数 β1、β2 使得

b1(x, y) ≥ 2β1 > 0, b2(x, y) ≥ 2β2 > 0, c(x, y) ≥ 0.
对于问题 (1.1) 的一种特殊形式, 文献 [5] 用有限元方法得到的数值解非一致收敛于真

解. 而我们构造了问题 (1.1) 的差分格式, 在 Bakhvalov-Shishkin 网格 (简称 B-S 网格, 见文
献 [2]) 上分析问题, 通过构造网格函数并利用比较定理 (见文献 [1]) 等证明了数值解一致一
阶收敛于真解. 最后, 我们通过数值实验验证了理论结果. 文中 C 在不同处可代表不同的常

数.

2 差分格式和网格
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设 N 为整数, 我们首先在网格WN,N = {(xi, yj)|0 = x0 < x1 < · · · < xN = 1, 0 = y0 <

y1 < · · · < yN = 1} 上考虑问题 (1.1).
记 hx,i = xi − xi−1, ~x,i = (hx,i + hx,i+1)/2, hy,j = yj − yj−1, ~y,j = (hy,j + hy,j+1)/2,

对任意函数 v(x, y) 定义

Dxvij =
vij − vi−1,j

hx,i

, δ2
xxvij =

Dxvi+1,j −Dxvij

~x,i

,

Dyvij =
vij − vi,j−1

hy,j

, δ2
yyvij =

Dyvi,j+1 −Dyvij

~y,j

,

其中 vij = v(xi, yj). 则可构造问题 (1.1) 的差分格式如下:




LN,NuN,N
ij := −ε(δ2

xxuN,N
ij + δ2

yyu
N,N
ij ) + b1,ijDxuN,N

ij + b2,ijDyu
N,N
ij + ciju

N,N
ij

= fij (1 ≤ i ≤ N − 1, 1 ≤ j ≤ N − 1),

uN,N
0j = g0j , uN,N

Nj = gNj , uN,N
i0 = gi0, uN,N

iN = giN ,

(2.1)

其中 b1,ij = b1(xi, yj), b2,ij = b2(xi, yj), cij = c(xi, yj), fij = f(xi, yj), gij = g(xi, yj). 我们
将差分格式 (2.1) 求得的解 uN,N

ij 作为问题 (1.1) 的数值解.
由文献 [4] 和文献 [5], 我们有以下引理.
引理 2.1 设系数 b1、b2、f 满足一定的光滑性条件, 则问题 (1.1) 的解可以分解为

u = E + E1 + E2 + E3, 且有∣∣∣∣
∂i+jE

∂xi∂yj

∣∣∣∣ ≤ C,

∣∣∣∣
∂i+jE1

∂xi∂yj

∣∣∣∣ ≤ Cε−ie−β1(1−x)/ε,

∣∣∣∣
∂i+jE2

∂xi∂yj

∣∣∣∣ ≤ Cε−je−β2(1−y)/ε,

∣∣∣∣
∂i+jE3

∂xi∂yj

∣∣∣∣ ≤ Cε−(i+j)e−(β1(1−x)+β2(1−y))/ε,

其中 0 ≤ i ≤ 2, 0 ≤ j ≤ 2, 并且对所有的 (x, y) ∈ Ω, 有

|LE1(x, y)| ≤ Cεe−β1(1−x)/ε,

|LE2(x, y)| ≤ Cεe−β2(1−y)/ε, |LE3(x, y)| ≤ Cεe−(β1(1−x)+β2(1−y))/ε.

引理 2.2 设 u 的三阶偏导存在, 则

|(LN,Nu)ij − (Lu)ij | ≤ C(ε
∫ xi+1

xi−1

∣∣∣∣
∂3u(x, yj)

∂x3

∣∣∣∣ dx

+
∫ xi

xi−1

∣∣∣∣
∂2u(x, yj)

∂x2

∣∣∣∣ dx + ε

∫ yj+1

yj−1

∣∣∣∣
∂3u(xi, y)

∂y3

∣∣∣∣ dy +
∫ yj

yj−1

∣∣∣∣
∂2u(xi, y)

∂y2

∣∣∣∣ dy).

证 由定义, 有

(LN,Nu)ij − (Lu)ij = [−ε(δ2
xxuij + δ2

yyuij) + b1,ijDxuij + b2,ijDyuij + cijuij ]

−[−ε(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
) + b1(x, y)

∂u

∂x
+ b2(x, y)

∂u

∂y
+ c(x, y)u]ij

= −ε(δ2
xxuij − (

∂2u

∂x2
)ij) + b1,ij(Dxuij − (

∂u

∂x
)ij)

−ε(δ2
yyuij − (

∂2u

∂y2
)ij) + b2,ij(Dyuij − (

∂u

∂y
)ij),
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再由文献 [1] 引理 2 易知结论成立. 证毕.
设 N 为偶数, τ1 = σε lnN/β1, τ2 = σε lnN/β2, 其中 σ 为与 ε 和 N 无关的正常数, 且

σ ≥ 1. 我们将区域 Ω 分解为四个子区域 Ω = Ω11 ∪ Ω12 ∪ Ω21 ∪ Ω22, 其中

Ω11 = [0, 1− τ1]× [0, 1− τ2], Ω12 = [0, 1− τ1]× [1− τ2, 1],

Ω21 = [1− τ1, 1]× [0, 1− τ2], Ω12 = [1− τ1, 1]× [1− τ2, 1].

我们将一维的 B-S 网格 (见文献 [2]) 扩展到二维, 网格生成函数为

x(ξ) =





2(1− σε

β1

lnN)ξ, ξ ∈ [0, 1/2],

1 +
ε

β1

ln[1− 2(1−N−σ)(1− ξ)], ξ ∈ [1/2, 1],
(2.2)

y(ξ) =





2(1− σε

β2

lnN)ξ, ξ ∈ [0, 1/2],

1 +
ε

β2

ln[1− 2(1−N−σ)(1− ξ)], ξ ∈ [1/2, 1].
(2.3)

由网格生成函数, 得到以下的网格分布:

xi =





2(1− σε

β1

lnN)
i

N
, i = 0, 1, · · ·, N/2,

1 +
ε

β1

ln[1− 2(1−N−σ)(1− i

N
)], i = N/2 + 1, · · · , N,

(2.4)

yj =





2(1− σε

β2

lnN)
j

N
, j = 0, 1, · · ·, N/2,

1 +
ε

β2

ln[1− 2(1−N−σ)(1− j

N
)], j = N/2 + 1, · · ·, N.

(2.5)

引理 2.3 当 i = 1, 2, · · ·, N/2 时, hx,i ≤ 2N−1, hx, N
2 +i ≤

2ε

iβ1

≤ CN−1. 当 j =

1, 2, · · ·, N/2 时, hy,j ≤ 2N−1, hy, N
2 +j ≤

2ε

jβ2

≤ CN−1.

证 由文献 [2] 引理 1 即得.

引理 2.4 定义网格函数 Sij = ŜiS̄j , 其中 Ŝ0 = S̄0 = 1, Ŝi =
i∏

k=1

(1 +
β1hx,k

ε
), i =

1, 2, · · ·, N , S̄j =
j∏

k=1

(1 +
β2hy,k

ε
), j = 1, 2, · · ·, N, 则

LN,N Ŝi ≥ C

ε
Ŝi−1, i = 1, 2, · · · , N ; LN,N S̄j ≥ C

ε
S̄j−1, j = 1, 2, · · · , N ; (2.6)

LN,NSij ≥ C

ε2
Si−1,j−1, i = 1, 2, · · ·, N, j = 1, 2, · · · , N. (2.7)

证 由文献 [1] 引理 5, 易知 (2.6) 式成立.

由差分定义知, DxŜi =
β1

ε
Ŝi−1, δ2

xxŜi =
β2

1hx,i

ε2~x,i

Ŝi−1, 从而必然存在常数 0 < ρ1 < 1,

使得 δ2
xxŜi ≤ 2β2

1ρ1

ε2
Ŝi−1. 同理有 DyS̄j =

β2

ε
S̄j−1, 且存在常数 0 < ρ2 < 1, 使得 δ2

yyS̄j ≤
2β2

2ρ2

ε2
S̄j−1. 又由 Ŝi 和 S̄j 定义, 有 Ŝi =

C

ε
Ŝi−1, S̄j =

C

ε
S̄j−1. 再由条件 b1(x, y) ≥ 2β1 > 0,

b2(x, y) ≥ 2β2 > 0, c(x, y) ≥ 0 和算子 LN,N 定义有
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LN,NSij ≥ −ε(S̄j
2β2

1ρ1

ε2
Ŝi−1 + Ŝi

2β2
2ρ2

ε2
S̄j−1) + 2β1S̄j

β1

ε
Ŝi−1 + 2β2Ŝi

β2

ε
S̄j−1

≥ C

ε2
Si−1,j−1 (i = 1, 2, · · · , N, j = 1, 2, · · · , N).

证毕.

3 收敛性分析

本节我们将证明差分格式 (2.1) 在网格 (2.4)–(2.5) 上求得的数值解一致一阶收敛于真
解. 由引理 2.1 知, 问题 (1.1) 的解可以分解为四部分. 同样, 差分格式 (2.1) 的解也可以分为
相应的四部分, 则有 uN,N

ij = EN,N
ij + EN,N

1,ij + EN,N
2,ij + EN,N

3,ij , 并且

LN,NEN,N
ij = (LE)ij , LN,NEN,N

1,ij = (LE1)ij , (3.1)

LN,NEN,N
2,ij = (LE2)ij , LN,NEN,N

3,ij = (LE3)ij , (3.2)

这里 EN,N
ij 、EN,N

1,ij 、EN,N
2,ij 、EN,N

3,ij 分别与 E、E1、E2、E3 具有相同的边界条件. 易知
|u(xi, yj)− uN,N

ij | ≤ |E(xi, yj)− EN,N
ij |+ |E1(xi, yj)− EN,N

1,ij |
+|E2(xi, yj)− EN,N

2,ij |+ |E3(xi, yj)− EN,N
3,ij |. (3.3)

下面我们分别估计这四部分的误差.
定理 3.1 光滑部分 E 误差满足

|E(xi, yj)− EN,N
ij | ≤ CN−1, (xi, yj) ∈ Ω. (3.4)

证 由引理 2.1 和引理 2.2, 有

|LN,N (E(xi, yj)− EN,N
ij )| = |(LN,N )E(xi, yj)− (LE)ij)|

≤ C[ε(hx,i + hx,i+1 + hy,j + hy,j+1) + hx,i + hy,j ]

≤ CH,

其中 H = max{max
i

hx,i,max
j

hy,j}.

取 qi =
CH

2β1

xi, 则有 |LN,N (E(xi, yj) − EN,N
ij )| ≤ CH ≤ LN,Nqi. 由比较定理得

|E(xi, yj) − EN,N
ij | ≤ qi ≤ CH. 又由引理 2.3, 有 H ≤ CN−1, 从而有 |E(xi, yj) − EN,N

ij | ≤
CN−1. 证毕.
定理 3.2 E1 部分误差满足

|E1(xi, yj)− EN,N
1,ij | ≤ CN−1(1 + ε), (xi, yj) ∈ Ω. (3.5)

证 将区域 Ω 分成 Ω11 ∪ Ω12 和 Ω21 ∪ Ω22 两部分来证明. 首先考虑 Ω11 ∪ Ω12 部分, 此
时 i = 1, 2, · · · , N/2, j = 1, 2, · · · , N − 1. 由 (3.1) 式以及引理 2.1、引理 2.4 有

|LN,NEN,N
1,ij | = |LE1(xi, yj)| ≤ Cεe−β1(1−xi)/ε ≤ Cε

N∏
k=1

(1 +
β1hx,k

ε
)−1Ŝi

≤ Cε2

N∏
k=1

(1 +
β1hx,k

ε
)−1LN,N Ŝi+1 ≤ C

N∏
k=1

(1 +
β1hx,k

ε
)−1LN,N Ŝi+1.
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由比较定理, 有 |EN,N
1,ij | ≤ C

N∏
k=i+2

(1 +
β1hx,k

ε
)−1. 又由引理 2.1, 有

|E1(xi, yj)| ≤ Ce−β1(1−xi)/ε < C

N∏
k=i+2

(1 +
β1hx,k

ε
)−1.

因此, 当 (xi, yj) ∈ Ω11 ∪ Ω12 时,

|E1(xi, yj)− EN,N
1,ij | ≤ C

N∏
k=i+2

(1 +
β1hx,k

ε
)−1 ≤ C

N∏

k=N/2+2

(1 +
β1hx,k

ε
)−1. (3.6)

再由引理 2.3, 有

ln[
N∏

k= N
2 +2

(1 +
β1hx,k

ε
)] =

N∑

k= N
2 +2

ln(1 +
β1hx,k

ε
) ≥

N∑

k= N
2 +2

[
β1hx,k

ε
− 1

2
(
β1hx,k

ε
)2]

≥ β1

ε
− 1

2

N∑

k= N
2 +2

(
2
k
)2 ≥ σ lnN − C. (3.7)

由 σ ≥ 1, 有
N∏

k=N/2+2

(1 +
β1hx,k

ε
)−1 ≤ CN−1, 所以

|E1(xi, yj)− EN,N
1,ij | ≤ CN−1, (xi, yj) ∈ Ω11 ∪ Ω12. (3.8)

下面考虑 Ω21 ∪Ω22 区域, 此时 i = N/2 + 1, · · · , N − 1, j = 1, 2, · · · , N − 1. 由引理 2.1
至引理 2.4 以及网格函数 (2.2) 和网格分布 (2.4), 有

|LN,N (E1(xi, yj)− EN,N
1,ij )|

= |(LN,N )E1(xi, yj)− (LE1)ij)| ≤ C(ε−2

∫ xi+1

xi−1

e−β1(1−x)/εdx +
∫ yj+1

yj−1

e−β1(1−xi)/εdy)

≤ C(ε−1

∫ ξi+1

ξi−1

e−β1(1−x(ξ))/εdξ +
∫ yj+1

yj−1

e−β1(1−xi)/εdy)

≤ Cε−1N−1e−β1(1−xi)/ε + N−1e−β1(1−xi)/ε

≤ CN−1(ε−1 + 1)
N∏

k=1

(1 +
β1hx,k

ε
)−1Ŝi ≤ CN−1(1 + ε)

N∏
k=1

(1 +
β1hx,k

ε
)−1LN,N Ŝi+1.

由比较定理, 当 (xi, yj) ∈ Ω21 ∪ Ω22 时有

|E1(xi, yj)− EN,N
1,ij | ≤ CN−1(1 + ε)

N∏
k=1

(1 +
β1hx,k

ε
)−1Ŝi+1 ≤ CN−1(1 + ε). (3.9)

因此, 由 (3.8) 和 (3.9) 式有 (3.5) 式成立. 证毕.
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定理 3.3 E2 部分误差满足

|E2(xi, yj)− EN,N
2,ij | ≤ CN−1(1 + ε), (xi, yj) ∈ Ω. (3.10)

证 将区域 Ω 分成两部分 Ω11 ∪Ω21 和 Ω12 ∪Ω22 来证明, 方法与定理 3.2 证明方法类似.
略.
定理 3.4 E3 部分误差满足

|E3(xi, yj)− EN,N
3,ij | ≤ CN−1(1 + ε), (xi, yj) ∈ Ω. (3.11)

证 同样的,我们将区域Ω分成Ω11∪Ω12 和Ω21∪Ω22 两部分来证明. 首先考虑Ω11∪Ω12

部分, 此时 i = 1, 2, · · ·, N/2, j = 1, 2, · · ·, N − 1. 由 (3.2) 式、引理 2.1、引理 2.4 以及定理
3.2 证明过程有

|LN,NEN,N
3,ij | = |LE3(xi, yj)| ≤ Cεe−(β1(1−xi)+β2(1−yj))/ε

≤ Cεe−β1(1−xi)/ε ≤ C

N∏
k=1

(1 +
β1hx,k

ε
)−1LN,N Ŝi.

由比较定理, 有 |EN,N
3,ij | ≤ C

N∏
k=i+1

(1 +
β1hx,k

ε
)−1. 又由引理 2.1, 有

|E3(xi, yj)| ≤ Ce−(β1(1−xi)+β2(1−yj))/ε ≤ Ce−β1(1−xi)/ε ≤ C

N∏
k=i+1

(1 +
β1hx,k

ε
)−1.

因此当 (xi, yj) ∈ Ω11 ∪ Ω12 时, 由定理 3.2 证明过程有

|E3(xi, yj)− EN,N
3,ij | ≤ |E3(xi, yj)|+ |EN,N

3,ij | ≤ C

N∏
k=i+1

(1 +
β1hx,k

ε
)−1 ≤ CN−1. (3.12)

下面考虑 Ω21 ∪ Ω22 区域, 此时 i = N/2 + 1, · · ·, N − 1, j = 1, 2, · · ·, N − 1. 由引理 2.1
至引理 2.4 以及网格函数 (2.2) 和网格分布 (2.4), 有

|LN,N (E3(xi, yj)− EN,N
3,ij )|

= |(LN,N )E3(xi, yj)− (LE3)ij)|
≤ C(ε−2

∫ xi+1

xi−1

e−β1(1−x)/εe−β2(1−yj)/εdx + ε−2

∫ yj+1

yj−1

e−β1(1−xi)/εe−β2(1−y)/εdy)

≤ C(ε−1

∫ ξi+1

ξi−1

e−β1(1−x(ξ))/εe−β2(1−yj)/εdξ + ε−2

∫ yj+1

yj−1

e−β1(1−xi)/εe−β2(1−y)/εdy)

≤ Cε−2N−1(ε + 1)e−β1(1−xi)/εe−β2(1−yj)/ε

≤ Cε−2N−1(ε + 1)
N∏

k=1

[(1 +
β1hx,k

ε
)−1(1 +

β2hy,k

ε
)−1]Sij

≤ CN−1(1 + ε)
N∏

k=1

[(1 +
β1hx,k

ε
)−1(1 +

β2hy,k

ε
)−1]LN,NSi+1,j+1.
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由比较定理, 当 (xi, yj) ∈ Ω21 ∪ Ω22 时有

|E3(xi, yj)− EN,N
3,ij | ≤ CN−1(1 + ε)

N∏
k=1

[(1 +
β1hx,k

ε
)−1(1 +

β2hy,k

ε
)−1]Si+1,j+1

≤ CN−1(1 + ε). (3.13)

因此由 (3.12) 和 (3.13) 式有 (3.11) 式成立. 证毕.
定理 3.5 设 u 是问题 (1.1) 的解, uN,N

ij 是差分格式 (2.1) 在网格 (2.4)− (2.5) 上求得的
数值解, 则有 |u(xi, yj)− uN,N

ij | ≤ CN−1(1 + ε), (xi, yj) ∈ Ω.

证 由 (3.3) 和定理 3.1 至定理 3.4 结论即得. 证毕.
定理 3.6 设 u 是问题 (1.1) 的解, uN,N

ij 是差分格式 (2.1) 在网格 (2.4)− (2.5) 上求得的
数值解, 则 uN,N

ij 一致一阶收敛于 u, 且有 |u(xi, yj)− uN,N
ij | ≤ CN−1, (xi, yj) ∈ Ω.

证 由定理 3.5 结论以及 ε ¿ 1 即得. 证毕.
推论 3.1 若我们在网格W N,M = {(xi, yj)|0 = x0 < x1 < · · · < xN = 1, 0 = y0 < y1 <

· · · < yM = 1} 上考虑问题 (1.1), 其中 xi 和 yj 类似 (2.4) 和 (2.5) 定义, 算子 LN,M 由 (2.1)
所定义的 LN,N 作相应改变, uN,M

ij 为 LN,MuN,M
ij = fij , 1 ≤ i ≤ N − 1, 1 ≤ j ≤ M − 1 的

解, 则类似的有收敛性估计

|u(xi, yj)− uN,M
ij | ≤ C(N−1 + M−1), (xi, yj) ∈ Ω.

4 数值实验

我们用下面的算例来验证结论的正确性和方法的可行性.
例 1 



− ε4u +

∂u

∂x
+

∂u

∂y
= f(x, y),

u|Γ = g(x, y), Γ = ∂Ω,

(4.1)

这里我们取 f(x, y) 和 g(x, y) 为满足解为 u(x, y) = e
x−1

ε +e
y−1

ε −2e−
1
ε

1−e−
1
ε

+ sin(x + y) 的函数.

对于算例 (4.1), 我们在网格 (2.4)–(2.5) 上按照 (2.1) 式构造迎风差分格式, 网格函数中
我们取 σ = 1, β1 = β2 = 0.5, 求出问题的数值解. 表 1 和表 2 列出了数值解与真解的最大误
差和离散的 l2 误差. 我们分别计算了当 ε = 10−4, 10−5, 10−7, N = 64, 128, 256 时的最大误
差和离散的 l2 误差.
表中 r 表示收敛率, 由 r = log2(eN/e2N ) 计算得出, 这里 eN 和 e2N 分别对应于网格剖

分数为 N ×N 和 2N × 2N 时的误差. 由表中数据可看出, 当 ε 极小时, 差分格式 (2.1) 求得
的数值解一致一阶收敛于真解, 结果非常稳定, 与定理 3.6 的结论一致.

表 1: 数值解与真解的最大误差

N ×N ε = 10−4 r ε = 10−5 r ε = 10−7 r

64× 64 3.370e-002 1.02 3.374e-002 1.02 3.375e-002 1.02
128× 128 1.659e-002 1.02 1.661e-002 1.02 1.661e-002 1.02
256× 256 8.166e-003 8.174e-003 8.175e-003
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表 2: 数值解与真解的 l2 误差

N ×N ε = 10−4 r ε = 10−5 r ε = 10−7 r

64× 64 1.450e-002 1.02 1.452e-002 1.02 1.453e-002 1.02
128× 128 7.135e-003 1.02 7.146e-003 1.02 7.147e-003 1.02
256× 256 3.512e-003 3.517e-003 3.517e-003
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