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复射影空间中具有常数量曲率的完备全实子流形

刘 敏

(安徽师范大学数学计算机科学学院,安徽芜湖 241000)

摘要: 本文研究了复射影空间中具有常数量曲率的完备全实子流形的问题. 利用丘成桐的广义

极大值原理和自伴随算子, 获得了这类子流形的某些内蕴刚性定理.
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1 引言

设 CP n+p 是具有 Fubini-Study 度量的复 n + p 维复射影空间, 全纯截面曲率为常数 4.
设 J 为 CP n+p 的复结构, Mn 为 CP n+p 的实 n 维子流形. 如果Mn 上每点切空间被 J 变

换到自身, 则称Mn 是 CP n+p 的全纯子流形. 与此相反, 若Mn 上每点的切空间被 J 变换到

该点法空间, 则称Mn 为 CP n+p 的全实子流形.
关于具有常数量曲率子流形, Cheng 和 Yau 最早研究了空间形式中的常数量曲率超曲面

(见文献 [1]), 引入了一个自共轭的二阶椭圆算子, 这个算子现在仍是我们研究具有常数量曲
率子流形的重要工具. 本文研究复射影空间中常数量曲率的完备全实子流形, 得到了
定理 设Mn 是 CP n+p 中具有常数量曲率 (R ≥ 1) 的完备全实子流形则
1) 当 p = 1 或 p ≤ 2, n ≥ 3 或 p ≥ 3, n > 7 时, 若 supS ≤ 2

√
n− 1, 则Mn 是 CP n+p

中的全脐子流形.
2) 当 p ≥ 3, 3 < n ≤ 7 时, 若 supS ≤ 2

3
n, 则Mn 是 CP n+p 中的全脐子流形.

其中 S 为第二基本形式模长平方.

2 准备工作

设Mn 是 CP n+p 中实 n 维全实子流形, J 为 CP n+p 的复结构. 在 CP n+p 上选取局部

规范正交标架场

e1, · · · , en, en+1, · · · , en+p, e1∗ = Je1, · · · , en∗ = Jen, e(n+1)∗ = Jen+1, · · · , e(n+p)∗ = Jen+p

使得限制于Mn, {e1, · · · , en} 与Mn 相切, 约定各类指标的取值范围

A,B, C, · · · = 1, · · · , n + p, 1∗, · · · , (n + p)∗; i, j, k, · · · = 1, · · · , n;

α, β, γ, · · · = n + 1, · · · , n + p, 1∗, · · · , (n + p)∗;

λ, µ · · · = n + 1, · · · , n + p.
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以 {ωA} 表示 {eA} 的对偶标架场, 则 CP n+p 的结构方程为

dωA = −
∑

B

ωAB ∧ ωB, (2.1)

dωAB = −
∑

C

ωAC ∧ ωCB +
1
2

∑
CD

KABCDωC ∧ ωD, (2.2)

其中

ωij = ωi∗j∗ , ωi∗j = ωj∗i, ωλµ = ωλ∗µ∗ ;

ωλ∗µ = ωµ∗λ, ωiµ = ωi∗µ∗ , ωi∗λ = ωλ∗i; (2.3)

KABCD = δACδBD − δADδBC + JACJBD − JADJBC + 2JABJCD, (2.4)

这里 (JAB) 为线性变换 J 关于 {eA} 的变换矩阵, 即

JAB =

(
0 In+p

−In+p 0

)
, (2.5)

其中 In+p 为 n + p 阶单位矩阵.
将上述形式限制在M 上, 则有

ωα = 0, ωαi =
∑

j

hα
ijωj , (2.6)

h =
∑
α,i,j

hα
ijωi ⊗ ωj ⊗ eα, hi∗

jk = hj∗

ik = hk∗
ij , (2.7)





dωi = −∑
j

ωij ∧ ωj ,

dωij = −∑
k

ωik ∧ ωkj + 1
2

∑
kl

Rijklωk ∧ ωl,
(2.8)

Rijkl = Kijkl +
∑

α

(hα
ikh

α
jl − hα

ilh
α
jk), (2.9)

dωαβ = −
∑

γ

ωαγ ∧ ωγβ +
1
2

∑
kl

Rαβklωk ∧ ωl, (2.10)

Rαβij = Kαβij +
∑

k

(hα
ikh

β
kj − hα

jkh
β
ki), (2.11)

其中 Rijkl, Rαβij 分别是Mn 的 Riemann 曲率张量场和法曲率张量场关于 {eA} 的分量. 进
一步, Mn 的平均曲率向量场 ξ, 平均曲率 H, 第二基本形式模长平方 S 及标准化数量曲率 R

可表示为

ξ =
1
n

∑
α

(
∑

i

hα
ii)eα,H =‖ ξ ‖2, S =‖ h ‖2, (2.12)

n(n− 1)R = n(n− 1) + n2H2 − S. (2.13)
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用 hα
ijk 及 hα

ijkl 表示 hα
ij 的共变导数, 则

hα
ijk − hα

ikj = −Kαijk = 0, (2.14)

hα
ijkl − hα

ijlk =
∑
m

(hα
imRmjkl + hα

mjRmikl)−
∑

β

hβ
ijRαβkl, (2.15)

由 (2.14), (2.15) 式, 且记 hα
ij 的 Laplacian 为4hα

ij , 则

1
2
∆S =

∑
i,j,k,α

(hα
ijk)

2 +
∑

i,j,k,α

hα
ijh

α
kkij + nS − n2H2 + 2

∑
α,β>n+1

[tr(AαAβ)2 − tr(A2
αA2

β)]

−
∑

α,β>n+1

[trAαAβ]2 −
∑

α>n+1

[trAαAn+1]2 −
∑

β

[trAn+1Aβ]2 + 2
∑

β

[tr(An+1Aβ)2

−A2
n+1A

2
β)] +

∑
α,β

(trAα
2Aβ) · trAβ +

∑
m

trA2
m∗ . (2.16)

可选取 en+1 = ξ
H

[2]
, 此时 (2.16) 式变为

1
2
∆S =

∑
i,j,k,α

(hα
ijk)

2 +
∑
i,j

hn+1
ij (nH)ij + nS − n2H2 + 2

∑
α,β>n+1

[tr(AαAβ)2 − tr(A2
αA2

β)]

−
∑

α,β>n+1

[trAαAβ]2 −
∑

α>n+1

[trAαAn+1]2 −
∑

β

[trAn+1Aβ]2 + 2
∑

β

[tr(An+1Aβ)2

−trA2
n+1A

2
β)] + nH

∑
α>n+1

(trAα
2An+1) + nHtr(A3

n+1) +
∑
m

trA2
m∗ . (2.17)

另外, 我们需要下面的引理
引理 1 [3] 设 a1, a2, · · · , an, b1, · · · , bn(n ≥ 2) 是实数, 且

∑
i

ai = 0, 则

∑
i,j

bibj(ai − aj)2 ≥ − n√
n− 1

(
∑

i

a2
i )(

∑
i

b2
i ).

引理 2 [4] 设 a1, a2, · · · , an(n ≥ 2) 是实数, 且满足
∑
i

ai = 0. 则有

|
∑

i

a3
i | ≤

n− 2√
n(n− 1)

(
∑

i

a2
i )

3
2

且等号成立当且仅当至少有 n− 1 个 ai 相等.
引理 3 [5−6] 设M 是 Ricci 曲率有下界的完备黎曼流形, 若 F 是M 上 C∞ 有上界的函

数, 则 ∀ε > 0,∃x ∈ M 使得

supF − ε < F (x), ‖gradF‖ < ε, ∆F (x) < ε. (2.18)

3 定理证明

定理证明还需要下面的引理.
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引理 4 设 M 是 CP n+p 中具有常数量曲率的完备子流形, 若 S 有上界, 且 F =
−(f2 + a)−

1
2 , 这里 a ∈ R, f =

√
nH 是M 上的 C2 非负函数, 则对任意收敛序列 {εm} 满足

εm > 0, εm → 0(m → 0), 存在点列 {xm}使得
lim

m→∞
sup4(nH)(xm) ≤ 0, F0 := lim

m→∞
F (xm) = supF, f0 := lim

m→∞
f(xm) = sup f.

证 通过直接计算

F4F = 3‖gradF‖2 − 1
2
F 4∆f2. (3.1)

由 S 有上界及 R 为常数知 F 有上界. 由 Gauss 方程知M 的 Ricci 曲率有下界. 由引理 3 及
(3.1) 式我们有

1
2
F 4(x)∆f2(x) = 3‖gradF‖2(x)− F (x)∆F (x) < 3ε2 − εF (x). (3.2)

这样对任意收敛序列 {εm} 满足 εm > 0, εm → 0(m → 0), 存在点列 {x̃m} 使得 (2.18) 式成
立. 因此 εm(3ε− F (x̃m)) → 0(m → 0).
另一方面, 由 (2.18) 式知 F (x̃m) > supF − εm. 又 F 有上界, 可选 {x̃m} 的子列记

作 {xm} 使得 F (xm) → F0(m → ∞) 并且 (2.18) 式成立. 由上确界的定义及 (2.18) 式知
F0 = sup F 且由 F 的定义知 f(xm) → f0 = sup f(m →∞), 由 (3.2) 式有

3ε2
m − F (xm)εm >

1
2
F 4(xm)∆f2(xm) =

1
2
F 4(xm)∆(nH)(xm),

即 lim
m→∞

sup4(nH)(xm) ≤ 0.

现在证明定理.
令 ui = hn+1

ii −H, 于是
∑
i

ui = 0,
∑
i

u2
i = trA2

n+1 − nH2 ,
∣∣z∣∣2.

由引理 2, 有

nHtr(A3
n+1) = nH

∑
i

(hn+1
ii )3

= 3nH2 · |z|2 + n2H4 + nH ·
∑

i

u3
i

≥ 3nH2 · |z|2 + n2H4 − n(n− 2)√
n(n− 1)

H · |z|3

= |z|2(nH2 − n(n− 2)√
n(n− 1)

H · |z| − |z|2) + (trA2
n+1)

2, (3.3)

考虑以 ± n
2
√

n−1
为特征值的二次型

F (x, y) = x2 − n− 2√
n− 1

xy − y2

作正交变换
{

u = 1√
2n

[
(1 +

√
n− 1)x + (1−√n− 1)y

]
,

v = 1√
2n

[
(
√

n− 1− 1)x + (
√

n− 1 + 1)y
]
,

(3.4)

F (x, y) =
n

2
√

n− 1
(u2 − v2).
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令 x =
√

nH, y =
∣∣z∣∣,则 x2 +y2 = trA2

n+1 且 (3.4)式是正交变换,于是从 x2 +y2 = u2 +v2 =
trA2

n+1 得

nH2 − n(n− 2)√
n(n− 1)

H ·
∣∣z∣∣− ∣∣z∣∣2 = x2 − n− 2√

n− 1
xy − y2

=
n

2
√

n− 1
(u2 − v2) =

n

2
√

n− 1
(2u2 − trA2

n+1)

≥ − n

2
√

n− 1
trA2

n+1, (3.5)

又 ∑
β

[tr(An+1Aβ)]2 =
∑

β>n+1

(
∑
i,j

(hn+1
ij −Hδij)h

β
ij)

2 ≤
∣∣z∣∣2 · S, (3.6)

由 (2.13) 式及引理 1 知

nHtr(A2
αAn+1)− [ tr(AαAn+1)]

2 =
1
2

∑
i,j

hn+1
ii hn+1

jj (hα
ii − hα

jj)
2

≥ − n

2
√

n− 1
trA2

α trA2
n+1 (α > n + 1).

故

nH
∑

α>n+1

tr(A2
αAn+1)−

∑
α>n+1

[ tr(AαAn+1)]
2 ≥ − n

2
√

n− 1
trA2

n+1

∑
α>n+1

trA2
α, (3.7)

再由文献 [7] 及简单计算有

−2
∑

α,β>n+1

[
tr(A2

αA2
β)− tr(AαAβ)2

]−
∑

α,β>n+1

[ tr(AαAβ)]2

≥ −
[
1 +

1
2
sgn(p− 2)

]( ∑
α>n+1

trA2
α

)2

, (3.8)

对 ωn+1α = 0 外微分, 注意到Kn+1αij = 0,

0 = dωn+1α =
∑

i

ωn+1i ∧ ωiα +
∑

β

ωn+1β ∧ ωβα

= −
∑
i,j,k

hn+1
ij hα

ikωj ∧ ωk =
∑
j<k

∑
i

(hn+1
ij hα

ik − hn+1
ik hα

ij)ωj ∧ ωk,

从而

Hn+1Hα = HαHn+1, (3.9)

于是对于任意 α, Hα,Hn+1 可同时对角化, 由 (2.17), (3.3)–(3.9) 式有

1
2
∆S ≥

∑
i,j,k,α

(hα
ijk)

2+
∑
i,j

hn+1
ij (nH)ij +nS−n2H2−|z|2 n

2
√

n− 1
S−MS

∑
α>n+1

trA2
α. (3.10)
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其中M = max
{

1 + 1
2
sgn(p− 2), n

2
√

n−1

}
.

定义Mn 上的对称张量场 T =
∑
i,j

Tijwi ⊗ wj 如下

Tij = nHδij − hn+1
ij .

我们引入一个与 T 有关的算子 ¤, 它作用在函数 f ∈ C2(Mn) 上为

¤f =
∑
i,j

Tijfij = nH4f −
∑
i,j

hn+1
ij fij .

由于 R 是常数, 应用自伴算子 ¤ 到 nH 并利用 (2.13) 式有

¤(nH) =
∑
i,j

(nHδij − hn+1
ij )(nH)ij =

1
2
∆(nH)2 − ‖grad(nH)‖2 −

∑
i,j

hn+1
ij (nH)ij

=
1
2
∆S − ‖grad(nH)‖2 −

∑
i,j

hn+1
ij (nH)ij . (3.11)

由 R(R≥ 1) 是常数, 利用 (2.13) 式有 nH∇k(nH) =
∑
i,j,α

hα
ijh

α
ijk, 利用施瓦兹不等式有

n2H2‖grad(nH)‖2 =
∑

k

(
∑
i,j,α

hα
ijh

α
ijk)

2 ≤ (
∑
i,j,α

(hα
ij)

2)(
∑

k

∑
i,j,α

(hα
ijk)

2)

= S
∑

k

∑
i,j,α

(hα
ijk)

2 ≤ n2H2
∑

i,j,k,α

(hα
ijk)

2, (3.12)

将 (3.10), (3.12) 式代入 (3.11) 式得

¤(nH) ≥ n(S − nH2)− |z|2 n

2
√

n− 1
S −MS

∑
α>n+1

trA2
α. (3.13)

另一方面

¤(nH) =
∑

i

(nH − hn+1
ii )(nH)ii ≤ (nHmax − λ)∆(nH), (3.14)

其中 Hmax 是平均曲率 H 的最大值，λ 是主曲率 {λi}n+p
i=1 的最小值.

由 (2.13) 式和引理 3, 取一收敛序列 {εm} 满足 εm > 0, εm → 0(m → ∞), 存在点列
{xm} 使得 H(xm) → supH(m →∞), 由 (2.13) 式知 S(xm) → supS(m →∞).
下面分两种情况讨论

(1) 当 p = 1 或 p ≤ 2, n ≥ 3 或 p ≥ 3, n > 7 时, 此时M = n
2
√

n−1
, 则由引理 4, (3.13),

(3.14) 式得
sup(S − nH2)(n− n

2
√

n− 1
supS) ≤ 0. (3.15)

若 supS < 2
√

n− 1, 则由 (3.15) 式知 S = nH2, 即M 是 CP n+p 中全脐子流形.
(2) 当 p ≥ 3, n < 3 ≤ 7 时, M = 3

2
, 此时由引理 4, (3.13), (3.14) 式得

sup(S − nH2)(n− 3
2

supS) ≤ 0. (3.16)

若 supS < 2
3
n, 则由 (3.16) 式知 S = nH2, 即M 是 CP n+p 中全脐子流形.
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Abstract: In this paper, the authors study the complete totally real submanifolds with

constant scalar curvture in the complex projective space. By making use of the generalized

maximal principle and self-adjoint differential operator of Yau, we obtain some intrinsic rigidity

theorems.
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