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摘要: 本文研究了 4 类特殊图完美匹配数目的显式表达式. 利用划分, 求和, 再递推的方法分

别给出了图 3− nZ4, 2− n(2− C6), 2− n(2−K4) 和 3− n(C4 − C6) 的完美匹配数目的计算公式.
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1 引言及预备知识

完美匹配的计数理论在量子化学、晶体物理学和计算机科学中都有重要的应用, 例如, 二
分图的完美匹配的数目可以方便地表示为计算积和式的值 [1−4]. 由于完美匹配的计数理论在
化学、物理学和计算机科学中有重要的理论价值和现实意义, 所以引起人们对此问题的广泛
研究 [5−16]. 本文研究特殊图类完美匹配的计数方法, 给出了 4 类图完美匹配数的显式表达
式, 其研究方法为得到一般有完美匹配图的所有完美匹配数目提供了借鉴.
定义 1 若图 G 的两个完美匹配M1 和M2 中有一条边不同, 则称M1 和M2 是 G 的两

个不同的完美匹配.
定义 2 分别连接 n 圈 u1u2 · · · unu1 与 v1v2 · · · vnv1 的顶点 ui 与 vi (i = 1, 2, · · ·, n), 得

到的图称为 n 棱柱, 记为 Zn.

2 主要结果

定理 1 2n 个 6 圈为 Ci1 : ui1ui2 · · · ui6ui1, Ci2 : vi1vi2 · · · vi6vi1(i = 1, 2, · · ·, n), 分别连
接圈 Ci1 和 Ci2 的顶点 ui4 与 vi2, ui5 与 vi1; 再分别连接 Ci1 与 Ci+1,1, Ci2 与 Ci+1,2 的顶点

ui3 与 ui+1,6, vi2 与 vi+1,1(i = 1, 2, · · ·, n− 1), 这样所得的图记为 2− n(2−C6), 如图 1 所示.
f(n) 表示图 2− n(2− C6) 的完美匹配的数目. 则
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证 为了求 f(n), 先定义 1个图G1, 并求其完美匹配的数目. 将长为 5的路 u1u2u3v1v2v3

的顶点 u1, v3 与圈 C11 和 C12 的顶点 u16, v16 分别连接一条边得到的图记为 G1, 如图 2 所
示. α(n) 表示图 G1 的完美匹配的数目.
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图 1: 2− n(2− C6) 图 图 2: G1 图

先求 α(n). 易知图 G1 有完美匹配. 设图 G1 的完美匹配集合为 M , 图 G1 含边

u3u2, u3v1 的完美匹配集合分别为M1, M2, 则Mi 6= φ(i = 1, 2), M1 ∩ M2 = φ, 所以
M = M1 ∪M2, 故

α(n) = |M | = |M1|+ |M2|.
求 |M1|. ∀M1 ∈ M1, 因为 u3u2 ∈ M1, 所以 v1v2, u1u16, v3v16, u11u12, v15v14 ∈ M1. 故由

α(n) 的定义知
|M1| = α(n− 1).

求 |M2|.
情形 1 M21 ⊆ M2, ∀M21 ∈ M21, u3v1, u2v2, u1u16, v1v16, u11u12, v15v14 ∈ M21, 故由

α(n) 的定义知, |M21| = α(n− 1).
情形 2 M22 ⊆ M2, ∀M22 ∈ M22, u3v1, u1u2, v2v3 ∈ M22, 由 f(n) 的定义知, |M22| =

f(n).
易知M2 = M21∪M22, M21∩M22 = φ, 故 |M2| = f(n) + α(n− 1). 故

α(n) = f(n) + 2α(n− 1). (1)

再求 f(n). 易知图 2−n(2−C6) 有完美匹配. 设图 2−n(2−C6) 的完美匹配集合为M ,
图 2 − n(2 − C6) 含边 u16u11, u16u15 的完美匹配集合分别为M1,M2, 则Mi 6= φ(i = 1, 2),
M1 ∩M2 = φ, 所以M = M1 ∪M2. 故 f(n) == |M1|+ |M2|.
求 |M1|.
情形 1 M11 ⊆ M1, ∀M11 ∈ M11, u16u11, u12u13, u15u14, v16v11, v12v13, v15v14 ∈ M11, 由

f(n) 的定义知, |M11| = f(n− 1).
情形 2 M12 ⊆ M1, ∀M12 ∈ M12, u16u11, u12u13, u15u14, v16v15, v11v12, v14v13 ∈ M12, 由

f(n) 的定义知, |M12| = f(n− 1).
情形 3 M13 ⊆ M1, ∀M13 ∈ M13,u16u11, u12u13, u15v11, u14v12, v16v15, v14v13 ∈ M13,

f(n) 的定义知, |M13| = f(n− 1).
易知M1 = M11∪M12∪M13, M1i∩M1j = φ(1 ≤ i < j ≤ 3), 故 |M1| = 3f(n− 1).
求 |M2|.
情形 1 M21 ⊆ M2, ∀M21 ∈ M21, u16u15, u11u12, u13u14, v16v11, v15v14, v12v13 ∈ M21,

由 f(n) 的定义知, |M21| = f(n− 1).
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情形 2 M22 ⊆ M2, ∀M22 ∈ M22, u16u15, u11u12, u13u26, u14v12, v16v11, v15v14, v13v26,
u21u22, v25v24 ∈ M22, 由 α(n) 的定义知, |M22| = α(n− 2).
情形 3 M23 ⊆ M2, ∀M23 ∈ M23, u16u15, u11u12, u13u14, v16v15, v11v12, v14v13 ∈ M23,

f(n) 的定义知, |M23| = f(n− 1).
易知M2 = M21∪M22∪M23, M2i∩M2j = φ(1 ≤ i < j ≤ 3), 故

|M2| = 2f(n− 1) + α(n− 2).

综上所述

f(n) = 5f(n− 1) + α(n− 2), (2)

把 (1) 式代入 (2) 式, 得

f(n) = 5f(n− 1) + f(n− 2) + 2α(n− 3), (3)

由 (2) 式, 得
f(n− 1) = 5f(n− 2) + α(n− 3), (4)

(3)− 2×(4) 式, 得
f(n) = 7f(n− 1)− 9f(n− 2). (5)

(5) 式的特征方程的根为 x = 7±√13
2

. 易知 f(1) = 5, f(2) = 26, 所以 (5) 式的通解为
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图 3: 3− nZ4 图

定理 2 n 个 4 棱柱 Zi
4 的顶点集为 V (Zi

4) = {ui1, ui2, ui3, ui4, vi1, vi2, vi3, vi4} (i =
1, 2, · · · , n), 分别连接 4 棱柱 Zi

4 和 Zi+1
4 的顶点 vi1 和 vi+1,1, vi2 和 vi+1,4, vi3 和 vi+1,3

(i = 1, 2, · · ·, n − 1). 这样得到的图记为 3− nZ4, 如图 5 所示. g(n) 表示图 3− nZ4 的完美

匹配的数目. 则 g(n) = 9× 11n.
证 为了求 g(n), 先定义 2 个图 G2 和 G3, 并求其完美匹配的数目. 将长为 1 的路 v1v2

的端点 v1 和 v2 分别与图 3 − nZ4 的顶点 v14 和 v13, v11 和 v14 各连接一条边得到的图分别

记为 G2, G3, 如图 4, 5 所示. 易知图 G2, G3 均有完美匹配. β(n), γ(n) 分别表示图 G2, G3

的完美匹配的数目. 显然 G2
∼= G3, 故 β(n) = γ(n).
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图 4: G2 图 图 5: G3 图

先求 β(n). 设图 G2 的完美匹配的集合为M , G2 含边 u1u2, u1u15 的完美匹配集合分别

为M1, M2. 则Mi 6= φ(i = 1, 2), M1 ∩M2 = φ, 所以M = M1 ∪M2, α(n) = |M1|+ |M2|.
求 |M1|. ∀M1 ∈ M1, 因为 v1v2 ∈ M1, 所以由 g(n) 的定义知, |M1| = g(n).
求 |M2|.
情形 1 M21 ⊆ M2, ∀M21 ∈ M21, v1v14, v2v13, u14u11, u13u12 ∈ M21, 故由 γ(n) 的定义

知, |M21| = γ(n− 1) = β(n− 1).
情形 2 M22 ⊆ M2, ∀M22 ∈ M22, v1v14, v2v13, u14u13, u11v11, u12v12 ∈ M22, 故由 g(n)

的定义知, |M22| = g(n− 1).
情形 3 M23 ⊆ M2, ∀M23 ∈ M23, v1v14, v2v13, u14u13, u11u12 ∈ M23, 故由 γ(n) 的定义

知, |M23| = γ(n− 1) = β(n− 1).
易知M2 = M21∪M22∪M23, M2i∩M2j = φ(1 ≤ i < j ≤ 3), 故 |M2| = f(n − 1) +

2β(n− 1). 故

β(n) = g(n) + g(n− 1) + 2β(n− 1). (6)

再求 g(n). 易知图 3−nZ4 有完美匹配. 设图 3−nZ4 的完美匹配集合为M , 图 3−nZ4

含边 u14u11, u14v14, u14u13 的完美匹配集合分别为 M1,M2,M3, 则 Mi 6= φ(i = 1, 2, 3),
Mi∩Mj = φ(1 ≤ i < j ≤ 3), 所以M = M1∪M2∪M3. 故 g(n) = |M1| + |M2| + |M3|, 由
图 3− nZ4 的对称性知, |M1| = |M3|, 故 g(n) = 2|M1|+ |M2|.
求 |M1|.
情形 1 M11 ⊆ M1, ∀M11 ∈ M11, u14u11, v14v11, u13v13, u12v12 ∈ M11, 故由 g(n) 的定

义知, |M11| = g(n− 1).
情形 2 M12 ⊆ M1, ∀M12 ∈ M12, u14u11, v14v11, u13u12 ∈ M12, 由 β(n) 的定义知,

|M12| = β(n− 1).
情形 3 M13 ⊆ M1, ∀M13 ∈ M13, u14u11, v14v13, u13u12 ∈ M13, 由 γ(n) 的定义知,

|M13| = γ(n− 1) = β(n− 1).
易知M1 = M11∪M12∪M13, M1i∩M1j = φ(1 ≤ i < j ≤ 3), 故 |M1| = g(n − 1) +

2β(n− 1).
求 |M2|.
情形 1 M21 ⊆ M2, ∀M21 ∈ M21, u14v14, u11v11, u12v12, u13v13 ∈ M21, 故由 g(n) 的定

义知, |M21| = g(n− 1).
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情形 2 M22 ⊆ M2, ∀M22 ∈ M22, u14v14, u11v11, u13u12 ∈ M22, 由 β(n) 的定义知,
|M22| = β(n− 1).
情形 3 M23 ⊆ M2, ∀M23 ∈ M23, u14v14, u13v13, u11u12 ∈ M23, 由 γ(n) 的定义知,

|M23| = γ(n− 1) = β(n− 1).
易知M2 = M21∪M22∪M23, M2i∩M2j = φ(1 ≤ i < j ≤ 3), 故 |M1| = g(n − 1) +

2β(n− 1). 故
g(n) = 3g(n− 1) + 6β(n− 1), (7)

把 (6) 式代入 (7) 式, 得

g(n) = 9g(n− 1) + 6g(n− 2) + 12β(n− 2), (8)

由 (7) 式, 得
g(n− 1) = 3g(n− 2) + 6α(n− 2), (9)

(8)− 2× (9) 式, 得 g(n) = 11g(n− 1) = 11n−1g(1), 易知 g(1) = 9. 故 g(n) = 9× 11n−1.
定理 3 4 个顶点的完全图分别为 Ki1

4 和 Ki2
4 , 其中 V (Ki1

4 ) = {ui1, ui2, ui3, ui4},
V (Ki2

4 ) = {vi1, vi2, vi3, vi4} (i = 1, 2, · · · , n). 分别连接圈 Ki1
4 和 Ki2

4 的顶点 ui2 与 vi2,
ui3 与 vi3; 再分别连接 Ki1

4 和 Ki+1,1
4 , Ki2

4 和 Ki+1,2
4 的顶点 ui2 与 ui+1,3, vi2 与 vi+1,3

(i = 1, 2, · · · , n−1),这样所得的图记为 2−n(2−K4),如图 6所示. σ(n)表示图 2−n(2−K4)
的完美匹配的数目. 则

σ(n) =
85 + 9
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√
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2
)n +
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2
)n.

图 6: 2− n(2−K4) 图

证 为了求 σ(n), 先定义 1 个图 G4, 并求其完美匹配的数目. 将长为 1 的路 uv 的端点 u

和 v 分别与图 2 − n(2 −K4) 的顶点 u13 和 v13 各连接一条边, 得到的图记为 G4, 如图 7 所
示. 易知图 G4 有完美匹配. γ(n) 表示图 G4 的完美匹配的数目.
求 γ(n). 设图 G4 的完美匹配的集合为M , G4 含边 uv, uu13 的完美匹配集合分别为

M1,M2. 则Mi 6= φ(i = 1, 2), M1∩M2 = φ, 所以M = M1∪M2, γ(n) == |M1|+ |M2|.
求 |M1|. ∀M1 ∈ M1, 由于 uv ∈ M1, 所以由 σ(n) 的定义知, |M1| = σ(n).
求 |M2|. ∀M2 ∈ M2, uu13, vv13, u11u14, v11v14 ∈ M2,由 γ(n)的定义知, |M2| = γ(n−1).

故

γ(n) = σ(n) + γ(n− 1). (10)
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图 7: G4 图

再求 σ(n). 易知图 2 − n(2 −K4) 有完美匹配. 设图 2 − n(2 −K4) 的完美匹配的集合
为M , 图 2 − n(2 −K4) 含边 u11u13, u11u14, u11u12 的完美匹配的集合分别为M1,M2,M3,
则 Mi 6= φ(i = 1, 2, 3), Mi∩Mj = φ(1 ≤ i < j ≤ 3), 所以 M = M1∪M2∪M3. 故
σ(n) == |M1|+ |M2|+ |M3|.
求 |M1|.
情形 1 M11 ⊆ M1, ∀M11 ∈ M11, u11u13, u14u12, v13v12, v14v11 ∈ M11, 故由 σ(n) 的定

义知, |M11| = σ(n− 1).
情形 2 M12 ⊆ M1, ∀M12 ∈ M12, u11u13, u14u12, v13v14, v12v11 ∈ M12, 由 σ(n) 的定义

知, |M12| = σ(n− 1).
情形 3 M13 ⊆ M1, ∀M13 ∈ M13, u11u13, u14u12, v13v11, v14v12 ∈ M13, 由 σ(n) 的定义

知, |M13| = σ(n− 1).
显然, M1 = M11∪M12∪M13, M1i∩M1j = φ(1 ≤ i < j ≤ 3), 故 |M1| = 3σ(n− 1).
求 |M2|.
情形 1 M21 ⊆ M2, ∀M21 ∈ M21, u11u14, u13u12, v13v12, v14v11 ∈ M21, 故由 σ(n) 的定

义知, |M21| = σ(n− 1).
情形 2 M22 ⊆ M2, ∀M22 ∈ M22, u11u14, u13u12, v13v14, v12v11 ∈ M22, 由 σ(n) 的定义

知, |M22| = σ(n− 1).
情形 3 M23 ⊆ M2, ∀M23 ∈ M23, u11u14, u13u12, v13v11, v14v12 ∈ M23, 由 σ(n) 的定义

知, |M23| = σ(n− 1).
情形 4 M24 ⊆ M2, ∀M24 ∈ M24, u11u14, u13v13, v14v11 ∈ M24, 由 γ(n) 的定义知,

|M24| = γ(n− 1).
显然, M2 = M21∪M22∪M23∪M24, M2i∩M2j = φ(1 ≤ i < j ≤ 4), 故 |M2| = 3σ(n −

1) + γ(n− 1).
求 |M3|.
情形 1 M31 ⊆ M3, ∀M31 ∈ M31, u13u14, u11u12, v13v12, v14v11 ∈ M31, 故由 σ(n) 的定

义知, |M31| = σ(n− 1).
情形 2 M32 ⊆ M3, ∀M32 ∈ M32, u13u14, u11u12, v13v14, v12v11 ∈ M32, 由 σ(n) 的定义

知, |M32| = σ(n− 1).
情形 3 M33 ⊆ M3, ∀M33 ∈ M33, u13u14, u11u12, v13v11, v14v12 ∈ M33, 由 σ(n) 的定义

知, |M33| = σ(n− 1).
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显然, M3 = M31∪M32∪M33, M3i∩M3j = φ(1 ≤ i < j ≤ 3), 故 |M3| = 3σ(n− 1).
综上所述

σ(n) = 9σ(n− 1) + γ(n− 1). (11)

把 (10) 式代入 (11) 式, 得
σ(n) = 10σ(n− 1) + γ(n− 2), (12)

再由 (11) 式, 得
σ(n− 1) = 9σ(n− 2) + γ(n− 2), (13)

(12)− (13) 式, 得
σ(n) = 11σ(n− 1)− 9σ(n− 2). (14)

(14) 式的特征方程的根为 x = 11±√85
2

. 易知 σ(1) = 10, γ(1) = 11. 故由 (11) 式得
σ(2) = 101. 所以 (14) 式的通解为

σ(n) =
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√
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√
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2
)n +

85− 9
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(
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2
)n.

定理 4 n 个 6 圈 Ci
6 : ui1ui2 · · · ui6ui1 和 4 圈 Ci

4 : vi1vi2vi3vi4vi1, 分别连接 Ci
6 与

Ci
4 的顶点 ui1 与 vi1, ui2 与 vi2, ui4 与 vi3, ui5 与 vi4(i = 1, 2, · · · , n); 再分别连接 Ci

6 与

Ci+1
6 的顶点 ui2 和 ui+1,1, ui3 和 ui+1,6, ui4 和 ui+1,5(i = 1, 2, · · · , n− 1), 这样得到的图
记为 3 − n(C4 − C6), 如图 8 所示. ψ(n) 表示图 3 − n(C4 − C6) 的完美匹配的数目. 则
ψ(n) = 6× 9n−1.

图 8: 3− n(C4 − C6) 图

证 为了求 ψ(n), 先定义 1 个图 G5, 并求其完美匹配的数目. 将长为 1 的路 u1u2 的端点

u1 和 u2 分别与图 3− n(C4 − C6) 的顶点 u11 和 u16 各连接一条边, 得到的图记为 G5, 如图
9 所示. 易知图 G5 有完美匹配. δ(n) 表示图 G5 的完美匹配的数目.
求 δ(n). 设图 G5 的完美匹配的集合为M , G5 含边 u1u2, u1u11 的完美匹配集合分别为

M1, M2, 则M1 ∩M2 = φ. 所以M = M1 ∪M2, δ(n) == |M1|+ |M2|.
求 |M1|. ∀M1 ∈ M1, 因为 u1u2 ∈ M1, 所以由 ψ(n) 的定义知, |M1| = ψ(n).
求 |M2|.
情形 1 M21 ⊆ M2, ∀M21 ∈ M21, u1u11, u2u16, u15v14, v11v12, v13u14 ∈ M21, 故由 δ(n)

的定义知, |M21| = δ(n− 1).
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图 9: G5 图

情形 2 M22 ⊆ M2, ∀M22 ∈ M22, u1u11, u2u16, u15u14, v11v12, v13u14 ∈ M22, 由 δ(n) 的
定义知, |M22| = δ(n− 1).
情形 3 M23 ⊆ M2, ∀M23 ∈ M23, u1u11, u2u16, u15u14, v11v14, v12u13 ∈ M23, 由 δ(n) 的

定义知, |M23| = δ(n− 1).
因为M2 = M21∪M22∪M23, M2i∩M2j = φ(1 ≤ i < j ≤ 3), 故 |M2| = 3δ(n− 1).
综上所述

δ(n) = ψ(n) + 3δ(n− 1). (15).

求 ψ(n). 易知图 3− n(C4 −C6) 有完美匹配. 设图 3− n(C4 −C6) 的完美匹配的集合为
M , 3−n(C4−C6)含边 u16u11, u16u15 的完美匹配集合分别为M1,M2,所以M = M1∪M2,
ψ(n) == |M1|+ |M2|. 由图 3− n(C4 − C6) 的对称性可知, |M1| = |M2|, 故 ψ(n) = 2|M1|.
求 |M1|.
情形 1 M11 ⊆ M1, ∀M11 ∈ M11, u16u11, u15v14, v11v12, v13u14 ∈ M11, 故由 δ(n) 的定

义知, |M11| = δ(n− 1).
情形 2 M12 ⊆ M1, ∀M12 ∈ M12, u16u11, u15u14, v14u13, v11v12 ∈ M12, 故由 δ(n) 的定

义知, |M12| = δ(n− 1).
情形 3 M13 ⊆ M1, ∀M13 ∈ M13, u16u11, u15u14, v11v14, v12v13 ∈ M13, 故由 δ(n) 的定

义知, |M13| = δ(n− 1).
因为M1 = M11∪M12∪M13, M1i∩M1j = φ(1 ≤ i < j ≤ 3), 故 |M1| = 3δ(n− 1).
综上所述

ψ(n) = 6δ(n− 1), (16)

把 (15) 式代入 (16) 式, 得

ψ(n) = 6ψ(n− 1) + 18δ(n− 2), (17)

再由 (16) 式, 得

ψ(n− 1) = 6δ(n− 2), (18)

(17)− 3× (18) 式, 得 ψ(n) = 9ψ(n− 1) = 9n−1ψ(1), 易知 ψ(1) = 6. 故 ψ(n) = 6× 9n−1.
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RECURSIVE METHOD FOR FINDING THE NUMBER OF

PERFECT MATCHINGS OF THE FOUR TYPES OF GRAPHS

TANG Bao-xiang1, REN Han2

(1. School of Mathematics and Statistics, Tianshui Normal University, Tianshui 741001, China)

(2. Department of Mathematics, East China Normal University, Shanghai 200062, China)

Abstract: In this paper, we study the explicit expression of the perfect matching number of

four types of graphs. By using differentiation, summation and re-recursion, the counting formula

of the perfect matching for graphs 3 − nZ4, 2 − n(2 − C6), 2 − n(2 −K4) and 3 − n(C4 − C6) is

made.
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