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摘要: 本文研究了可加稳定过程的自相交局部时的问题. 利用 Borel–Canteil 引理等方法, 得到

可加稳定过程的自相交局部时的 Hölder 上界, 推广了文献 [5] 中的结果.
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1 引言

设 X1, · · ·, XN 是取值于 Rd 的 N 个独立的 (严格) 稳定过程, X(t) =
N∑

j=1

Xj(tj) 我

们则称这 N 个参数 Rd 值的过程 X = {X(t), t ∈ RN
+} 为一可加稳定过程. 并记为 X =

X1 ⊕ · · · ⊕XN .
本文我们主要研究X = X1⊕· · ·⊕XN 是X1, · · · , XN 具有不同指数 α1, · · · , αN ∈ (0, 2]

的可加稳定过程. 我们假定 X(0) = 0.
具有平稳独立增量且取值与 Rd 的随机过程 Z = {Z(t); t ≥ 0} 称为 Lévy 过程. 众所周

知, 对于 t > s ≥ 0, Z(t)− Z(s) 的特征函数有下列 Lévy-Khintchine 公式:

E[exp(i〈ξ, Z(t)− Z(s)〉)] = exp[−(t− s)Ψ(ξ)],

Ψ(ξ) = i〈a, ξ〉+
1
2
ξ
∑

ξ′ +
∫

Rd

[1− ei〈x,ξ〉 +
i〈x, ξ〉

1+ ‖ x ‖2
]v(dx), ξ ∈ Rd,

其中 a 是 Rd 中的常数,
∑
是一个非负正定的 d × d 对称矩阵, v 是 Rd \ {0} 上满足下式的

Borel 测度, ∫

Rd

‖ x ‖2

1+ ‖ x ‖2
v(dx) < ∞,

函数 Ψ 称为 Z 的 Lévy 指数, v 成为 Z 的 Lévy 测度.
取值与 Rd 的一类特殊的 Lévy 过程是所谓的 (严格) 稳定过程. 指数 α ∈ (0, 2] 的 (严格)

稳定过程 Z 的 Lévy 指数有以下形式:

Ψ(ξ) = σ ‖ ξ ‖α

∫

Sd

ωα(ξ, y)µ(dy),
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其中 σ > 0 是一个常数,

ωα(ξ, y) = [1− isgn〈ξ, y〉 tan(πα/2)]|〈ξ/ ‖ ξ ‖, y〉 |α, α 6= 1,

ω1(ξ, y) = | 〈ξ/ ‖ ξ ‖, y〉 | +2i

π
〈ξ, y〉 log | 〈ξ, y〉 |,

并且 µ 是 Rd 中单位球面 Sd 上的概率测度. α = 1 时, µ 是以原点为其质量中心, 也就是说,∫

Sd

yµ(dy) = 0 (具体参见文献 [1]).

如果 p(1, 0) > 0 (这里 p(t, x) 是 Z(t) 的密度函数), 则对应的稳定过程称为 A 型, 反之
则称为 B 型. Taylor [2] 证明了如果 α ∈ (0, 1), µ 支撑在一半球, 那么 Z 是 B 型. 所有其它
严稳定过程 (α 6= 1) 是 A 型.

Blumenthal和Getoor [8] 引进上下指数概念,用于研究 Lévy过程的样本轨道性质. Lévy
过程 Z 的上指数 β 与下指数 β

′′
的定义如下:

β = inf{γ ≥ 0 :‖ ξ ‖−γ ReΨ(ξ) →∞, 当‖ξ‖ → 0},
β
′′

= sup{γ ≥ 0 :‖ ξ ‖−γ ReΨ(ξ) →∞, 当‖ξ‖ → ∞}.

我们知道 0 ≤ β
′ ≤ β ≤ 2, 并且当 Z 为指数 α 的稳定过程是则 β

′′
= β = α

关于局部时, 我们记参数 (时间) 空间为 RN
+ = [0,∞]N , 其元素记为 t = (t1, · · ·, tN ), 当

t1 = t2 = · · · = tN = c时记为 〈c〉. 在RN
+ 中定义一个序“¹”: 如果对 ∀1 ≤ ` ≤ N 有 s` ≤ t`,

则记 s ¹ t. 当 s ¹ t 时, 记 [s, t] =
N∏

`=1

[s`, t`]. 令 A 表示所有 N 维区间 I = [s, t] ⊂ RN
+ 的集

合, A = {I = [s, t] ∈ A : 0 < s` < t`, 1 ≤ ` ≤ N}, λN 表示 N 维 Lebesgus 测度.

状态空间 Rd 赋予 `2 欧氏范数 ‖ · ‖, 内积 〈x, y〉 =
d∑

j=1

xjyj (x, y ∈ Rd) 和 `∞ 范数

|x| = max1≤`≤d |x`|(x ∈ Rd).
I ⊂ RN Borel 集, 下设 I = [0, 1]N , 记 B(I), B(RN ) 分别为 I, RN 上的 Borel σ 代数, 若

X(t): I → Rd 是 Borel 函数, 则称 X 为 (N, d) 向量场对于 ∀A ∈ B(Rd), ∀B ∈ B(I), 令

µ(A,B) = λN{X−1(A) ∩B} = λN{t :∈ B,X(t) ∈ A} =
∫

B

1A(X(t))dt,

其中 λN 是 RN 中的 Lebesgus 测度. 固定 B 时, µ(·, B) 是 B(Rd) 上的一个测度, 若将 B 看

成时间, 则 µ(A,B) 可以看成在 B 这段时间内, X(t) 在 A 中停留的时间. 我们称 µ(•, B) 为
X(t)(t ∈ B) 的逗留时分布, 记 µ(•) = µ(•, I).
如果 µ(•) 关于Rd 上的 Lebesgue 测度 λd 绝对连续, 即 µ ¿ λd, 则称X 具有局部时. 此

时对 ∀B ∈ B(I), µ(•, B) ¿ λd, 我们将其 Radon-Nikodym 导数
dµ(•, B)

dλd

称为 X(t)(t ∈ B)

的局部时, 记为 L(x,B) 由 Radon-Nikodym 定理, L(x,B) 是 (Rd,B(Rd)) 上的可测函数, 且

µ(A,B) =
∫

A

L(x,B)dx, ∀A ∈ B(Rd),

其中L(x,B)可以看成X(t) (t ∈ B)在 x处的逗留时间. 若B = [0, t],则记L(x,B) = L(x, t).
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由鞅和单调性等经典理论, 我们能推断出局部时存在一个可测的修正满足下面的占有密
度公式: 对任意的 B ∈ B(RN ) 和任意的可测函数 f : Rd → R 有

∫

B

f(X(t))dt =
∫

Rd

f(x)L(x,B)dx.

因此可以在 T =
N∏

i=1

[ai, ai + hi] ∈ A 找到一个连续的修正使得

Rd ×
N∏

i=1

[0, hi] 3 (x, t1, · · · , tN ) 7→ L(x,

N∏
i=1

[ai, ai + ti]),

则称 X 在 T 上的局部时联合连续.
假定 X(t)(也记为 Xt) 为一可加稳定过程. 令

Z(T ) = Z(t1, · · · , tr) = (Xt2 −Xt1 , · · · , Xtr
−Xtr−1),

其中 T = (t1, · · · , tr) ∈ RNr
+ , tm = (tm,1, · · · , tm,N ) ∈ RN

+ (1 ≤ m ≤ r), 则称 {Z(T ), T ∈
RNr

+ } 为X 的汇合过程. 如果 Z 的局部时存在 (记为 L(x, I)), 则称 L(x, I) 为X 的自相交局

部时,

I =
r∏

m=1

Im (Im =
m∏

l=1

[am,l, am,l + h], am,l + h < am+1,l, h > 0)

为 RNr
+ 中的超立方体, R 表示 RNr

+ 中所有超立方体 I 的集合. 对于 T ∈ RNr
+ , 这里

T = (t1, · · · , tr), tm = (tm,1, · · · , tm,N ) 1 ≤ m ≤ r. 当 tm,l = c, 1 ≤ m ≤ r, 1 ≤ l ≤ N , 记
T = 〈c〉. Z(T ) 的局部时称为 X(t) 的自相交局部时.

令 ᾱ = max{α1, · · · , αN}, α = min{α1, · · · , αN}, α′ =
N∑

l=1

αl/N , C1, C2, · · · 为不同的
常数.
本文主要研究 A 型的不同指数可加稳定过程的自相交局部时.

2 主要结果

引理 2.1 [5] 假定 X = X1 ⊕ · · · ⊕XN 是 Rd 上的可加稳定过程, 其中 X1, · · · , XN 的指

数分别为 α1, · · · , αN ∈ (0, 2], Z(T ) = (Xt2 −Xt1 , · · · , Xtr
−Xtr−1). 如果Nrα > d(r− 1) 那

么对每个 I ∈ R, Z 有联合连续的局部时 a.s. 且令 γ ∈ (0, 1
∧

(Nrα− d(r − 1))/2) 存在有限
常数M1, M2 使得任何 I ∈ R 所有 x, y ∈ Rd(r−1) 和偶数 k 有

E[L(Z(t) + x, I)/λNr(I)1−d(r−1)/Nrα]k ≤ Mk
1 (k!)Nr

和

E[
L(Z(t) + x, I)− L(Z(t) + y, I)
λNr(I)1−(d+2γ)(r−1)/Nrα‖x− y‖γ

]k ≤ Mk
2 (k!)Nr,

其中 t = 0 或 t = It.
引理 2.2 假定 X = X1 ⊕ · · · ⊕XN 是 Rd 上的可加稳定过程, 其中 X1, · · · , XN 的指数

分别为 α1, · · · , αN ∈ (0, 2], Z(T ) = (Xt2 −Xt1 , · · · , Xtr
−Xtr−1). 如果 Nrα > d(r − 1), 那
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么 ∀γ ∈ (0, 1
∧

(Nrα − d(r − 1))/2), 存在有与 I ∈ R, x, y ∈ Rd(r−1) 无关的正常数 b1, b2,
M3, M4 使得任何 u > 0, 有

P{L(Z(t) + x, I) ≥ λNr(I)1−d(r−1)/NrαuNr} ≤ M3e
−b1u

和

P{‖L(Z(t) + x, I)− L(Z(t) + y, I)‖
λNr(I)1−(d+2γ)(r−1)/Nrα‖x− y‖γ

≤ uNr} ≤ M4e
−b2u, ∀x, y ∈ Rd(r−1), x 6= y,

其中 τ = 0 或 τ = It.
证 记 Λ 为 L(Z(t) + x, I)/λNr(I)1−d(r−1)/Nrα]k 或

|L(Z(t) + x, I)− L(Z(t) + y, I)|/λNr(I)1−(d+2γ)(r−1)/Nrα‖x− y‖γ

中任何一项, 那么由引理 1.1 偶数 k 有

EΛ
k

Nr ≤ (EΛk)
1

Nr ≤ C
k

Nr

1 k! (k为偶数).

由 Jensen 不等式有

EΛ
(k−1)

Nr ≤ (EΛ
k

Nr )(k−1)/k ≤ [C
k

Nr

1 k!](k−1)/k ≤ C
k−1
Nr

1 k!,

也就是对任何的整数m ≥ 0 有

EΛ
m
Nr ≤ C

m
Nr

1 (m + 1)! ≤ C2(m + 1)!,

那么当M 足够大时, 可得

E exp(Λ
1

Nr /M) ≤ E(1 +
∞∑

m=1

1
m!

(
Λ

1
Nr

M
)m) ≤ C2

∞∑
m=0

(m + 1)(
1
M

)m ≤ C3.

由 Chebyshev 不等式得

P (Λ ≥ (Mu)
1

Nr ) = P (
Λ

1
Nr

M
≥ u) = P (e

Λ
1

Nr
M ≥ eu) ≤ 1

eu
E(e

Λ
1

Nr
M ) ≤ C3e

−u.

令Mu 换成 u 便得要证的结论.
引理 2.3 设 X = X1 ⊕ · · · ⊕XN 是 Rd 上的可加稳定过程, 其中 X1, · · · , XN 的指数分

别为 α1, · · · , αN . 那么存在一个正常数M5 使得对时间 I = [0, a] ∈ A 和 0 < ξ < 1,

P{sup
t∈I

‖X(t)‖ ≥ ξ} ≤ M5|a|ξ−ᾱ.

证 由 α 阶 stable 过程的一般结论 (Bertoin [9], P221) 可以有

P{sup
t∈I

‖X(t)‖ ≥ ξ} ≤ P{sup
t∈I

N∑
l=1

|Xl(tl)| ≥ ξ} ≤
N∑

l=1

P{ sup
tl∈[0,al]

t
1

αl

l |Xl(1)| ≥ ξ}

≤
N∑

l=1

P{ sup
tl∈[0,al]

|Xl(1)| ≥ ξt
− 1

αl

l } ≤
N∑

l=1

P{|Xl(1)| ≥ ξ|a|− 1
αl } ∼

N∑
l=1

C4[ξ|a|−
1

αl ]−αl

≤ M5|a|ξ−ᾱ.
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引理 2.4 假定 X = X1 ⊕ · · · ⊕XN 是 Rd 上的可加稳定过程, 其中 X1, · · · , XN 的指数

分别为 α1, · · · , αN ∈ (0, 2], Z(T ) = (Xt2 −Xt1 , · · · , Xtr
−Xtr−1). 如果 Nrα > d(r − 1) 那

么存在正常数M6, 使得对所有 I ∈ R, 0 < ξ ≤ 1, 有

P (sup
s∈I

‖Z(s)− Z(It)‖ ≥ ξ) ≤ M6ξ
−ᾱh,

其中 I =
r∏

m=1

Im, Im =
N∏

l=1

[aml, aml + h].

证 由定义和引理 2.3 有

P{sup
s∈I

‖Z(s)− Z(It)‖ ≥ ξ}

= P{sup
s∈I

‖(X(s2)−X(It
2))− (X(s1)−X(It

1)), · · · ,

(X(sr)−X(It
r))− (X(sr−1)−X(It

r−1))‖ ≥ ξ}
≤ P{

⋃
1≤m≤r−1

sup
s∈I

‖(X(sm+1)−X(It
m+1))− (X(sm)−X(It

m))‖ ≥ ξ√
r − 1

}

≤
r−1∑
m=1

P{sup
s∈I

‖(X(sm+1)−X(It
m+1))− (X(sm)−X(It

m))‖ ≥ ξ√
r − 1

}

≤
r−1∑
m=1

[P{ sup
sm+1∈Im+1

‖(X(sm+1)−X(It
m+1))‖ ≥

ξ√
2(r − 1)

}

+P{ sup
sm∈Im

‖X(sm)−X(It
m)‖ ≥ ξ√

2(r − 1)
}]

≤ 2(r − 1)C5(
ξ√

2(r − 1)
)−ᾱh

= M6ξ
−ᾱh.

定理 2.1 假定X = X1 ⊕ · · · ⊕XN 是 Rd 上的可加稳定过程, 其中X1, · · · , XN 的指数

分别为

α1, · · · , αN ∈ (0, 2], Z(T ) = (Xt2 −Xt1 , · · · , Xtr
−Xtr−1).

记 L∗(B) = sup
x∈Rd(r−1)

L(x,B), B ∈ R. 如果 Nrα > d(r − 1), 那么对

∀γ ∈ (0, 1 ∧ Nrα− d(r − 1)
2

∧ Nrᾱα− dᾱ(r − 1)
2ᾱ(r − 1)− α

)

存在正常数 M6,M7, 使得对每个 s ∈ (0,∞)Nr, s = (s1, · · · , sr), sm = (sm1, · · · , smr),
(1 ≤ m ≤ r), sm+1 j > smj 和每个 I ∈ R 有下列两式成立

lim sup
u→0

L∗([s− 〈u〉, s + 〈u〉])
uNr−d(r−1)/α(u

α−2ᾱ(r−1)
Nrᾱα γ log log u−1)Nr

≤ M6 a.s. (2.1)

和

lim
ε→0

sup
B∈R,B⊂I
λNr(B)<ε

L∗(B)
λNr(B)1−d(r−1)/Nrα(log λNr(B)−1)Nr

≤ M7 a.s.. (2.2)
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证 先证明 (2.1) 式, 对于固定的 s, 令 sn 为一点列, 每个 sn 具有 s 一样的条件, 满足
sn

m+1 l > sn
m l (∀n, 1 ≤ m ≤ r, 1 ≤ l ≤ N) 和 lim

n→∞
sn = s. 定义一系列超立方体

In = [sn, sn + 〈2−n〉] (n ≥ 1).

令

g(u) = uNr−d(r−1)/α(u
α−2ᾱ(r−1)

Nrᾱα γ log log u−1)Nr (u充分小),

对于 0 < γ < 1 ∧ Nrα− d(r − 1)
2

∧ Nrᾱα− dᾱ(r − 1)
2ᾱ(r − 1)− α

, u 充分小时

g′(u) = [uNr−d(r−1)/α+
α−2ᾱ(r−1)

ᾱα γ(log log
1
u

)Nr]′

=
Nrᾱα− d(r − 1)ᾱ− (2ᾱ(r − 1)− α)γ

ᾱα
u

Nrᾱα−d(r−1)ᾱ−(2ᾱ(r−1)−α)γ
ᾱα −1(log log

1
u

)Nr

+u
Nrᾱα−d(r−1)ᾱ−(2ᾱ(r−1)−α)γ

ᾱα Nr(log log
1
u

)Nr−1 1
log u−1

1
u−1

(− 1
u2

)

= (
Nrᾱα− d(r − 1)ᾱ− (2ᾱ(r − 1)− α)γ

ᾱα
−Nr

1
log log u−1 log u−1

)

u
Nrᾱα−d(r−1)ᾱ−(2ᾱ(r−1)−α)γ

ᾱα −1(log log
1
u

)Nr > 0,

g(2u)/g(u) = 2Nr−d(r−1)/α+
α−2ᾱ(r−1)

ᾱα γ(
log log(2u)−1

log log u−1
)Nr

≤ 2Nr−d(r−1)/α+
α−2ᾱ(r−1)

ᾱα γ ≤ C6.

则 g(r) 为一单调增, 限制增长的函数. 因此只需证 lim sup
u→0

L(In)
g(2−n)

≤ M6. 记 Zn = Z(sn). 分

几步来证明:
(1) 由引理 1.4 得当 n 足够大时 2−n/ᾱnβ < 1 对任何的 β > 0 有

P (sup
s∈In

‖Z(s)− Zn‖ ≥ 2−n/ᾱnβ)

= P ( sup
t∈[0,2−n]N

‖Z(s)‖ ≥ 2−n/ᾱnβ) ≤ C72−n(2−n/ᾱnβ)−ᾱ = C7n
−ᾱβ.

选取 β > 1/ᾱ 那么由 Borel–Cantelli 引理有多足够大的 n

sup
s∈In

‖Z(s)− Zn‖ < 2−n/ᾱnβ a.s..

(2) 令 θn = 2−n/ᾱ, n ≥ 1 定义

Gn = {x ∈ Rd(r−1) : x = θnp,对某个p ∈ Z̄d(r−1), ‖x‖ ≤ 2−n/ᾱnβ}.

由引理 1.2 有

P{ sup
x∈Gn

L(Zn + x, In) ≥ g(2−n)aNr
1 } ≤

∑
x∈Gn

P{L(Zn + x, In) ≥ g(2−n)aNr
1 }

≤ C8(2−n/ᾱnβ/θn)d(r−1) exp(−b1a12nγ
2ᾱ(r−1)−α

Nrᾱα log log 2n) ≤ C9n
−(b1a1−dβ(r−1)).
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取 a1 > (1 + dβ(r − 1))/b1 再用 Borel–Cantelli 引理, 就得到对足够大的 n,

sup
x∈Gn

L(Zn + x, In) < aNr
1 g(2−n) a.s.. (2.3)

(3) 对任何两个整数 n, h ≥ 1 和任何 x ∈ Gn 令

F (n, h, x) = {y ∈ Rd(r−1) : y = x + θn

h∑
j=1

εj2−j , εj ∈ {0, 1}d(r−1), 1 ≤ j ≤ k}.

选取 γ > 0 和 δ > 0 满足

Nδr < γ < 1 ∧ (Nrα− d(r − 1))/2 ∧ Nrᾱα− dᾱ(r − 1)
2ᾱ(r − 1)− α

.

记

Bn =
⋃

x∈Gn

∞⋃
h=1

{|L(Zn + y1, In)− L(Zn + y2, In)| ≥ λNr(In)1−(d+2γ)(r−1)/Nrα

‖y1 − y2‖γ(a22δh log n)Nr,对某个y1, y2 ∈ F (n, h, x)且y1 − y2 = θnε2−h,

ε ∈ {0, 1}d(r−1)}.

因为对于足够大的 x 有
∞∑

h=1

2d(r−1)(h+1) exp(−x2δh) ≤ e−x/2,

则由引理 2.2 有

P (Bn) ≤
∑

x∈Gn

∞∑
h=1

∑
y1,y2

P{|L(Zn + y1, In)− L(Zn + y2, In)| ≥ λNr(In)1−(d+2γ)(r−1)/Nrα

‖y1 − y2‖γ(a22δh log n)Nr}

≤ C10(2−n/ᾱnβ/θn)d(r−1)

∞∑
h=1

2d(r−1)(h+1) exp(−b2a22δh log n)

≤ C10(2−n/ᾱnβ/θn)d(r−1) exp(
−b2a2 log n

2
)

= C10n
−(b2a2/2−dβ(r−1)).

从而选择足够大的 a2 > 0 使得
∑
n

P (Bn) < ∞ 也就是由 Borel–Cantelli 引理蕴含 Bn

a.s. 发生有限次.
(4) 固定整数 n 和某个 y ∈ Rd(r−1) 满足 ‖y‖ < 2−n/ᾱnβ, 显然可以把 y 表示成

y = lim
h→∞

yh,

其中

yh = x + θn

h∑
j=1

εj2−j , εj ∈ {0, 1}d(r−1), x ∈ Gn.
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因为局部时是关于空间变量是连续的, 所以我们可以在事件 Bc
n 上, 应用三角不等式可得

|L(Zn + y, In)− L(Zn + x, In)|

≤
∞∑

h=1

|L(Zn + yh, In)− L(Zn + yh−1, In)| (y0 = x)

≤
∞∑

h=1

λNr(Cn)1−(d+2γ)(r−1)/Nrα‖yh − yh−1‖γ(a22δh log n)Nr

≤ 2−n(Nr−Nr(d+2γ)(r−1)/Nrα)(a2 log n)Nr

∞∑
h=1

[
√

d(r − 1)2−n/ᾱ]γ2−h(γ−Nrδ)

= 2−n(Nr−d(r−1)/α)2nγ(
2(r−1)

α − 1
ᾱ )(log n)NraNr

2

∞∑
h=1

√
d(r − 1)2−h(γ−Nrδ)

≤ C11 g(2−n). (2.4)

由 (2.3) 和 (2.4) 式当 n 充分大的时候, 就得

sup
‖x‖≤2−n/ᾱnβ

L(Zn + x, In) ≤ C12g(2−n),

也就是

sup
‖Xn−x‖≤2−n/ᾱnβ

L(x, In) ≤ C12g(2−n),

从而当 n 充分大的时有

L∗(In) = sup{L(x, In);x ∈ X(In)} ≤ M6g(2−n),

就得到 (2.1) 式.
(2.2) 式的证明与 (2.1) 式的证明大体一致.

首先固定 T =
r∏

m=1

Tm ∈ R, Tm =
N∏

l=1

[am,l, bm,l], 其中 am,l < bm,l < am+1,l 对于每个

n =
r∏

m=1

(nm1, · · · , nmN ), nmj (1 ≤ m ≤ r, 1 ≤ j ≤ N) 为自然数. 定义 2σ(n) 个超立方体

(σ(n) =
r∑

m=1

N∑
l=1

nm,l). 记

Qk,n =
r∏

m=1

N∏
l=1

[am,l + (bm,l − am,l)(km,l − 1)2−nm,l , am,l + (bm,l − am,l)km,l2−nm,l ],

k = (k1, · · · , kr),

km = (km,1, · · · , km,N ) ∈
N∏

l=1

{1, 2, · · · , 2nm,l},

k ∈
r∏

m=1

N∏
l=1

{1, 2, · · · , 2nm,l} ≡ J(n).
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显然 T ∈ ⋃
k,n Qk,n. 对任何 n, 定义

Gn = {x = (x1, · · · , xr−1) : xm = (xm,1, · · · , xm,d), xm,l = p2−σ(n),其中

p是正整数,满足 |p| ≤
r∏

m=1

N∏
l=1

nm,l2m,l, 1 ≤ m ≤ r − 1, 1 ≤ l ≤ d}.

注意 Gn 是逐渐扩充到 Rd(r−1) 的整数点集. 对 ∀n, h ≥ 1, x ∈ Gn, 令

F (n, h, x) = {y ∈ Rd(r−1) : y = x + 2−σ(n)

h∑
j=1

εj2−j , εj ∈ {0, 1}d(r−1), 1 ≤ j ≤ h}.

定义事件 An, Bn 如下

An =
⋃

k∈J(n)

⋃
x∈Gn

{L(x,Qk,n) ≥ λNr(Qk,n)1−
d(r−1)

Nrα (a1 log λNr(Qk,n)−1)Nr},

Bn =
⋃

k∈J(n)

⋃
x∈Gn

{|L(y1, Qk,n)− L(y2, Qk,n)| ≥ λNr(Qk,n)1−
d+2γ(r−1)

Nrα ,

‖y1 − y2‖γ(a2 log 2σ(n))Nr2δhNr,对于y1, y2 ∈ F (n, h, x),

y1 − y2 = 2−σ(n)ε2−h, ε ∈ {0, 1}d(r−1)}.

注意 J(n) 中 k 的个数为
r∏

m=1

N∏
l=1

2nm,l , Gn 中 x 的个数小于 (
r∏

m=1

N∏
l=1

nm,l2nm,l+2)d(r−1), 因此

由引理 2.2, 有

P (An) ≤ (
r∏

m=1

N∏
l=1

2nm,l)(
r∏

m=1

N∏
l=1

nm,l2nm,l+2)d(r−1)M4e
−b1a1 log λNr(Qk,n)−1

= C13

r∏
m=1

N∏
l=1

n
d(r−1)
m,l 2nm,l(d(r−1)+1)λNr(Qk,n)b1a1

= C13

r∏
m=1

N∏
l=1

n
d(r−1)
m,l 2nm,l(d(r−1)+1)

r∏
m=1

N∏
l=1

2−nm,lb1a1(bm,l − am,l)b1a1

= C13

r∏
m=1

N∏
l=1

n
d(r−1)
m,l 2−nm,l(b1a1−d(r−1)−1)(bm,l − am,l)b1a1

和

P (Bn) ≤ (
r∏

m=1

N∏
l=1

2nm,l)(
r∏

m=1

N∏
l=1

nm,l2nm,l+2)d(r−1)M4

∞∑
h=1

2(d(r−1)+1)he−b2a22
δh log 2σ(n)

≤ C14

r∏
m=1

N∏
l=1

n
d(r−1)
m,l 2nm,l(d(r−1)+1)e−b2a2/2 log 2σ(n)

= C14

r∏
m=1

N∏
l=1

n
d(r−1)
m,l 2nm,l(d(r−1)+1)2−σ(n)

b2a2
2

= C14

r∏
m=1

N∏
l=1

n
d(r−1)
m,l 2−nm,l(

b2a2
2 −d(r−1)−1),
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则对于充分大的 a1, a2, 使得
∑
n

P (An) 和
∑
n

P (Bn) 收敛. 由 Borel–Cantelli 引理就有

An和Bn以概率 1 仅发生有限多次.

对于固定的 n 和满足 |ym,l| ≤
r∏

m=1

d∏
l=1

nm,l2nm,l 的 y = (y1, · · · , yr−1), ym = (ym,1, · · · , ym,d),

1 ≤ m ≤ r − 1, 1 ≤ l ≤ d, 存在 x ∈ Gn 使得 y − x ∈ [0, 2−σ(n)]d(r−1). 选择

yh = x + 2−σ(n)

h∑
j=1

εj2−j ,

εj ∈ {0, 1}d(r−1), 满足 yh → y (h → ∞). 由自相交局部时关于空间变量的连续性, 在 Bc
n 上

可得

|L(y, Qk,n)− L(x,Qk,n)|

≤
∞∑

h=1

|L(yh, Qk,n)− L(yh−1, Qk,n)|

≤ λNr(Qk,n)1−
(d+2γ)(r−1)

αNr

∞∑
h=1

‖yh − yh−1‖γaNr
2 (log 2σ(n))Nr2δhNr

≤ λNr(Qk,n)1−
(d+2γ)(r−1)

αNr

∞∑
h=1

(2−σ(n)
√

d(r − 1)2−h)γ(a2 log 2σ(n))Nr2δhNr

≤ λNr(Qk,n)1−
(d+2γ)(r−1)

αNr (2−σ(n)
√

d(r − 1))γ(a2 log 2σ(n))Nr

∞∑
h=1

2−h(γ−δNr)

≤ C15σ(n)Nr2−σ(n)γ → 0(σ(n) →∞),

则对满足 xm,l ≤
r∏

m=1

N∏
l=1

nm,l, 1 ≤ m ≤ r − 1, 1 ≤ l ≤ d 的 x 有

sup
k∈J(n)

L(x,Qn,k) ≤ C16λNr(Qn,k)1−d(r−1)/Nrα(log λNr(Qn,k)−1)Nr.

当 n 充分大时, 便可得到 (2.2) 式.
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SELF-INTERSECTION LOCAL TIME OF ADDITIVE STABLE

PROCESS
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Abstract: This paper discusses the problem of the self-intersection local times of additive

stable processes. By using Borel–Canteil lemma etc., we compute the uniform Hölder law of the

increments of the self-intersection local times of additive stable processes, which extends the result

in Zhong [5].

Keywords: additive stable process; local times; Hölder law; upper bound
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