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摘要: 本文研究有限链环上一类 λ - 常循环码. 利用 xn − 1 在 Ra[x] 上可唯一分解为两两互素

的首一基本不可约多项式乘积, 刻画了 Ra 中长为 psn的所有 λ - 常循环码, 推广了开晓山等人在文献

[4] 中的结果.
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1 引言

常循环码是一类非常重要的码. 可是, 大多数对常循环码的研究只涉及到码长 N 与域

F 的特征互素的情形. 在这种情形下, 长为 N 的 λ− 常循环码是剩余类环 F[x]
〈xN−λ〉 的理想

〈f(x)〉, 其中 xN − λ = f(x)g(x). 当码长 N 被域的特征整除时, 就产生所谓的重根常循环码.
重根常循环码最初是由 Berman 于 1967 年引入的 [1]. 在 1991 年, Castagnoli 与 Lint 等人证
明了有几种情形的重根循环码是极优的 [2,3]. 从而促使研究者进一步对重根循环码进行研究.
最近, 开晓山等人研究了有限链环 Fp + uFp + · · ·+ ua−1Fp(ua = 0) 中长为 psn 的 (1 + ρu) -
重根常循环码, 这里 ρ 是 Fp 的非零元, 给出了这里重根常循环码的结构 [4]. 刘修生等人在文
献 [5] 中利用中国剩余定理给出了有限链环 Fpm + uFpm 上长为 2ps 的循环码及负循环码的

代数结构及码字个数，且它们的研究方法可推广到有限链环 Fpm + uFpm + · · ·+ ua−1Fpm .
本文将采用类似于 [4]的方法, 研究更一般的有限链环Ra = Fpm [u]

〈ua〉 = Fpm +uFpm + · · ·+
ua−1Fpm 的长为 psn 的更一般 λ− 重根常循环码, 其中

λ = 1 + uλ1 + · · ·+ ua−1λa−1, λ1 6= 0, λ1, · · · , λa−1 ∈ Fpm

且包含了 [4] 中 λ = 1 + ρu 的情形. 第 2 节, 回顾了有限链环与有限环上码的一些基本知识,
这些知识是后续各节的研究基础; 第 3 节, 研究了 Ra 上长为 ps 的 λ− 重根常循环码, 给出了
这类码与它的对偶码的结构. 最后, 在第 4 节，假设 n, p 为奇数且 (n, p) = 1 的情形下, 刻画
了 Ra 上长为 psn 的 λ− 重根常循环码.
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设 R 是一个有限交换环, 如果 R 有唯一的最大理想, 则称 R 为局部环. 进而, 如果 R 的

所有理想在集合论意义下有线性包含关系, 则称 R 为链环. 下面事实可以在文献 [7] 中找到.
命题 2.1 设 R 为有限交换环, 则下列条件等价:
(i) R 是局部环且 R 的最大理想M 是主理想, 即存在 γ ∈ R, 使M = 〈γ〉;
(ii) R 是局部主理想环;
(iii) R 是链环, 其理想为 R = 〈γ0〉 ⊃ 〈γ〉 ⊃ · · · ⊃ 〈γe−1〉 ⊃ 〈γe〉 = 〈0〉, 其中 γe−1 6= 0,

称 e 为 γ 的幂零指数.
记 R = R

M
. 用“−”表示 R → R 的自然环同态: r 7→ r + M . 将其扩充 R[x] → R[x] 自然

同态, 仍用“−”表示, 即 f(x) = alx
l + · · ·+ a1x + a0 7→ f(x) = alx

l + · · ·+ a1x + a0.
设 f1(x), f2(x) ∈ R[x], 如果 〈f1(x)〉+ 〈f2(x)〉 = R[x], 则称 f1(x) 与 f2(x) 是互素的, 记

为 (f1(x), f2(x)) = 1 (见文献 [6]).
引理 2.2 [8] 设 R 为有限交换链环, f1(x), f2(x) ∈ R[x]. 则 (f1(x), f2(x)) = 1 当且仅当

(f1(x), f2(x)) = 1.
下面 Hensel 引理在有限链环上编码的研究中起着非常重要的作用.
引理 2.3 [9] (Hensel引理) 设 f(x) ∈ R[x]且 f(x) = g1(x) · · · gt(x),其中 g1(x), · · · , gt(x)

是 R[x] 中两两互素的多项式, 则 R[x] 上存在两两互素的多项式 f1(x), · · · , ft(x) 使得
f(x) = f1(x) · · · ft(x) 且 f1(x) = g1(x), · · · , f t(x) = gt(x).
接下来, 我们给出有限交换链环 R 上相关码的概念与性质.
设 R 为有限交换链环, λ 为 R 的一个单位. ∀(x0, x1, · · · , xN−1) ∈ RN , 在 RN 上的 λ -

常循环位移 τλ 定义为 τλ(x0, x1, · · · , xN−1) = (λxN−1, x0, x1, · · · , xN−2). 若 τλ(C) = C, 则
称码 C 为 R 上的 λ - 常循环码. 当 λ = 1, λ - 常循环码为循环码; 当 λ = −1, λ - 常循环码
为负循环码.
作映射

ϕ : RN −→ R[x]
〈xN − λ〉

(c0, c1, · · · , cN−1) 7−→ c0 + c1x + · · ·+ cN−1x
N−1

则 ϕ 是 RN 到 R[x]
〈xN−λ〉 的一个环同构. 下面命题是显然的.

命题 2.4 C 为 R 上长为 N 的 λ− 常循环码当且仅当 ϕ(C) 为 R[x]
〈xN−λ〉 的理想.

设 C 为 R 上的 λ− 常循环码, 称 {f |fg = 0,∀g ∈ C} 为 C 的零化子, 记为 Ann(C). 即
Ann(C) = {f |fg = 0,∀g ∈ C}.
设 f(x) = a0 + a1x + · · · + ak−1x

k−1 + akx
k, 称 xkf(x−1) = ak + ak−1x + · · · + a0x

k

为 f(x) 互反多项式, 记为 f∗(x). 显然 (f∗(x))∗ = f(x) 当且仅当 f(x) 的常数项非零. 记
Ann(C)∗ = {f∗(x)|f(x) ∈ Ann(C)}.
以下 3 个引理可以在文献 [10] 中找到.
引理 2.5 R 上 λ - 常循环码的对偶码为 R 上 λ−1 - 常循环码.
引理 2.6 设 C 为有限链环 R 上长为 N 的线性码, 则 |C| · |C⊥| = |R|N .
引理 2.7 设 R 为有限链环, λ 为 R 上的单位且 λ2 = 1. 如果 C 为 R 上长为N 的 λ - 常

循环码, 则 C 的对偶码 C⊥ = Ann(C)∗.

3 Ra 上长度为 ps 的 λ - 常循环码
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令 λ = 1 + uλ1 + · · · + ua−1λa−1, 这里 λ1, · · · , λa−1 ∈ Fpm , 且 λ1 6= 0. 我们来研究 Ra

上长度为 ps 的 λ - 常循环码. 众所周知, C 为 Ra 上长度为 ps 的 λ - 常循环码的充要条件

ϕ(C) = {c0 + c1x + · · ·+ cps−1x
ps−1 + 〈xps − λ〉|(c0, c1, · · · , cps−1) ∈ C}

为环 R̃a(s, λ) = Ra[x]
〈xps−λ〉 的理想.

我们首先提供 x− 1 在 R̃a(s, λ) 中所起作用的一个重要事实.
引理 3.1 对于任意正整数 k, (x− 1)pk

= xpk − 1 ∈ Ra[x]. 特别地, 在 R̃a(s, λ) 中, 存在
一个单位 b, 使 (x− 1)ps

= uλ1b 且 x− 1 具有幂零指数 psa.
证 对 1 ≤ k ≤ ps − 1, 有 p

∣∣(ps

k

)
. 因此 (x− 1)pk

= xpk − 1. 于是, 在 R̃a(s, λ) 中,

(x− 1)ps

= xps − 1 = uλ1 + · · ·+ ua−1λa−1

= uλ1(1 + uλ2λ
−1
1 + · · ·+ ua−2λa−1λ

−1
1 )

= uλ1b.

这里 b = 1 + uλ2λ
−1
1 + · · · + ua−2λa−1λ

−1
1 显然在 R̃a(s, λ) 中是可逆. 因此, 在 R̃a(s, λ) 中,

〈(x− 1)ps〉 = 〈u〉. 显然, 在 R̃a(s, λ) 中, (x− 1)psa−1 6= 0. 故 x− 1 在 R̃a(s, λ) 中的幂零指数
为 psa.
命题 3.2 环 R̃a(s, λ) 是一个链环, 其所有理想为

R̃a(s, λ) = 〈1〉 ) 〈x− 1〉 ) · · · ) 〈(x− 1)psa−1〉 ) 〈(x− 1)psa〉 = 〈0〉.

证 显然, R̃a(s, λ) 中的元 f(x) 可以表示成

f(x) =
ps−1∑
i=0

c0,i(x− 1)i + u

ps−1∑
i=0

c1,i(x− 1)i + · · ·+ ua−1

ps−1∑
i=0

ca−1,i(x− 1)i,

其中 c0,i, c1,i, · · · , ca−1,i ∈ Fpm , i = 0, 1, · · · , ps − 1. 由引理 3.1, u = (x− 1)ps

λ−1
1 b−1, 则可将

f(x) 改写为 f(x) = c0,0 + (x− 1)g(x), g(x) 是 R̃a(s, λ) 中某一多项式. 因为 (x− 1) 是幂零
的, 所以 f(x) 不可逆当且仅当 c0,0 = 0, 即若 f(x) 不可逆, 则 f(x) ∈ 〈x − 1〉. 因此 R̃a(s, λ)
是有最大理想 〈x− 1〉 的局部环. 由命题 2.1 知, R̃a(s, λ) 是链环, 且所有理想为

R̃a(s, λ) = 〈1〉 ) 〈x− 1〉 ) · · · ) 〈(x− 1)psa−1〉 ) 〈(x− 1)psa〉 = 〈0〉.

将引理 3.1 与命题 3.2 相结合，我们马上得到下列定理.
定理 3.3 R中长度为 ps 的 λ−常循环码有且仅有 psa+1个.它们对应有限链环 R̃a(s, λ)

中的理想 〈(x− 1)i〉, i = 0, 1, · · · , psa. 每一个 λ− 常循环码 〈(x− 1)i〉 有 pm(psa−i) 个码字.
命题 3.4 对 0 ≤ i ≤ psa, λ - 常循环码 C = 〈(x− 1)i〉 ⊂ R̃a(s, λ) 的对偶码是 R̃a(s, λ−1)

上的 λ−1 - 常循环码 C⊥ = 〈(x− 1)psa−i〉 ⊂ R̃a(s, λ−1), 且 |C⊥| = pmi.
证 由引理 2.5 知 C⊥ 是 Ra 上长度为 ps 的 λ−1 - 常循环码. 令 L = [logp a], 则 pL ≥ a.

从而 upL

= 0. 因此 λpL

= 1. 故 λ−1 = λpL−1. 由 λ = 1 + uλ1 + · · · + ua−1λa−1, 可令
λ−1 = 1 + uλ′1 + · · ·+ ua−1λ′a−1. 从而引理 3.1 及定理 3.3 能够用到 C⊥ 和 R̃a(s, λ−1) 中. 因
此 C⊥ 是有限链环 R̃a(s, λ−1) 中形为 〈(x− 1)j〉, 0 ≤ j ≤ psa 的理想.
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另一方面, 由引理 2.6, |C| · |C⊥| = |Ra|ps

= ppsam, 可得

|C⊥| = ppsam

|C| =
ppsam

pm(psa−i)
= pmi.

因此 C⊥ = 〈(x− 1)psa−i〉.
推论 3.5 Ra 上存在长为 ps 的自对偶 λ− 常循环码的充要条件是 a = 2 且 p = 2.
证 因为 C = 〈(x− 1)i〉 ⊂ R̃a(s, λ) 的对偶码是 C⊥ = 〈(x− 1)psa−i〉 ⊂ R̃a(s, λ−1), 所以

C = C⊥ 当且仅当 λ = λ−1 和 i = psa − i, 即 λ2 = 1 且 a 为偶数. 从而 C = C⊥ 当且仅当

a = 2 且 p = 2. 于是 i = 2s, 进而 〈(x− 1)2
s〉 = 〈u〉 是唯一的自对偶码.

4 R 上长为 psn 的 λ - 常循环码

设 λ = 1 + uλ1 + · · · + ua−1λa−1, 其中 λ1, · · · , λa−1 ∈ Fpm , 且 λ1 6= 0. 令 (n, p) = 1
且 n 与 p 都为奇数. 这一节, 我们来讨论 R 上长为 psn 的 λ - 常循环码. 这类码是环
Ta(s, n, λ) = Ra[x]

〈xpsn−λ〉 的理想.

引理 4.1 对于任意正整数 k, (xn − 1)pk

= xpkn − 1 ∈ Ra[x]. 特别地, 在 Ta(s, n, λ) 中,
有 (xn − 1)ps

= uλ1w 和 xn − 1 是幂零的且幂零指数为 psa, 这里 w = 1 + uλ2λ
−1
1 + · · · +

ua−2λa−1λ
−1
1 为 Ta(s, n, λ) 中的单位.

证 对 1 ≤ i ≤ pk − 1, 有 p
∣∣(ps

k

)
. 所以, 在 Ra[x] 中, 有 (x − 1)pk

= xpk − 1. 注意到, 在
Ta(s, n, λ) 中,

(xn − 1)ps

= xpsn − 1 = uλ1 + · · ·+ ua−1λa−1

= uλ1(1 + uλ2λ
−1
1 + · · ·+ ua−2λa−1λ

−1
1 )

= uλ1w,

其中 w = 1 + uλ2λ
−1
1 + · · ·+ ua−2λa−1λ

−1
1 显然是 Ta(s, n, λ) 中的单位. 因此, 在 Ta(s, n, λ)

中, 有 〈(xn− 1)ps〉 = 〈u〉. 显然在 Ta(s, n, λ) 中, (xn− 1)psa−1 6= 0, (xn− 1)psa = 0. 故 xn− 1
的幂零指数为 psa.
引理 4.2 设 f(x) ∈ Ra[x] 且 (f(x), xn − 1) = 1, 则 f(x) 是 Ta(s, n, λ) 中的单位.
证 因为 (f(x), xn−1) = 1,所以存在 g(x), h(x) ∈ Ra[x],使 f(x)g(x)+(xn−1)h(x) = 1,

即 f(x)g(x) = 1− (xn − 1)h(x). 由引理 4.1 知, [(xn − 1)h(x)]p
sa = 0. 故

1 = 1− [(xn − 1)h(x)]p
sa

= [1− (xn − 1)h(x)][1 + (xn − 1)h(x) + · · ·+ ((xn − 1)h(x))psa−1].

因此 f(x)g(x) 是单位, 从而 f(x) 也是单位.
设 I 表示模 n 的 pm− 分割陪集的代表元作成的集合. 由于 (n, p) = 1, 故 xn − 1 在

Ra[x] 中可以唯一分解为两两互素的首 1 的基本不可约多项式 fi(x) 的乘积 (i ∈ I), 即
xn − 1 =

∏
i∈I fi(x), 记 f ′i(x) = xn−1

fi(x)
. 我们有

引理 4.3 设 xn − 1 =
∏

i∈I fi(x), 其中 fi(x) 为 Ra[x] 上两两互素的首 1 的基本不可约
多项式. 则在 Ta(s, n, λ) 中, 对任意 i ∈ I 和任意非负整数 k, 有 〈fpsa

i (x)〉 = 〈fpsa+k
i (x)〉.
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证 显然 (fi(x), f ′i(x)) = 1, 故由引理 2.2 知, (f i(x), f
′
i(x)) = 1. 从而

(f i(x)k, f
′
i(x)psa) = 1.

由引理 2.2 知 (fk
i (x), (f ′i(x))psa) = 1. 因此存在 g(x), h(x) ∈ Ra[x], 使

fk
i (x)g(x) + (f ′i(x))psah(x) = 1.

故在 Ta(s, n, λ) 中,

fpsa+k
i (x)g(x) = (1− f

′psa
i (x)h(x))fpsa

i (x) = fpsa
i (x)− (xn − 1)psah(x) = fpsa

i (x).

这意味着 〈fpsa
i (x)〉 = 〈fpsa+k

i (x)〉.
有了以上准备，我们来证明如下定理.
定理 4.4 记号如上. 环 Ta(s, n, λ) 是主理想环, 它的理想为 〈∏

i∈I

f ti

i (x)〉, 其中 0 ≤ ti ≤
psa, 即 Ra 中长为 psn 的 λ− 常循环码有形式 C = 〈∏

i∈I

f ti

i (x)〉, 0 ≤ ti ≤ psa. 进而

|C| = p
ma[psa−∑

i∈I

tideg(fi(x))]

.

证 设 C 是 Ra 中长为 psn 的 λ− 常循环码. 记

Cu = {c = (c1 (mod u), · · · , cpsa (mod u))|∀c = (c1, · · · , cpsa) ∈ C}.

则 Cu 是
Fpm [x]

〈xpsn−1〉 的理想. 根据 Hensel 引理, xn − 1 在 Fpm 上可以分解为两两互素的首 1
的不可约多项式的乘积

∏
i∈I

gi(x), 其中 gi(x) = f i(x), 且 Cu = 〈∏
i∈I

gli
i (x)〉, 0 ≤ li ≤ ps. 因

此, 对任意 c ∈ C, 存在 h(x), q(x) ∈ Ta(s, n, λ), 使得 c = h(x)
∏
i∈I

f li
i (x) + uq(x). 由引理 4.1,

u ∈ 〈(xn − 1)ps〉 = 〈∏
i∈I

fps

i (x)〉. 故

c =
∏
i∈I

f li
i (x)[g(x) +

∏
i∈I

fps−li
i (x)q̃(x)] ∈ 〈

∏
i∈I

f li
i (x)〉.

即 C ⊂ 〈∏
i∈I

f li
i (x)〉. 对每个 i ∈ I, 选择 ti 为 fi(x) 中的幂 ji 中的最大者, 这里 C ⊂

〈∏
i∈I

f ji

i (x)〉. 因此 0 ≤ ti ≤ psa 和 C ⊂ 〈∏
i∈I

f ti

i (x)〉. 由每个 ti 的最大性知, 存在 r(x) ∈ C, 使

r(x) = e(x)
∏
i∈I

f ti

i (x), 这里 e(x) ∈ Ta(s, n, λ), 使得对每个 i 有 (e(x), fi(x)) = 1. 因此

(e(x), xn − 1) = (e(x),
∏
i∈I

fi(x)) = 1.

于是由引理 4.2 知, e(x) 是 Ta(s, n, λ) 中的单位, 故
∏
i∈I

f ti

i (x) ∈ C. 从而 C = 〈∏
i∈I

f ti

i (x)〉. 由
引理 4.3, 可取 0 ≤ ti ≤ psa, 进一步, 对 C = 〈∏

i∈I

f ti

i (x)〉, 有

|C| = |Ra|
psn−∑

i∈I

tideg(fi(x))

= p
ma[psa−∑

i∈I

tideg(fi(x))]

.
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下面推论是定理 4.4 的显然结果.
推论 4.5 Ra 上长为 psn 的 λ - 常循环码的个数为 (psa + 1)|I|, 这里 I 是模 n 的 pm - 分

圆陪集的完全代表集.
定理 4.6 设 C = 〈∏

i∈I

f ti

i (x)〉 是 Ra 上长为 psn 的 λ - 常循环码. 则它的对偶码 C⊥ 是

Ra 上长为 psn 的 λ−1 - 常循环码, 且 |C⊥| = p
ma

∑
i∈I

tideg(fi(x))

. 特别地, C⊥ 是 λ - 常循环码
当且仅当 a = 2. 在这种情形下, C⊥ = 〈∏

i∈I

(f∗i (x))psa−ti〉.
证 因为 |C| · |C⊥| = |Ra|psn, 所以

|C⊥| = |Ra|psn

|C| =
pmapsn

p
ma(psa−∑

i∈I

tideg(fi(x)))
= p

ma
∑
i∈I

tideg(fi(x))

.

注意到, C⊥ 是 λ− 常循环码当且仅当 λ−1 = λ. 即 a = 2. 此时, 取

C1 = 〈
∏
i∈I

fpsa−ti

i (x)〉 ⊂ Ta(s, n, λ).

由于 ∏
i∈I

fpsa−ti

i (x)
∏
i∈I

f ti

i (x) =
∏
i∈I

fpsa
i (x) = (xn − 1)psa = 0.

故 C1 ⊂ Ann(C). 从而 C∗
1 ⊂ Ann∗(C) = C⊥. 另一方面, 由定理 4.4, 有

|C∗
1 | = |C1| = p

ma
∑
i∈I

tideg(fi(x))

= |C⊥|.

因此, C⊥ = C∗
1 =

〈∏
i∈I

(f∗i (x))psa−ti

〉
.

定理 4.7 设 C = 〈∏
i∈I

f ti

i (x)〉 是 Ra 上长为 psn 的 λ - 常循环码, 0 ≤ ti ≤ psa,

xn − 1 =
∏
i∈I

fi(x), 这里 fi(x) 是 Ra[x] 上两两互素的首 1 的基本不可约多项式. 记

C =
{
f(x)|ua−1f(x) ∈ C

}
, C ′ = 〈∏

i∈I

f
ki

i (x)〉 , 其中 ki = ti −min{ps(a− 1), ti}. 那么,

(i) C ∩ 〈ua−1〉 = 〈ua−1
∏
i∈I

fki

i (x)〉;
(ii) C = C ′;
(iii) d(C) = d(C ′).
证 (i) 因为 〈u〉 = 〈(xn − 1)ps〉 = 〈∏

i∈I

fps

i (x)〉, 所以 〈ua−1〉 = 〈∏
i∈I

f
ps(a−1)
i (x)〉. 从而,

C ∩ 〈ua−1〉 = 〈
∏
i∈I

f ti

i (x)〉 ∩ 〈
∏
i∈I

f
ps(a−1)
i (x)〉 = 〈

∏
i∈I

f
max{ps(a−1),ti}
i (x)〉

= 〈
∏
i∈I

f
ps(a−1)
i (x)

∏
i∈I

f
ti−min{ps(a−1),ti}
i (x)〉 = 〈ua−1

∏
i∈I

fki

i (x)〉.

(ii) 设 a(x) ∈ C ′, 则存在 r(x) ∈ Fpm [x], 使得 a(x) = r(x)
∏
i∈I

f
ki

i (x). 因此

ua−1r(x)
∏
i∈I

fki

i (x) ∈ 〈ua−1
∏
i∈I

fki

i (x)〉 = C ∩ 〈ua−1〉,
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故 ua−1r(x)
∏
i∈I

fki

i (x) ∈ C. 从而 a(x) = r(x)
∏
i∈I

f
ki

i (x) ∈ C. 这就推出 C ′ ⊂ C. 反过来, 设

b(x) ∈ C, 则 ua−1b(x) ∈ C. 因此

ua−1b(x) ∈ C ∩ 〈ua−1〉 = 〈ua−1
∏
i∈I

fki

i (x)〉.

故存在 h(x) ∈ Fpm [x], 使 b(x) = h(x)
∏
i∈I

f
ki

i (x), 即 b(x) ∈ C ′. 因此 C ⊂ C ′. 故 C = C ′.

(iii) ∀c(x) ∈ C, 有 ua−1c(x) ∈ C. 从而 d(C ∩ 〈ua−1〉) = d(C). 显然 w(c(x)) =
w(ua−1c(x)). 故 d(C) = d(C ′).
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A CLASS OF CONSTACYCLIC CODES OVER
Fpm [u]

〈ua〉

LIU Hua-lu

(School of Mathematics and Physics, Hubei Polytechnic University, Huangshi 435003, China)

Abstract: We study a class of λ -constacyclic codes. By using the unique factorizations

of xn − 1 into a product of monic basic irreducible pairwise coprime polynomials over Ra[x], we

characterize the structure of λ -constacyclic codes of length psn over
Fpm [u]

〈ua〉 , which generalizes the

result of [4].
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