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摘要: 本文研究了无约束优化问题. 利用当前和前面迭代点的信息以及曲线搜索技巧产生新的

迭代点, 得到了一个新的求解无约束优化问题的下降方法. 在较弱条件下证明了算法具有全局收敛性.

当目标函数为一致凸函数时, 证明了算法具有线性收敛速率. 初步的数值试验表明算法是有效的.
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1 引言

考虑无约束优化问题:
min f(x), x ∈ Rn, (1)

其中 f(x) : Rn −→ R 为连续可微函数. 求解问题 (1) 的算法主要是迭代法, 其基本格式为

xk+1 = xk + αkdk,

其中 dk 为 f(x) 在 xk 点的搜索方向, αk 为 f(x) 沿此方向上的搜索步长.
共轭梯度法是求解无约束优化问题最常用的方法之一 [1,2]. 此类算法有效避免了计算和

存储矩阵, 是求解大规模优化问题的有效方法之一, 但很多共轭梯度法不具有全局收敛性 [2].
记忆梯度法是共轭梯度法的推广和改进, 此类算法充分利用前面迭代点的信息来产生新的迭
代点, 不用计算和存储矩阵, 算法简单, 适于求解大规模优化问题, 并且与共轭梯度法相比, 记
忆梯度法增加了参数选择的自由度, 更有利于构造稳定的快速收敛算法 [3−6].
另一方面, 文献 [7] 提出一种曲线搜索算法, 这种算法沿一条曲线搜索新的迭代点, 每次

迭代时同时确定下降方向和步长, 这样可以使算法更容易找到合适的步长. 利用曲线搜索技
巧可以保证算法具有全局收敛性和较快的收敛速度 [7−9].
本文在文献 [3–9] 的基础上给出一个新的求解无约束优化问题的下降方法, 在较弱条件

下证明了其全局收敛性和线性收敛速率. 算法利用当前和前面迭代点的信息以及曲线搜索技
巧产生下一个迭代点, 并且不需计算和存储矩阵, 适于求解大规模优化问题. 初步的数值试验
表明算法是有效的.

2 算法及其性质
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在本文中, 设 g(x) 为 f(x) 的梯度, 并且简记 g(xk) 为 gk, f(xk) 为 fk, f(x∗) 为 f∗.
本文采用如下曲线搜索准则:
曲线搜索准则 取 0 < µ1 < 1

2
< µ2 < 1, sk > 0, 要求 αk 满足

f(xk)− f(xk + αdk(α)) ≥ −µ1αgT
k dk(α), (2)

g(xk + αdk(α))Tdk(α) ≥ µ2g
T
k dk(α), (3)

这里

dk(α) =

{
−gk, k = 1,

−αgk + αskgk−1, k ≥ 2.
(4)

算法 (A) 取 0 < µ1 < 1
2

< µ2 < 1, ρ ∈ (0, 1), x1 ∈ Rn. 令 k := 1.

步骤 1 若 ||gk|| = 0, 则停止迭代; 否则, 转步骤 2.
步骤 2 xk+1 = xk + αkdk(αk), 这里 αk 由曲线搜索准则确定, 而

dk(αk) =

{
−gk, k = 1,

−αkgk + αkskgk−1, k ≥ 2,
(5)

其中

sk =
ρ||gk||
||gk−1|| . (6)

步骤 3 令 k := k + 1, 转步骤 1.
算法 (A) 有下面两个性质.
引理 2.1 对任意的 k ≥ 2, 有 −gT

k dk(αk) ≥ αk(1− ρ)||gk||2.
引理 2.2 对任意的 k ≥ 2, 有 ||dk(αk)|| ≤ αk(1 + ρ)||gk||.

3 算法的全局收敛性

为了下面证明的需要, 本文作如下假设:
(H1) 目标函数 f(x) 在水平集 L0 = {x ∈ Rn|f(x) ≤ f(x1)} 上有下界.
(H2) 梯度函数 g(x) 在包含 L0 的开凸集 B 上一致连续.
引理 3.1 若 (H1) 和 (H2) 成立,{xk} 是由算法 (A) 产生的迭代点列, 则 {||dk(αk)||} 和

{||gk||} 都有界.
证 由引理 2.2 可知只需证明 {||gk||} 有界. 假设 {||gk||} 无界, 则存在无穷子列 N ⊂

{1, 2, · · · } 使
||gk|| → +∞, (k ∈ N, k → +∞). (7)

由 (2) 式和引理 2.1 知

fk − fk+1 ≥ −µ1αkg
T
k dk(αk) ≥ µ1(1− ρ)α2

k||gk||2. (8)

因为 {fk} 单调不增且有下界, 故知 {fk} 有极限, 从而由 (8) 式知

∞∑
k∈N

α2
k||gk||2 <

∞∑
k=2

α2
k||gk||2 < +∞. (9)
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因此

α2
k||gk||2 → 0(k ∈ N, k → +∞). (10)

由 (7) 和 (10) 式可知
α2

k||gk|| → 0(k ∈ N, k → +∞). (11)

由引理 2.2 可得 αk||dk(αk)|| ≤ α2
k(1 + ρ)||gk||, 从而由 (11) 式可得

αk||dk(αk)|| → 0(k ∈ N, k → +∞). (12)

由 (3) 式, 引理 2.1 及引理 2.2 可得

||g(xk+1)− g(xk)|| ≥ (gk+1 − gk)Tdk(αk)
||dk(αk)||

≥ (µ2 − 1)gT
k dk(αk)

||dk(αk)||
≥ (1− µ2)(1− ρ)αk||gk||2

||dk(αk)||
≥ (1− µ2)(1− ρ)||gk||

1 + ρ
,

从而由 (H2) 和 (12) 式可得 ||gk|| → 0(k ∈ N, k → +∞), 这与 (7) 式矛盾.
定理 3.1 假设 (H1)和 (H2)成立, {xk}是由算法 (A)产生的迭代点列,则 lim

k→∞
||gk|| = 0.

证 假设 lim
k→∞

||gk|| 6= 0, 则存在无穷子列K ⊂ {1, 2, · · · } 及 ϑ > 0 有

||gk|| > ε, ∀k ∈ K. (13)

由 (9) 和 (13) 式知

∞∑
k∈K

α2
kε

2 <

∞∑
k∈K

α2
k||gk||2 <

∞∑
k=2

α2
k||gk||2 < +∞, (14)

从而知 αk → 0 (k ∈ K, k → +∞). 又因为 {||dk(αk)||} 有界, 故知

αk||dk(αk)|| → 0, (k ∈ K, k → +∞). (15)

由引理 3.1 的证明过程可知

||g(xk+1)− g(xk)|| ≥ (1− µ2)(1− ρ)||gk||
1 + ρ

, (16)

从而由 (H2), (15) 和 (16) 式知

||gk|| → 0, (k ∈ K, k → +∞), (17)

这与 (13) 矛盾. 因此 lim
k→∞

||gk|| = 0.
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4 算法的线性收敛速率

假设 (H3): f(x) 是二次连续可微的一致凸函数.
引理 4.1 [3] 若 (H3) 成立, 则 (H1) 和 (H2) 成立,f(x) 有唯一的极小点 x∗, 且存在

M ≥ m > 0, 使
m

2
||x− x∗||2 ≤ f(x)− f(x∗) ≤ M

2
||x− x∗||2,

m||x− x∗|| ≤ ||g(x)|| ≤ M ||x− x∗||.
此外, g(x) 在水平集 L0 上 Lipschitz 连续, 即存在常数 L > 0, 使

||g(x)− g(y)|| ≤ L||x− y||, ∀ x, y ∈ L0. (18)

定理 4.1 若 (H3) 成立, {xk} 是由算法 (A) 产生的无穷点列, 则 {xk} 至少线性收敛于
x∗.
证 由引理 3.1 的证明过程可知

fk − fk+1 ≥ −µ1αkg
T
k dk(α) ≥ µ1(1− ρ)α2

k||gk||2, (19)

并且

||g(xk+1)− g(xk)|| ≥ (1− µ2)(1− ρ)||gk||
1 + ρ

. (20)

由 (18) 和 (20) 式可知

αkL||dk(αk)|| ≥ ||g(xk + αkdk(αk))− gk|| ≥ (1− µ2)(1− ρ)||gk||
1 + ρ

,

从而由引理 2.2 可得

α2
k ≥

(1− µ2)(1− ρ)
L(1 + ρ)

||gk||αk

||dk(αk)|| ≥
(1− µ2)(1− ρ)
(L + 1)(1 + ρ)2

. (21)

由 (19) 和 (21) 式可得

fk − fk+1 ≥ µ1(1− µ2)(1− ρ)2

(L + 1)(1 + ρ)2
||gk||2. (22)

令 λ = µ1(1−µ2)(1−ρ)2

(L+1)(1+ρ)2
, 则 0 < λ < 1

2
, 并且有

fk − fk+1 ≥ λ||gk||2. (23)

定理余下的证明类似于文献 [3] 中的定理 3, 在此省略.

5 曲线搜索准则的修正

算法 (A) 采用的是一种类似于Wolfe 线性搜索的曲线搜索准则. 我们也可以采用下面类
似于 Armijo 线性搜索的曲线搜索准则.
新的曲线搜索准则 选取 αk 为 {1, β2, β3, · · · } 中满足下式的最大者

f(xk)− f(xk + αdk(α)) ≥ −σαgT
k dk(α),
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这里 β ∈ (0, 1), σ ∈ (0, 1
2
), 而 dk(α) 由 (4) 式给出. 类似于文献 [5] 中的定理 3.1 和定理 4.1

的证明过程, 我们可以得到下面两个结论.
定理 5.1 假设 (H1) 和 (H2) 成立且算法 (A) 采用新的曲线搜索准则, 则算法 (A) 或有限

步终止于问题 (1) 的稳定点; 或产生无穷点列 {xk}, 其任意聚点都是问题 (1) 的稳定点.
定理 5.2 假设 (H3) 成立且算法 (A) 采用新的曲线搜索准则, 如果 {xk} 是由算法 (A) 产

生的无穷点列, 则 {xk} 至少线性收敛于 x∗.
此外, 算法 (A) 只利用了当前和前面一步迭代点的信息, 这在算法的设计中似乎是一种

信息浪费. 因此, 我们可以利用前面多步迭代点的信息来产生新的迭代点, 即采用下多步曲线
搜索准则.
多步曲线搜索准则 取 0 < µ1 < 1

2
< µ2 < 1, m ≥ 3 是一个正整数, 要求 αk 满足

f(xk)− f(xk + αdk(α)) ≥ −µ1αgT
k dk(α),

g(xk + αdk(α))Tdk(α) ≥ µ2g
T
k dk(α),

这里

dk(α) =




−gk, k ≤ m− 1,

−αgk + αsk

m∑
i=2

gk−i+1, k ≥ m,

其中

sk =





1, k ≤ m− 1,
ρ||gk||

m∑
i=2

||gk−i+1||
, k ≥ m.

类似于定理 3.1 和定理 4.1 的证明过程, 我们可以证明当算法 (A) 采用多步曲线搜索准
则时仍具有全局收敛性和线性收敛速率.

6 数值试验

为检验算法 (A) 的实算效果, 我们选取几个算例对本文算法进行数值试验, 并与共轭梯
度法和最速下降法进行比较.
例 1 f(x) = (x1−1)2 +(x1−x2)2 +(x2−x3)4, x0 = (−3, 1, 2)T, x∗ = (1, 1, 1)T, f∗ = 0.

例 2 f(x) = (1 − x1)2 + (1 − x10)2 +
9∑

i=1

(x2
i − xi+1)2, x0 = (3, 2, · · · , 3, 2)T, x∗ =

(1, · · · , 1)T, f∗ = 0.

例 3 f(x) = (x1+10x2)4+5(x3−x4)4+(x2−2x3)4+10(x1−x4)4, x0 = (−2, 4,−2, 4)T, x∗ =
(0, 0, 0, 0)T, f∗ = 0.

例 4 f(x) = (x1−1)2+(x1−x2)2+(x3−1)2+(x4−1)4+(x5−1)6, x0 = (0, 1, 0, 1, 0)T, x∗ =
(1, 1, 1, 1, 1)T, f∗ = 0.

例 5 f(x) = (x1−x2)2+(x2+x3−2)2+(x4−1)2+(x5−1)2, x0 = (−3, 3,−3, 3,−3)T, x∗ =
(1, 1, 1, 1, 1)T, f∗ = 0.

我们用 EX 表示算例,NA 表示算法 (A), 用 FR, PRP 和 LS 分别表示 FR, PRP 和 LS
共轭梯度法 [2], SM 表示最速下降法. 在试验中, 共轭梯度法及最速下降法均采用如下Wolfe
线性搜索准则.
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Wolfe 线性搜索准则 取 0 < µ1 < 1
2

< µ2 < 1, 计算 αk 使其满足

f(xk)− f(xk + αdk) ≥ −µ1αgT
k dk, g(xk + αdk)Tdk ≥ µ2g

T
k dk.

参数取值为 µ1 = 0.15, µ2 = 0.88, ρ = 0.25. 精度设为 |fk − f∗| ≤ eps. 表格 1 中的数字
为达到相应精度时算法的迭代次数, 表格 2 中的数字为算法迭代所需的时间 (单位: 秒). 计
算结果如下.

表 1: 算法迭代次数的比较
EX NA FR PRP LS SM eps

1 18 26 21 16 41 ≤ 10−6

2 25 71 36 31 42 ≤ 10−6

3 18 19 25 21 26 ≤ 10−7

4 22 65 26 57 372 ≤ 10−7

5 8 19 11 13 14 ≤ 10−8

表 2: 算法迭代所需时间的比较
EX NA FR PRP LS SM eps

1 0.012s 0.025s 0.027s 0.021s 0.039s ≤ 10−6

2 0.025s 0.073s 0.051s 0.043s 0.038s ≤ 10−6

3 0.013s 0.037s 0.027s 0.036s 0.024s ≤ 10−7

4 0.012s 0.053s 0.032s 0.059s 0.257s ≤ 10−7

5 0.003s 0.019s 0.014s 0.019s 0.016s ≤ 10−8

从以上数值试验及比较的结果可以看出, 当达到同一精度时, 本文提出的新算法所需的
迭代次数及时间都比 FR, PRP 和 LS 共轭梯度法及最速下降法少, 表明新算法是有效的.
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Abstract: This paper studies the unconstrained optimization problem. By using the current
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