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摘要: 本文研究了非扩张半群的变分不等式的不动点解的迭代算法. 利用变分不等式与不动点

问题的解的关系, 结合粘性逼近方法, 建立了非扩张半群的不动点的两步迭代格式, 证明了该方法所得

到的迭代序列在一定条件下的强收敛性, 并收敛于某变分不等式的唯一解.
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1 引言

设 E 为一实 Banach 空间, C 为 E 的一个非空闭凸子集. 若映射 T : C → C 满足条件

‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖,∀x, y ∈ C,

则称 T 为非扩张映射. 记 F (T ) 为 T 的不动点集, 即 F (T ) = {x ∈ C : Tx = x}.
若 f : C → C, 若存在一个实数 ρ ∈ (0, 1) 并且满足条件

‖f(x)− f(y)‖ ≤ ρ‖x− y‖,∀x, y ∈ C,

则称 f 是具有压缩系数 ρ 的压缩映射.
设 C 是 Hilbert 空间中的非空闭凸子集, 参数族 Γ = {T (s) : s ∈ R+} 被称为非扩张半

群, 若满足以下条件:
(i) T (0)x = x,∀x ∈ C;
(ii) T (s + t) = T (s)T (t),∀s, t ∈ R+;
(iii) ‖T (s)x− T (s)y‖ ≤ ‖x− y‖, ∀x, y ∈ C, s ≥ 0;
(iv) ∀x ∈ C, 映射 T (·)x : R+ → C 是连续的.
F (Γ) 表示 Γ 的不动点集, 即 F (Γ) = {x ∈ C : T (s)x = x, 0 ≤ s < ∞}.
粘性逼近方法 [1−2,4−7,9−12] 是一种非常重要的方法, 因为它们经常被应用于凸最优化,

线性规划, 单调包含以及椭圆微分方程等等.
1967 年 Browder[1] 首先在 Banach 空间中固定 u, 讨论了迭代格式

xt = tu + (1− t)Txt (1.1)
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在一定条件下的强收敛性.
1976 年, Brezis [2] 在 Hilbert 空间中讨论了非扩张半群的迭代格式

xt =
1
t

∫ t

0

T (s)xtds, t ∈ (0, 1), (1.2)

不过仅仅得到了弱收敛性.
2008 年 Somyot [5] 等在 Hilbert 空间中讨论了非扩张半群不动点的如下迭代格式:

xt = tf(x) + (1− t)
1
λt

∫ λt

0

T (s)xds, (1.3)

并在适当条件下证明了由 (1.3) 式得到的序列的强收敛性.
2012 年 Rabian [6] 等在上述文献的基础上, 在 Banach 空间中讨论了非扩张半群的迭代

算法 {
yn = εnxn + (1− εn)T (tn)xn,

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)yn.
(1.4)

在此基础上, 本文将在具有一致 Gateaux 可微范数的 Banach 空间 C 中, 建立了一个逼
近非扩张半群公共不动点的粘性逼近方法





x0 = x ∈ C,

yn = εnxn + (1− εn)T (s)xn,

xn+1 = αnf(xn) + βnxn + γn
1

sn

∫ sn

0
T (s)ynds,

(1.5)

其中 {αn}, {βn}, {γn}, {εn} 为 (0, 1) 中的实数序列, 并证明该迭代方法强收敛到某类变分不
等式问题的唯一解.

2 预备知识

E 为一实 Banach 空间, E∗ 为 E 的对偶空间, 〈·, ·〉 表示广义对偶对, 称 J : E → 2E∗ 为

正规对偶映像, 如果

Jx = {f∗ ∈ E∗ : 〈x, f∗〉 = ‖x‖2 = ‖f∗‖2},∀x ∈ E.

今后均用 j 表示单值赋范对偶映射.
若 S = {x ∈ E : ‖x‖ = 1} 为 E 的单位球面, 对任意的 x, y ∈ S, lim

t→0

‖x+ty‖−‖x‖
t

一致存

在, 则称 E 的范数是一致 Gateaux 可微的.
设 C 是 E 的非空闭凸子集. 参数族 Γ = {T (s) : s ∈ R+} 为非扩张半群, f : C → C 是

具有压缩系数 ρ 的压缩映射.
定义

Tt,nx =
(1− αn)t
γn + tβn

f(x) +
(1− t)γn

γn + tβn

1
ωt

∫ ωt

0

T (s)xds, (2.1)

其中 t ∈ (0, 1), n ≥ 0, lim
t→0

ωt = ∞.
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引理 1 [2,5] 设 C 为实 Banach 空间 E 的非空闭凸子集, T : C → C 为非扩张映射,
F (T ) 6= ∅. 对任意固定的 u ∈ E 以及 t ∈ (0, 1), 则由 C 3 x 7→ tu + (1− t)Tx 所定义的压缩

算子的唯一不动点 zt, 在 t → 0 时强收敛于 p ∈ F (T ), 其中 p 是与 u 的距离最近的一点.
引理 2 [3] 设 H 为一个 Hilbert 空间, C 为实 H 的非空闭凸子集, f : C → C 是具有压

缩系数 ρ 的压缩映射, 则

〈x− y, (I − f)y〉 ≥ (1− ρ)‖x− y‖2, x, y ∈ C.

引理 3 [5] 设 E 为一实 Banach 空间, E∗ 为 E 的对偶空间, J : E → 2E∗ 为正规对偶映

像, 则对任意的 x, y ∈ E, 有

‖x + y‖2 ≤ ‖x‖2 + 2〈y, j(x + y)〉,∀j(x + y) ∈ J(x + y).

引理 4 [6−8] 设 {an}, {bn}, {cn} 均为非负实数列, 对任意 λn ∈ [0, 1], 若存在正整数 N

使得

an+1 ≤ (1− λn)an + bn + cn,∀n ≥ N,

其中
∞∑

n=1

λn = ∞, bn = o(λn),
∞∑

n=1

cn < ∞, 则 lim
n→∞

an = 0.

3 主要结果

定理 1 设 C 为 Banach 空间 E 的一个非空闭凸子集, 参数族 Γ = {T (s) : s ∈ R+} 为非
扩张半群, f : C → C 是具有压缩系数 ρ 的压缩映射. 若算子 Tt,n 由 (2.1) 式所定义, 则对任
意的 t ∈ (0, 1), Tt,n 是压缩的.
证 设 ∀x, y ∈ C, 由 f 的压缩性以及 T 的非扩张性, 可得

‖Tt,nx− Tt,ny‖

=‖(1− αn)t
γn + tβn

f(x) +
(1− t)γn

γn + tβn

1
ωt

∫ ωt

0

T (s)xds− (1− αn)t
γn + tβn

f(y)− (1− t)γn

γn + tβn

1
ωt

∫ ωt

0

T (s)yds‖

≤(1− αn)t
γn + tβn

‖f(x)− f(y)‖+
(1− t)γn

γn + tβn

1
ωt

∫ ωt

0

‖T (s)x− T (s)y‖ds

≤ρ(1− αn)t + (1− t)γn

γn + tβn

‖x− y‖

≤γn + tρβn

γn + tβn

‖x− y‖.

因为 ρ ∈ (0, 1), 所以 0 < γn+tρβn

γn+tβn
< 1, 即 Tt,n 为压缩映射. 由 Banach 压缩映象原理可

知, Tt,n 存在唯一的不动点, 记作 pt,n, 即

pt,n = Tt,npt,n =
(1− αn)t
γn + tβn

f(pt,n) +
(1− t)γn

γn + tβn

1
ωt

∫ ωt

0

T (s)pt,nds. (3.1)

若固定 n , 由引理 1 以及文献 [5] 可得 lim
t→0

pt,n = pn ∈ F (Γ), 又 pn 是与 f(pn) 距离最近

的点, 可记 pn = x̃ ∈ F (Γ), 所以 lim
t→0

pt,n = x̃ ∈ F (Γ).
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定理 2 设 E 为具有一致Gateaux 可微范数的实 Banach 空间, C 为 E 的非空闭凸子集,
Γ = {T (s) : s ∈ R+} 为非扩张半群, F (Γ) 6= ∅, 算子 Tt,n 由 (2.1)式所定义.设 f : C → C 是

具有压缩系数 ρ 的压缩映射. 序列 {xn}、{yn} 由 (1.5) 式所定义, 其中实数序列 {αn}, {βn},
{γn}, {εn} 为 (0, 1) 中的实数序列, n ≥ 0, lim

n→∞
sn = ∞, 且满足下列条件:

(i) αn + βn + γn = 1, n ≥ 0;

(ii) lim
n→∞

αn = 0,
∞∑

n=1

αn = ∞;

(iii) lim
n→∞

γn = 0.

则序列 {xn}有界,且强收敛于变分不等式 〈(I−f)x̃, x− x̃〉 ≥ 0的唯一解 x̃,其中 x, x̃ ∈ F (Γ).
证 设 p ∈ F (Γ), 由 T 的非扩张性得

‖yn − p‖ = ‖εnxn + (1− εn)T (s)xn − p‖ ≤ ‖xn − p‖.

对于 ∀n ≥ 0 , 由 T 的非扩张性和 f 的压缩性, 有

‖xn+1 − p‖ = ‖αnf(xn) + βnxn + γn
1
sn

∫ sn

0

T (s)ynds− p‖

≤ αn‖f(xn)− p‖+ βn‖xn − p‖+ γn‖ 1
sn

∫ sn

0

T (s)ynds− p‖

≤ ραn‖xn − p‖+ αn‖f(p)− p‖+ (1− αn)‖xn − p‖
= (1− (1− ρ)αn)‖xn − p‖+ αn‖f(p)− p‖

≤ max{‖x0 − p‖, f(p)− p

1− ρ
},

所以 {xn} 有界, 进一步可得 {yn}, {f(xn)} 均有界.
另一方面, 令 x̃ ∈ F (Γ), 由引理 3 可知

‖xn+1 − x̃‖2 = ‖αnf(xn) + βnxn + γn
1
sn

∫ sn

0

T (s)ynds− x̃‖2

≤‖γn(
1
sn

∫ sn

0

T (s)ynds− x̃) + βn(xn − x̃)‖2 + 2αn〈f(xn)− x̃, j(xn+1 − x̃)〉

≤[γn‖ 1
sn

∫ sn

0

T (s)ynds− x̃‖+ βn‖xn − x̃‖]2 + 2αn〈f(xn)− x̃, j(xn+1 − x̃)〉

≤(1− αn)2‖xn − x̃‖2 + 2αn〈f(xn)− x̃, j(xn+1 − x̃)〉
≤(1− αn)2‖xn − x̃‖2 + 2αn‖f(xn)− f(x̃)‖‖xn+1 − x̃‖+ 2αn〈f(x̃)− x̃, j(xn+1 − x̃)〉
≤(1− αn)2‖xn − x̃‖2 + ραn(‖xn − x̃‖2 + ‖xn+1 − x̃‖2) + 2αn〈f(x̃)− x̃, j(xn+1 − x̃)〉. (3.2)

若记M = sup ‖xn − x̃‖2, 整理 (3.2) 式得

‖xn+1 − x̃‖2 ≤ [1− 2(1− ρ)
1− ραn

αn]‖xn − x̃‖2 +
2αn

1− ραn

〈f(x̃)− x̃, j(xn+1 − x̃)〉+
α2

n

1− ραn

M.

由定理 1, 不妨设 pt,n 为 Tt,n 的唯一不动点, 将 (2.1) 式另记为

pt,n = tf(pt,n) +
1− t

1− αn

[γn
1
ωt

∫ ωt

0

T (s)pt,nds + βnpt,n]. (3.3)
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于是

xn − pt,n =t(xn − f(pt,n)) + (1− t)[
βn

1− αn

(xn − pt,n)

+
γn

1− αn

(xn − 1
ωt

∫ ωt

0

T (s)pt,nds)].

所以

‖xn − pt,n‖2 ≤ (1− t)2‖ βn

1− αn

(xn − pt,n)

+
γn

1− αn

(xn − 1
ωt

∫ ωt

0

T (s)pt,nds)‖2 + 2t〈xn − f(pt,n), j(xn − pt,n)〉

≤(1− t)2[
βn

1− αn

‖xn − pt,n‖+
γn

1− αn

‖xn − 1
ωt

∫ ωt

0

T (s)xnds‖

+
γn

1− αn

‖ 1
ωt

∫ ωt

0

T (s)xnds− 1
ωt

∫ ωt

0

T (s)pt,nds‖]2 + 2t〈xn − f(pt,n), j(xn − pt,n)〉

≤(1− t)2[‖xn − pt,n‖+
γn

1− αn

‖xn − 1
ωt

∫ ωt

0

T (s)xnds‖]2 + 2t〈xn − pt,n, j(xn − pt,n)〉

+ 2t〈pt,n − f(pt,n), j(xn − pt,n)〉

≤(1− t)2[‖xn − pt,n‖+
γn

1− αn

‖xn − 1
ωt

∫ ωt

0

T (s)xnds‖]2

+ 2t‖xn − pt,n‖2 + 2t〈pt,n − f(pt,n), j(xn − pt,n)〉

= (1 + t2)‖xn − pt,n‖+ (1− t)2[
γn

1− αn

‖xn − 1
ωt

∫ ωt

0

T (s)xnds‖]2

+ 2(1− t)2
γn

1− αn

‖xn − 1
ωt

∫ ωt

0

T (s)xnds‖‖xn − pt,n‖+ 2t〈pt,n − f(pt,n), j(xn − pt,n)〉

≤(1 + t2)‖xn − pt,n‖2 +
γn

1− αn

M1 + 2t〈pt,n − f(pt,n), j(xn − pt,n)〉, (3.4)

其中

M1 = sup{‖xn − 1
ωt

∫ ωt

0

T (s)xnds‖2 + 2‖xn − 1
ωt

∫ ωt

0

T (s)xnds‖‖xn − pt,n‖, n ≥ 0}.

整理 (3.4) 式

〈f(pt,n)− pt,n, j(xn − pt,n)〉 ≤ t

2
M2 +

γn

2t(1− αn)
M1, (3.5)

其中M2 ≥ sup{‖pt,n − xn‖2, 0 < t < 1, n ≥ 0}. 由 (3.5) 式并注意条件 (iii), 可得

lim
t→0

sup lim
n→∞

sup〈f(pt,n)− pt,n, j(xn − pt,n)〉 ≤ 0. (3.6)

又因为 lim
t→0

pt,n = x̃, 所以

lim
n→∞

sup〈f(x̃)− x̃, j(xn − x̃)〉 ≤ 0,
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所以

‖xn+1 − x̃‖2 ≤[1− 2(1− ρ)
1− ραn

αn]‖xn − x̃‖2

+
2(1− ρ)αn

1− ραn

[
1

1− ρ
〈f(x̃)− x̃, j(xn+1 − x̃)〉+

αn

2(1− ρ)
M ]. (3.7)

记 λn = 2(1−ρ)
1−ραn

αn, 则由 (3.6), (3.7) 式和引理 4, 可知

lim
n→∞

‖xn − x̃‖ = 0,

即 {xn} 强收敛于 x̃ ∈ F (Γ).
下面说明 x̃ 是变分不等式 〈(I − f)x̃, x− x̃〉 ≥ 0, x̃ ∈ F (Γ) 的唯一解.
根据式 (3.1) 式可知

(I − f)pt,n = [1− γn + tβn

(1− αn)t
]pt,n +

(1− t)γn

(1− αn)t
1
ωt

∫ ωt

0

T (s)pt,nds

=
(t− 1)γn

(1− αn)t
(pt,n − 1

ωt

∫ ωt

0

T (s)pt,nds),

∀p ∈ F (Γ), 根据引理 2, 有

〈(I − f)pt,n, pt,n − p〉 = 〈 (t− 1)γn

(1− αn)t
(pt,n − 1

ωt

∫ ωt

0

T (s)pt,nds), pt,n − p〉

=
(t− 1)γn

(1− αn)t
〈 1

ωt

∫ ωt

0

(pt,n − T (s)pt,n)ds− 1
ωt

∫ ωt

0

(p− T (s)p)ds, pt,n − p〉

=
(t− 1)γn

(1− αn)t
1
ωt

〈
∫ ωt

0

[(I − T (s))pt,n − (I − T (s))p]ds, pt,n − p〉

=
(t− 1)γn

(1− αn)t
1
ωt

∫ ωt

0

〈[(I − T (s))pt,n − (I − T (s))p], pt,n − p〉ds ≤ 0,

所以

〈(I − f)pt,n, p− pt,n〉 ≥ 0,∀p ∈ F (Γ).

由于 lim
t→0

pt,n = x̃, 所以

〈(I − f)x̃, p− x̃〉 ≥ 0,

因此 x̃ 是 〈(I − f)x̃, x− x̃〉 ≥ 0, x ∈ F (Γ) 的解.
若另外有一个 x́ ∈ F (Γ) 也是变分不等式 〈(I − f)x̃, x− x̃〉 ≥ 0 的解, 则有

〈(I − f)x̃, x́− x̃〉 ≥ 0

以及 〈(I − f)x́, x̃− x́〉 ≥ 0. 两式相加得

(1− ρ)‖x̃− x́‖2 ≤ 〈(I − f)x̃− (I − f)x́, x̃− x́〉 ≤ 0,

所以 x̃ = x́. 因此 x̃ 是 〈(I − f)x̃, x− x̃〉 ≥ 0 的唯一解.
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定理 3 设 E 为具有一致Gateaux 可微范数的实 Banach 空间, C 为 E 的非空闭凸子集.
Γ = {T (s) : s ∈ R+} 为非扩张半群, F (Γ) 6= ∅. 设 f : C → C 是具有压缩系数 ρ 的压缩映

射, Tt,n 为由 (2.1) 式所定义的压缩映射. 如果定义序列

xn+1 = αnf(xn) + βnxn + γn
1
sn

∫ sn

0

T (s)xnds, (3.8)

其中实数序列 {αn}, {βn}, {γn} 为 (0, 1) 中的实数序列,

αn + βn + γn = 1, lim
n→∞

αn = 0,

∞∑
n=1

αn = ∞, lim
n→∞

sn = ∞,

则序列 {xn}有界,且强收敛于变分不等式 〈(I−f)x̃, x− x̃〉 ≥ 0的唯一解 x̃,其中 x, x̃ ∈ F (Γ).
证 当 εn = 1 时, 粘性迭代格式 (1.5) 便退化为 (3.8) 式, 由定理 2 类似可证.
定理 4 设 E 为具有一致Gateaux 可微范数的实 Banach 空间, C 为 E 的非空闭凸子集.

Γ = {T (s) : s ∈ R+} 为非扩张半群, F (Γ) 6= ∅. 设 f : C → C 是具有压缩系数 ρ 的压缩映

射, Tt,n 为由 (2.1) 式所定义的压缩映射. 如果定义序列

{
yn = εnxn + (1− εn)T (s)xn,

xn+1 = αnf(xn) + (1− αn)T (t)yn,
(3.9)

其中实数序列 {εn}, {αn} 为 (0, 1) 中的实数序列, lim
n→∞

αn = 0,
∞∑

n=1

αn = ∞, n ≥ 0, 则序列

{xn} 有界, 且强收敛于变分不等式 〈(I − f)x̃, x− x̃〉 ≥ 0 的唯一解 x̃, 其中 x, x̃ ∈ F (Γ).
证 当 βn = 0 时, 粘性迭代格式 (1.5) 便退化为 (3.9) 式, 由定理 2 类似可证. 事实上, 该

定理是文献 [6] 的推广. 因为若 T = I, 格式 (3.9) 式便可成为 (1.4) 式.
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VISCOSITY APPROXIMATION METHODS FOR THE

FIXED-POINT SOLUTIONS OF VARIATIONAL INEQUALITIES

FOR NONEXPANSIVE SEMIGROUPS
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Abstract: The iterative scheme of fixed point solutions to variational inequalities of nonex-

pansive semigroups is researched in the real Banach space with a uniformly Gateaux differentiable

normin this paper. Utilizing the relationship between the variational inequalities and fixed point

solution, together with the approach of viscosity approximation, we establish the two-step iterative

format of fixed point concerning the nonexpansive semigroups and prove the iterative sequences

obtained by this approach possess strong convergence under certain conditions and will strongly

converge to the unique solution of certain variational inequality.

Keywords: nonexpansive; fixed point; viscosity approximation method; strong conver-

gence; variational inequality
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