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摘要: 本文在相关文献考虑MP问题的基础上, 增加了等式约束条件, 即本文考虑了 VP问题,

并将已有文献中的凸性假设改为半凸性假设, 得到 VP问题的 ε - 拟弱有效解的相应最优性条件. 接

着, 本文定义了 VP问题的拉格朗日函数及其 ε - 拟弱鞍点, 得到 VP问题的 ε - 拟弱鞍点相应定理.

最后, 本文考虑了 VP问题的对偶问题, 获得了 VP问题的弱对偶和强对偶定理.
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1 引言与相关引理

目标优化作为最优化理论和应用的重要分支, 其理论研究涉及到凸分析、非光滑分析、
非线性分析等学科, 同时, 它在国民生活中的众多领域均有着重要应用. 我们知道, 多目标优
化问题的有效解在非紧条件下往往不存在, 在实际应用数值方法求解优化问题时, 所得到的
解常常是近似解, 而且近似解在很弱的情况下都可能存在. 故研究多目标优化问题的近似解
更加符合实际应用和理论研究的需要. 近些年, 众多学者对此类问题开展了深入的研究, 获得
了丰富的成果 [1−10].
本文中我们考虑如下带一般约束的多目标优化问题:

(VP)





min f(x) = (f1(x), f2(x), · · · , fk(x))T ,

s.t. h(x) = (h1(x), h2(x), · · · , hm(x))T ≤ 0,

g(x) = (g1(x), g2(x), · · · , gl(x))T = 0,

x ∈ X,

其中 X ⊂ Rn 是非空开集, fi, hj , gt : Rn → R(i = 1, · · · , k, j = 1, · · · ,m, t = 1, · · · , l)是 X

上的局部 Lipschitz连续函数. 问题 (VP)的可行集记为 S = {x ∈ X : h(x) ≤ 0, g(x) = 0},
I(x) = {j ∈ {1, · · · ,m} : hj(x) = 0} .

设 Rn 是 n 维欧氏空间, 记 Rn
+ = {x ∈ Rn : xi ≥ 0, i = 1, · · · , n}, intRn

+ = {x ∈ Rn :
xi > 0, i = 1, · · · , n}. 定义 Rn中的序关系:

x < y ⇔ y − x ∈ intRn
+, x ≤ y ⇔ y − x ∈ Rn

+.
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设 ε = (ε1, ε2, · · · , εk)T ∈ Rk
+, 以下是 ε - 拟弱有效解的概念.

定义 1.1 [4] 称 x ∈ S 为问题 (VP)的 ε - 拟弱有效解, 如果

f(S)− f(x) + ε ‖x− x‖
⋂

(−intRk
+) = ∅.

若 ε = 0, 则以上定义退化为问题 (VP)的弱有效解.
定义 1.2 [5] f(x) : Rn → R在点 x处是 Lipschitz的, 则 f(x)在点 x处沿方向 d ∈ Rn的

Clarke方向导数、Clarke广义方向导数、Clarke广义次梯度分别定义为如下形式:

f ′ (x, d) = lim
t↓0

f(x + td)− f(x)
t

,

f◦(x, d) = lim
t↓0

sup
y→x

f(y + td)− f(y)
t

= lim
δ↓0

sup
{

f(y + td)− f(y)
t

∣∣∣∣ 0 < t < δ, ‖y − x‖ < δ

}
,

∂f(x) = {ξ ∈ Rn |f◦(x, d) ≥ 〈ξ, d〉,∀d ∈ Rn } .

定义 1.3 [6] 称 f(x)在点 x处是正则的, 如果满足: 对任意 d ∈ Rn, 有 f ′(x, d)存在, 并
且 f ′(x, d) = f◦(x, d).
定义 1.4 [7] 对任意给定的 ε ≥ 0, 称函数 ϕ → R在集合 X 上是 ε - 凸函数, 如果对所有

的 x, y ∈ K 和 λ ∈ (0, 1), 有

ϕ(λx + (1− λ)y) ≤ λϕ(x) + (1− λ)ϕ(y) + ελ(1− λ) ‖x− y‖ .

定义 1.5 [8] 称函数 f : X → R在 x ∈ K 处是 ε - 半凸的, 对 ∅ 6= K ⊂ X, ε > 0 , 如果下
列条件成立:

i) f 在点 x的球形邻域内是 Lipschitz的;
ii) 对任意 d ∈ X , 有 f ′(x, d)存在, 且满足 0 ≤ f◦(x, d)− f ′(x, d) ≤ √

ε ‖d‖;
iii) 由 x + d ∈ K 和 f ′(x, d) +

√
ε ‖d‖ ≥ 0可推出 f(x + d) +

√
ε ‖d‖ ≥ f(x)成立.

引理 1.1 [4] 如果 x ∈ S 是问题 (VP)的一个 ε - 拟弱有效解, 则 x 是如下向量优化问题

的弱有效解.
(VP1) min

x∈S
f(x) + ε ‖x− x‖ .

引理 1.2 [9] 设 X 是 Asplund空间, fi : X → R, i = 1, 2是下半连续函数且其中一个函
数在 x处是局部 Lipschitz的, 则有如下关系成立:

∂(f1 + f2)(x) ⊂ ∂f1(x) + ∂f2(x).

受文献 [4]等工作的启发, 我们在相关文献考虑 MP问题的基础上, 增加了等式约束条
件, 即本文考虑的 VP问题, 并将文献 [4]中定理 3.1、定理 3.2中的凸性假设改为半凸性假设,
得到 VP问题 ε- 拟弱有效解的相应最优性条件 (见本文定理 2.1 和定理 2.2).
类似的, 我们定义了 VP问题的拉格朗日函数及其 ε - 拟弱鞍点, 得到 VP问题 ε - 拟弱

鞍点的相应定理 (见本文定理 3.1 和定理 3.2). 接着, 我们定义了 VP问题的对偶问题 VD问
题, 得到 VP问题的弱对偶和强对偶定理 (见本文定理 3.3 和定理 3.4).
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2 最优性条件

定理 2.1 设存在 x ∈ S, λ = (λ1, · · · , λk)T ∈ Rk
+\ {0}, 使得

i)
k∑

i=1

λifi在 x处是 (λT ε)2 - 半凸；

ii)
k∑

i=1

λif
′
i(x, x− x) + λT ε ‖x− x‖ ≥ 0, ∀x ∈ S,

那么 x是问题 (VP)的 ε - 拟弱有效解.
证 由条件 ii)和 i), 可得

k∑
i=1

λifi(x) + λT ε ‖x− x‖ ≥
k∑

i=1

λifi(x), ∀x ∈ S. (2.1)

假设 x不是问题 (VP)的 ε - 拟弱有效解. 那么存在 x̂ ∈ S 使得

f(x̂)− f(x) + ε ‖x̂− x‖ ∈ −intRk
+.

因此, 由 λ ∈ Rk
+\ {0}, 可得

λT f(x̂) + λT ε ‖x̂− x‖ ∈ λT f(x).

这与 (2.1)式矛盾. 因此, x是问题 (VP)的 ε - 拟弱有效解.
定理 2.2 假设 fi, hj , vt(i = 1, · · · , k; j = 1, · · · ,m; t = 1, · · · , l)在 x ∈ S 处是正则的,

并且满足
k∑

i=1

λifi+
m∑

j=1

ujhj+
l∑

t=1

vtgt

在 x处是 (λT ε)2 - 半凸的, 则 x是问题 (VP)的 ε - 拟弱有效解当且仅当存在 λ ∈ Rk
+\ {0},

µ ∈ Rm
+ , v ∈ Rl

+, 使得

i) 0 ∈
k∑

i=1

λi∂fi(x)+
m∑

j=1

µj∂hj(x)+
l∑

t=1

vt∂gt(x)+λT εB∗;

ii)
m∑

j=1

µjhj(x) = 0;

iii)
k∑

i=1

λifi+
m∑

j=1

µjhj+
l∑

t=1

vtgt 在 x处是
(
λT ε

)2
- 半凸,

这里 B∗是 Rn中的单位球.
证 (=⇒) 由引理 1.1 可知, x是问题 (VP1)的弱有效解. 利用 Fritz-John型必要性条件

可知, 存在 λ ∈ Rk
+和 u ∈ Rm

+ , v ∈ Rl
+使得

0 ∈
k∑

i=1

λi∂(fi(x) + εi ‖x− x‖) +
m∑

j=1

uj∂hj(x) +
l∑

t=1

vt∂gt(x),

m∑
j=1

ujhj(x) = 0.
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由引理 1.2 有

k∑
i=1

λi∂(fi(x) + εi ‖x− x‖) ⊆
k∑

i=1

λi∂fi(x) +
k∑

i=1

λi∂εi ‖x− x‖ .

故

0 ∈
k∑

i=1

λi∂fi(x) +
m∑

j=1

uj∂hj(x) +
l∑

t=1

vt∂gt(x) + λT εB∗.

(⇐=) 由 i)知, 存在

x∗i ∈ ∂fi(x), y∗j ∈ ∂hj(x), z∗t ∈ ∂gt(x), b∗ ∈ B∗,

其中 i = 1, · · · , k; j = 1, · · · ,m; t = 1, · · · , l,使得

0 =
k∑

i=1

λix
∗
i +

m∑
j=1

µjy
∗
j +

l∑
t=1

vtz
∗
t +λT εb∗.

由 Clarke方向导数的性质和定理 2.2 的假设, 可知
(

k∑
i=1

λifi +
m∑

j=1

µjhj+
l∑

t=1

vtgt

)′ (
x, d

)
=

k∑
i=1

λif
′
i(x, d) +

m∑
j=1

µjh
′
j(x, d) +

l∑
t=1

vtg
′
t(x, d)

=
k∑

i=1

λif
◦
i (x, d) +

m∑
j=1

µjh
◦
j (x, d) +

l∑
t=1

vtg
◦
t (x, d)

≥
k∑

i=1

λi〈x∗i , d〉+
m∑

j=1

µj〈y∗j , d〉+
l∑

t=1

vt〈z∗t , d〉

=

〈
k∑

i=1

λix
∗
i +

m∑
j=1

µjy
∗
j +

l∑
t=1

vtz
∗
t , d

〉

= 〈−λT εb∗, d〉 = −λT ε〈b∗, d〉 ≥ −λT ε ‖d‖ .

即成立 (
k∑

i=1

λifi+
m∑

j=1

µjhj+
l∑

t=1

vtgt

)′ (
x, d

)
+ λT ε ‖d‖ ≥ 0.

由
k∑

i=1

λifi+
m∑

j=1

ujhj+
l∑

t=1

vtgt在 x处是 (λT ε)2 - 半凸的, 取 d = x− x, x ∈ X, 可得

k∑
i=1

λifi(x)+
m∑

j=1

µjhj(x) +
l∑

t=1

vtgt(x) + λT ε ‖x− x‖

≥
k∑

i=1

λifi(x)+
m∑

j=1

µjhj(x)+
l∑

t=1

vtgt(x).
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由 ii)及
l∑

t=1

vtgt(x) = 0, 得

k∑
i=1

λifi(x)+
m∑

j=1

µjhj(x)+
l∑

t=1

vtgt(x) + λT ε ‖x− x‖ ≥
k∑

i=1

λifi(x).

又由于
m∑

j=1

µjhj(x) ≤ 0,

l∑
t=1

vtgt(x) = 0,∀x ∈ S,

从而
k∑

i=1

λifi(x) + λT ε ‖x− x‖ ≥
k∑

i=1

λifi(x), ∀x ∈ S,

即 x是问题 (VP)的 ε - 拟弱有效解.

3 ε - 拟弱鞍点及拉格朗日对偶

定义 3.1 设 e = (1, · · · , 1)T ∈ Rk. 对任意的 x ∈ X 和 u ∈ Rm
+ , v ∈ Rl

+, 定义拉格朗日
函数形式如下

L(x, u, v) = f(x) + [uT h(x) + vT g(x)]e.

定义 3.2 称 (x, u, v) ∈ X ×Rm
+ ×Rl

+是拉格朗日函数的 ε - 拟弱鞍点, 如果

L(x, u, v)− ε ‖u− u‖ − ε ‖v − v‖ ≤ L(x, u, v), ∀u ∈ Rm
+ , v ∈ Rl

+,

L(x, u, v) + ε ‖x− x‖ − L(x, u, v) /∈ −intRk
+, ∀x ∈ X.

注 若 ε = 0, ε - 拟弱鞍点退化到文 [10]中研究的广义拉格朗日鞍点.
定理 3.1 设 (x, u, v) ∈ X ×Rm

+ ×Rl
+是 ε - 拟弱鞍点, x是问题

max
x∈X

uT h(x), max
x∈X

vT g(x)

的最优解, 则 x是问题 (VP)的 ε - 拟弱有效解.
证 由 ε - 拟弱鞍点的定义可得, 对任意 x ∈ X, 有

(
f(x)− f(x) + ε ‖x− x‖+ uT

(
h(x)− h(x)

)
e + vT

(
g(x)− g(x)

)
e

)⋂(
− intRk

+

)
= ∅.

再由 x是问题max
x∈X

uT h(x), max
x∈X

vT g(x)的最优解可知, 对任意 x ∈ X, 有

uT (h(x)− h(x))e ≤ 0,

vT (g(x)− g(x))e ≤ 0,

0 ≤ f(x)− f(x) + ε ‖x− x‖+ uT (h(x)− h(x))e + vT (g(x)− g(x))e

≤ f(x)− f(x) + ε ‖x− x‖ ,
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故 (
f(x)− f(x) + ε ‖x− x‖ )⋂(− intRk

+

)
= ∅,

因此结论成立.
定理 3.2 设 x是问题 (VP)的 ε - 拟弱有效解. 若定理 2.2 中的假设条件成立, 则存在

u ∈ Rm
+ , v ∈ Rl

+使得 (x, u, v)是 ε - 拟弱鞍点.
证 由定理 2.2, 存在 λ ∈ Rk

+和 u ∈ Rm
+ 和 v ∈ Rl

+, 使得

0 ∈
k∑

i=1

λi∂fi(x) +
m∑

j=1

uj∂hj(x) +
l∑

t=1

vt∂gt(x) + εT λB∗, (3.1)

m∑
j=1

ujhj(x) = 0. (3.2)

易证

L(x, u, v)− ε ‖u− u‖ − ε ‖v − v‖ ≤ L(x, u, v), ∀u ∈ Rm
+ , v ∈ Rl

+.

下面证明

L(x, u, v) + ε ‖x− x‖ − L(x, u, v) /∈ −intRk
+, ∀x ∈ X.

假设不成立, 则存在 x ∈ X 使得

f(x) + uT h(x)e + vT g(x)e > f(x) + uT h(x)e + vT g(x)e + ε ‖x− x‖ ,

即

f(x)− f(x) + uT (h(x)− h(x))e + vT (g(x)− g(x))e + ε ‖x− x‖ < 0.

结合
k∑

i=1

λi = 1有

k∑
i=1

λi(fi(x)− fi(x)) +
m∑

j=1

uj
T (hj(x)− hj(x)) +

l∑
t=1

vt
T (gt(x)− gt(x)) + εT λ ‖x− x‖ < 0.

(3.3)
再由定理 2.2 中的假设条件: fi, hj , vt.(i = 1, . . . , k; j = 1, . . . , m; t = 1, . . . , l) 在 x ∈ S 处是

正则的, 和
k∑

i=1

λifi+
m∑

j=1

ujhj+
l∑

t=1

vtgt

在 x处是 (λT ε)2 - 半凸的, 类似定理 2.2 的证明可得到

k∑
i=1

λifi(x)+
m∑

j=1

ujhj(x) +
l∑

t=1

vtgt(x) + λ
T
ε ‖x− x‖

≥
k∑

i=1

λifi(x)+
m∑

j=1

µjhj(x)+
l∑

t=1

vtgt(x), ∀x ∈ X.
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这与式 (3.3)矛盾, 因此结论成立.
下面我们考虑 (VP)的 ε拉格朗日对偶问题.
对 u ∈ Rm, v ∈ Rl 考虑如下问题

(VP)(u,v)

{
min L(x, u, v),
s.t. x ∈ S.

设W (u, v)为问题 (VP)(u,v) 的所有 ε- 拟弱有效解的集合. 并设 Ωw(u, v) = {L(x, u, v) :
x ∈ W (u, v)}. 下面考虑如下形式的对偶问题

(VD)

{
max Ωw(u, v),
s.t. u ∈ Rm

+ , v ∈ Rl
+.

定理 3.3 (弱对偶定理) 设 x是问题 (VP)的任意可行点,

y ∈
⋃

u∈Rm
+ ,v∈Rl

+

Ωw(u, v),

即存在 u ∈ Rm
+ , v ∈ Rl

+和 x ∈ W (u, v), 使得 y = L(x, u, v), 则

(f(x) + ε ‖x− x‖ − y)
⋂

(−intRk
+) = ∅.

证 由 x ∈ W (u, v)可知, 不存在 x̂ ∈ S 使得

L(x̂, u, v) + ε ‖x̂− x‖ < L(x, u, v) = y.

由于 u ∈ Rm
+ , v ∈ Rl

+, h(x̂) ≤ 0, g(x̂) = 0, 故不存在 x̂ ∈ S 使得

f(x̂) < L(x̂, u, v) = f(x̂) +
[
uT h(x̂) + vT g(x̂)

]
e,

f(x̂) + ε ‖x̂− x‖ < L(x̂, u, v) + ε ‖x̂− x‖ < y.

故 f(x̂) + ε ‖x̂− x‖ < y, 因此结论成立.
定理 3.4 (强对偶定理) 设 x是问题 (VP)的 ε - 拟弱有效解. 定理 2.2 中的条件成立.

则存在 u ∈ Rm
+ , v ∈ Rl

+, 使得 (x, u, v)是问题 (VD)的 ε- 拟弱有效解.
证 由定理 3.2 可知, 存在 u ∈ Rm

+ , v ∈ Rl
+ 使得 (x, u, v)是 L(x, u, v)的 ε - 拟弱鞍点,

且
m∑

j=1

ujhj(x) = 0.

下面证明 x是问题 (VP)(u,v) 的 ε - 拟弱有效解. 若不然, 存在 x̂ ∈ S 使得

L(x̂, u, v) + ε ‖x̂− x‖ < L(x, u, v).

这与 ε - 拟弱鞍点的定义矛盾.
下面用反证法证明结论.假设 (x, u, v)不是问题 (VD)的 ε -拟弱有效解,则存在 u ∈ Rm

+ ,
v ∈ Rl

+, x̂ ∈ W (û, v̂)和 ŷ ∈ Ωw(û, v̂)使得

L(x, u, v) + ε ‖(u, v, x)− (û, v̂, x̂)‖ < L(x̂, û, v̂) = ŷ.

因此 L(x, u, v) + ε ‖x− x̂‖ < L(x̂, û, v̂) = ŷ. 由
m∑

j=1

ujhj(x) = 0,
l∑

t=1

vtgt(x) = 0，可得

f(x) + ε ‖x− x̂‖ < ŷ. 这与定理 3.3 矛盾.
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Abstract: We consider the VP problem in this paper. By comparing with MP problems

in existing literature, we add the equality constraints and change the convex assumptions into

semi-convex ones. The optimal conditions for ε-quasi weakly efficient solution for VP problem are

obtained. Further, we define the Lagrange function and ε-quasi weakly saddle points of the VP

problem and obtain corresponding theorems. Finally we consider the duality of the VP problem

and obtain its weak duality and strong duality theorems.
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