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黏性流体中运动界面上的速度分解
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摘要: 本文研究黏性流体与零厚度弹性材料界面上的耦合运动问题. 利用沉浸边界法与时间步

长法, 半 Lagrange 离散法, 对速度分解后的 Stokes 部分与正则部分进行求解, 获得了关于耦合运动中

二阶 PDE 求解的一般方法, 推广了文献 [14, 15, 18] 的结果.
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1 引言

考虑二维区域 Ω 内的简单闭合的沉浸边界 Γ 与黏性流体内的耦合运动, 流体的流动由
Navier-Stokes 方程描述, 而沉浸边界 Γ 假定是由弹性材料组成的薄膜, 以保证其在静态下被
拉伸或放松时, 能在流体上产生回复力. 若 Γ 是简单闭的, 则其可将区域 Ω 分成两个子区域,
曲线外部设为 Ω+, 曲线内部设为 Ω−. 若 Γ 是多纽结闭的, 仍可同样处理, 只是复杂度增加而
已. 假定在 Ω+ 与 Ω− 内, 液体的属性 (如密度、凝固点等) 是一样的, 但由于区域之间有相互
作用力, 这会使得在 Γ 上产生速度梯度, 且在流体压力下会产生断裂.
流体运动的 Navier-Stokes 方程为





∂u
∂t

+ u · ∇u = −∇p + µ∇2u + F,

∇ · u = 0,
(1.1)

其中 u = (u1, u2) 表示流体的速度, p 为压强, µ 为流体的黏性系数, 一般设为常数; F =
(F1, F2) 为面际压力, 其为一种弹性张力, 产生于边界闭曲线 Γ 的伸缩运动, 该运动用 Γ 上的
实质坐标 α 来表示. 流体的密度设为常数, 为方便计算, 通常取为 1 个单位.
在计算物理领域, 为了得到精确的数值计算方法, 须在界面上强加某些边界条件或跳转

条件. 这一点, 目前已得到该领域研究学者的共识. 如 Fedkiw 等在文 [1] 中设计了一种“虚
拟流体”的方法, 以求捕获非黏性 Euler 方程的接触间断点的边界条件. 同年, Fedkiw 等在
文 [2] 中将该方法推广应用于一般的可压缩流的间断点, 如电击、爆炸与燃爆等. 受“虚拟流
体”方法的启发, Liu X D 等 [3] 提出一种文本边界条件捕获的方法, 用以求解界面上的系数
Poisson 方程. 该方法具有鲁棒性且易在三维空间实施. 后来, Liu X D 等 [4] 在弱表达式上补

充了一个正式的收敛性证明. 而在文 [5] 中,“虚拟流体”的方法被进一步推广应用于二相不
可压缩流, 以讨论界面附近的不连续量的数值模糊拖尾效应. 但是, 文 [6–8] 认为, 文 [5] 中所
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提出的 δ 函数模糊技巧甚至会在基本计算中导致 O(1) 误差. 要克服这一缺陷, 或许我们还
得回头去参考 Leveque 等 [9] 所提出的沉浸边界的方法. 该方法结构复杂, 不过好在 Li 等 [10]

提供了一种简单版本, 该版本与文 [3] 的边界条件捕获法很相似.
为计算方便, 方程 (1.1) 一般假定双周期边界条件. 在 t 时刻, 实质点 α 的当前位置记为

X(α, t), Γ 上的弧长 l 与张力 F = (F1, F2) 满足

Fi(x, t) =
∫ L

0

fi(l, t)δ [x−X(α(l), t)] dl, i = 1, 2, (1.2)

其中 fi 是 l 对应弧段处所受到的压力, δ 是二维的 δ 函数. 由于力的平衡, 张力 f 满足

f(l, t)] =
∂

∂l
[T (l, t)τ(l, t)], (1.3)

其中物质被拉伸时, 张量 T (l, t) = T0

(∣∣∂X
∂α

∣∣− 1
)
, 且系数 T0 依赖于界面的弹性属性, 一

般假设为常数; τ(l, t) 为 Γ 的单位切向量, 即 τ(l, t) = ∂X
∂l

= ∂X/∂α
|∂X/∂α| . 由于松弛状态下

|∂X/∂α| = 1, 故此时张量消失.
由于张力 F 的奇性, 方程 (1.1) 的解相对 Γ 而言是不光滑的. 这一效应可用压力 p 与速

度 u 的跳转条件来表示. 在边界上, 对于任意带跳跃间断点的量 q, 其跳跃可公式化为

[q(X, t)] = lim
ε→0+

q(X + εn, t)− lim
ε→0−

q(X − εn, t), (1.4)

其中 n 为 Γ 的单位法向量. 而压力 p 与速度 u 的跳转条件分别为





[p] = f · −→n ,

[
∂p

∂−→n

]
=

∂

∂s
(f · τ),

[u] = 0, µ

[
∂u

∂−→n

]
= −(f · τ)τ.

(1.5)

显然, 速度 u = (u1, u2) 对于 Γ 是连续的, 且 Γ 随着黏性流体一起运动.
Peskin [11−13] 设计了形如式 (1.4) 的沉浸边界方法, 用以解决流体内的耦合运动问题, 并

将之推广后应用于生物力学领域. 然而, Peskin 的方法只具有一阶精度. 而文 [14, 15] 中的沉
浸边界方法虽然具有二阶精度, 但其讨论的不是等高的分界面. 利用沉浸边界的方法得到较
好的精度的应该是文 [16, 17], 其中陈述了解的跳转与该跳转关于边界压力的导数, 这一方法
被首次应用于 Stokes 方程 (见文献 [16]). 将方程 (1.1) 中的速度 u 与压强 p 分解为 Stokes 分
量与正则分量, 分别用指标 s 与 r 表示, 即

u = us + ur, p = ps + pr,

则 Stokes 方程为 {
∇ps = µ∇2us + F,

∇ · us = 0.
(1.6)

可见, Stokes 分量在数学上是由 Stokes 方程决定, 而在物理学中, 其由奇性面际压力决定.
Stokes 分量可以利用沉浸界面的方法得到, 该方法具有二阶精度. 正则分量在数学上由原
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Navier-Stokes 决定, 而在物理学中, 其为 Stokes 分量所施加的体压力. 正则分量可利用时间
步长的方法得到. 精确描述 Stokes 流中的面际运动要比在 Navier-Stokes 流中容易一些, 且
Stokes 方程的解可用边界积分来表示 (见文献 [18]), 但其忽略了流体的正则分量.
比较方程 (1.1) 与 (1.6), 可得正则分量的方程为





∂ur

∂t
+ u · ∇ur = −∇pr + µ∇2ur + Fb,

∇ · ur = 0,
(1.7)

其中 Fb 为 Stokes 速度的实体导数所提供的体压力, 即

Fb = −∂us

∂t
− u · ∇us. (1.8)

本文借助于上述文献的优点, 力图克服其缺点, 而引入一种速度与压强分解的方法, 来求
解方程 (1.1)–(1.2). 该方法在时空上都具有二阶精度. 速度与压强分解成两部分, 一部分由稳
定的 Stokes 方程与 Γ 上的面际压力决定, 另一部分也命名为正则部分, 其在面际附近的正则
格点上可无需特殊手段地计算. 这一分解方法使得流体中变量的间断点可用相对简单的方式
来精确描述. 此外, 在数值化计算压力时可采用更小的时间步长. 至于精度的分析, 本文借鉴
文 [19] 的方法.

2 计算 Stokes 解与正则解

选定4t > 0, 设 tn = n4t, 表示第 n 次迭代时间, n = 0, 1, 2, · · · . 将区域 Ω 划分为矩形
格子, 网格间距 hx, hy 分别沿着 x, y 轴计算, 通常可取 hx = hy = h. 设 i, j = 0, 1, 2, · · · , N ,
则每个格点可以用坐标 (i · h, j · h) 来表示, 而 t 时刻沉浸边界的位置可以用一个边界标记

集合 Xk(t) ≡ (Xk(t), Yk(t)) 来表示, 其中 k = 0, 1, 2, · · · , Nk, 且由于 Γ 是简单闭曲线, 则
X0(t) = XNk

(t). 第 k 个边界标记近似为 X(αk, t), 且 αk = kL0/Nk, L0 为 γ 在松弛状态的

长度. 可见, 这些标记是在 Γ 处于松弛状态下被等距间隔的.
Stokes 压强 ps、速度 us 分别与 p、u 具有同样跳转条件, 即满足式 (1.5). 一旦 us 可知,

则当前时刻产生于物质的体压力 Fb 与 us 的全微分就可求出. 这需要用到半 Lagrange 离散
化, 正如文 [20] 指出, 这一方法一直被应用于流体计算. 在半 Lagrange 离散方案中, 水平对
流项被包含于导数中, 且式 (1.7) 第一项变为

dur

dt
= −∇pr + µ∇2ur + Fb, (2.1)

其中 Fb = −dus

dt
.

参照文 [20, 21], 采用二阶向后差分, 沿着轨迹将式 (2.1) 离散化为

3un+1
r − 4ũn

r + ũn−1
r

24t
+∇pn

r = µ∇2un+1
r + Fn+1

b , (2.2)

其中 ũn
r 与 ũn−1

r 分别为上游点 xn 与 xn−1 的流动速度, 即

ũn
r = ur(xn, tn), ũn−1

r = ur(xn−1, tn−1), (2.3)
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式 (2.1) 右边的 Fb 中还含有 dus 的实体导数, 可类似于式 (2.2) 将其离散化.
为了估计式 (2.3), 首先得估计坐标 xn, xn−1. 由于初始问题满足

dx(t)
dt

= ur(x, t), x(tn+1) = x0, (2.4)

对其基于时间段 [tn+1, tn] 与 [tn+1, tn−1] 分别向后积分, 可得估计式

xn = x0 −4tur(x∗, tn+1/2), x∗ = x0 − 4t

2
u

(
x0 − 4t

2
un+1/2, tn+1/2

)
; (2.5)

xn−1 = x0 − 24tur(x∗, tn), x∗ = x0 −4tu(x0 −4tut, tn), (2.6)

其中 x∗ 是根据取中法选取的.
由于流体速度 u 与 ur 在时段 tn 与 tn−1 时只在格点上可知, 而在上游位置 xn, xn−1 却

不可知, 因此, 在空间变量中采用立方体 Lagrange 插值法, 对 u 与 ur 在其他位置的值进行

估计. 这一方法具有四阶精度.
在式 (2.6) 中, un 在 x0 点估计, 同时在其他位置, u(·, tn) 可通过方体 Lagrange 插值方

法来求解; 在式 (2.5) 中, un+1/2 在 x0 点估计值可利用时间推算近似为
3
2
un− 1

2
un−1, 同时在

其他位置, u(·, tn+1/2) 可通过同样的时间推算法与空间插值来求解. 一旦 xn, xn−1 可知, 则
可用于求解式 (2.2) 中的 ũn

r 与 ũn−1
r . 同理, 可求得力 Fn+1

b .
先采用二阶方案来求解式 (2.2) 与式 (1.6) 中的第二个散度方程. 在式 (2.2) 中, 将中间

速度 u∗r 取代 un+1
r , 并等价变换为

(
3

24t
− µ∇2

)
u∗r = Fn+1

b − 1
24t

(−4ũn
r + ũn−1

r )−∇pn
r . (2.7)

对式 (2.7) 两边同时进行快速 Fourier 变换, 并利用标准的二阶有限差分算子, 则可求出 u∗r .
类似于文 [14], 将 u∗r 近似地映射到自由发散的向量场

un+1
r = Pu∗r , Pf = f −∇(∇2)−1∇ · f (2.8)

的子空间, 则可定义某个 φ, 使得

un+1
r = u∗r − (4t)∇φ.

由此可得 Poisson 方程
(4t)∇2φ = ∇ · u∗r , (2.9)

对式 (2.9) 进行 Fourier 变换并利用差分算子, 则可得出 φ, 并进一步求解 un+1
r .

在格点空间, 压力的更新迭代方程满足

∇pn+1
r = ∇pn

r +
3
2
∇φ− µ4t∇3φ. (2.10)

代入式 (2.2), 则可求出方程

3un+1
r − 4ũn

r + ũn−1
r

24t
+∇pn+1

r = µ∇2un+1
r + Fn+1

b (2.11)
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的解. 值得注意的是, 由于∇2 6= ∇ · ∇, 故映射 P 不是带通常的二阶差分算子满射.
当边界力为刚性力时, 对于计算边界, 除了简化跳转条件的处理方法外, 速度分解法也是

个有效途径. 数值计算中, 如果利用显式方案, 则时间步长必须足够小才能保持迭代的稳定
性, 这将产生非常多的非物理耗散, 花费时间较长. 因此, 文 [16, 22, 23] 中采用隐式或半隐式
方案来克服这一困难. 隐式方案的优点在于, 我们可放松被刚性强加的时间步长限制. 但最大
的缺点是, 隐式方案会导致边界上的力产生非局部、非线性问题, 其所涉及的边界点相互作用
问题, 将使得方案更为抽象.

3 实例计算

本节给出一个计算实例, 以对椭圆的放松或振荡运动进行仿真. 这个例子在文 [11, 16,
22] 等处都曾被用于测试相关文献的数值方法.

图 1: 当 x = 0.3, t = 1.2 时的流体速度, 其中 u, v 为整体速度, us, vs 为 Stokes 分量, ur, vr 为正

则分量

取初始边界为一个椭圆, 焦点在横坐标上, 且长半轴与短半轴分别为 a = 0.7, b = 0.5, 未
拉伸的边界取成半径为 r0 = 0.5 的圆, 张力系数设为 0.1. 仿真流体分为两类, 一类是粘性较
强的, 其扩散系数 µ = 0.1; 另一类粘性较弱, 其扩散系数为 µ = 0.01; 它们的计算区域都是
[−1.2, 1.2]2, 且流体初始时刻为松弛的, 即 t = 0 时, u = 0 且 p = 0.
经过足够长的仿真时间后, 接口界面收敛到一个半径为 re =

√
ab ≈ 0.6124 的圆, 其面积

与原椭圆面积相等 (这是因为封闭流体的不可压缩性造成的), 而比未拉伸的边界圆要大. 在
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稳定状态下, 流体的速度处处都等于 0, 而 p 在边界内外都为常数值, 且跳跃 [p] < 0, 这是因
为边界被初始化为一个拉伸状态且流体的速度趋于零.
利用速度分解的方法, 可将公式 (1.1)–(1.3) 整合到非量纲时间 t = 10. 对于粘性较强与

粘性较弱这两种情况, 在接近终止时, 边界都趋于其稳定状态. 所不同的是, 前者的收敛过程
一直比较平稳, 而后者早期存在振荡. 在该例中, 由于边界力量不是特别刚性, 故分级时间步
长的方法不是很实用. 有鉴于此, 设 Nm = 1,4tm = 4t.
图 1 显示了 Stokes 速度 us, vs、正则速度 ur, vr 以及整个流体的速度 u, v 在 t = 1.2, x =

0.3 的值; 上图针对于粘性较强的流体类型, 即 µ = 0.1; 下图针对于粘性较弱的流体类型, 即
µ = 0.01. 在早期与后期可观察到, 在这两种类型中, us 与 u 的法向导数的跳跃间断点可被

本文的方法精确捕捉, 而 ur 的法向导数在穿过 Γ 时是连续的. 当 µ = 0.1 时, Stokes 速度 us

在数量上远远超过正则速度 ur; 而当 µ = 0.01 时, us 与 ur 在数量上都远远超过 u, 但方向相
反. 后期的这一效应与早期的相比, 稍微弱一点.
由于初始速度为 0, 且在零时刻 us = −ur, 故当流体粘度变小时, 可预计 Stokes 速度 us

与 Navier-Stokes 速度 u 的相关性会减弱, 即 Reynolds 数会增大.
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A DECOMPOSITION ALGRITHM FOR COUPLED MOVING

INTERFACES IN VISCOUS FLUIDS

XIONG Hui

(Department of Mathematics, Dongguan University of Technology, Dongguan 523808, China)

Abstract: This paper investigates the coupled motion of a viscous fluid and an elastic

material interface with zero thickness. By using the immersed interface method and time-stepping

method, semi-Lagrange discrete method respectively, the decomposed Stokes part and regular part

are solved, and the general calculating method of the second-order PDE related to the coupled

motion is obtained. Furthermore, we improve the results of [14, 15, 18 ].
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