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带振荡核奇异积分算子交换子在加权Morrey空间中的有界性质
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摘要: 本文研究Morrey 空间中的交换子有界性的问题. 利用John-Nirenberg 不等式等工具建

立带振荡核的奇异积分算子与BMO函数生成交换子在加权Morrey 空间中的加权估计.
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1 引言

设α > 0, α 6= 1. 本文考虑的奇异积分算子为

Tf(x) = Kα ∗ f(x), (1.1)

其中Kα(x) = ei|x|α(1 + |x|)−n 为振荡核. 带振荡核的奇异积分算子不仅在分析理论中发挥
重要作用, 而且还是研究偏微分方程的重要工具. 例如, 发展型方程解的适定性理论研究中
建立解半群的相应时空估计均可归结为(1.1) 的有界性估计, 相关代表性工作可见文献[1, 2]
及其中的参考文献. 最早关于(1.1) 的研究工作见文献[3, 4]. 在文献[3, 4] 中, 作者得到了T

在Lp(Rn)(1 < p < ∞) 空间中的有界性. 1983年, Chanillo, Kurtz 和Sampson [5] 建立了算

子T 在加权Lp(Rn)(1 < p < ∞) 空间中的有界性. 1986年, 他们在文献[6] 中还得到了算子T

的弱型端点估计. 本文我们将在更一般的函数空间, Morrey 空间中考虑算子T 的交换子加权

有界性.
经典Morrey 空间Mp,q(Rn) 是Morrey[7] 在研究二阶椭圆偏微分方程局部解时引入的, 其

空间范数定义为:

‖f‖Mp,q(Rn) = sup
B⊂Rn

(
1

|B|1− p
q

∫

B

|f(x)|pdx)
1
p , (1.2)

其中f ∈ Lp
loc(Rn), 1 ≤ p ≤ q < ∞, B 为Rn 中任意球体(下同). 显然Mp,p(Rn) = Lp(Rn), 在

此意义下可以将Morrey 空间看作是Lebesgue 空间的一种推广. 此后, 对Morrey 空间及其变
形空间上的算子有界性质的探讨成为众多数学家研究的目标. Hardy-Littlewood 极大算子是
调和分析中的重要算子之一. 设f ∈ Lloc(Rn), f 的Hardy-Littlewood 极大函数定义为

Mf(x) = sup
B3x

1
|B|

∫

B

|f(y)|dy.
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设K 为Calderón-Zygmund核[8], 以下简记为CZK. 与CZK 对应的Calderón-Zygmund 奇异积
分算子(简称C-Z算子)记为

T̃ f(x) = p.v.

∫

Rn

K(x− y)f(y)dy.

1987年, Chiarenza 和Frasca 在文献[9] 中建立了算子M 和T̃ 在Mp,q(Rn) 中的有界性. Weyl
分数次积分, Iαf(x) =

∫
Rn

f(y)
|x−y|n−α dy(0 < α < n) 在空间Mp,q(Rn) 中的有界性由Adams在文

献[10] 中得到. 关于多线性奇异积分算子在Morrey 型空间中的有界性见文献[11–13].
作为加权Lebesgue 空间的自然推广, Komori 和Shirai 在文献[14] 中定义了加权Morrey

空间.
定义 1.1 [14] 设1 ≤ p < ∞, 0 < k < 1, w为一函数. 加权Morrey 空间Mp,k(w) 定义为

Mp,k(w) = {f ∈ Lp

loc(w) : ‖f‖Mp,k(w) < ∞},

其中空间范数定义为

‖f‖Mp,k(w) = sup
B

(
1

w(B)k

∫

B

|f(x)|pw(x)dx)
1
p .

显然若取w = 1, k = 1 − p
q
, 则Mp,k(w) = Mp,q(Rn). 设w ∈ Ap(1 ≤ p < ∞), 若取k = 0,

则Mp,0(w) = Lp(w). 若k = 1, 则Mp,1(w) = L∞(w), 其中Ap 为Muckenhoupt 函数类[15]:

Ap : sup
B

(
1
|B|

∫

B

w(x)dx)(
1
|B|

∫

B

w(x)1−p′dx)p−1 ≤ C, 1 < p < ∞,

A1 : Mw(x) ≤ Cw(x);A∞ = ∪p>1Ap,

这里1/p + 1/p′ = 1.
定义 1.2 设b为一局部可积函数, bB = 1

|B|
∫

B
b(x)dx. 若对任意球B ⊂ Rn,

‖b‖BMO(Rn)
= sup

B

1
|B|

∫

B

|b(x)− bB|dx < ∞,

则称b ∈ BMO(Rn).
我们先给出交换子的定义:
定义 1.3 给定一线性算子M 和一函数A, 交换子[A,M ] 定义为

MAf = [A,M ]f = AM(f)−M(Af).

目前国内外对一些算子和BMO 函数生成交换子的研究有很多. 第一个这方面的工作
由Coifman, Rochberg 和Weiss [16] 在研究广义Hardy 空间的因子分解定理时得到. 他们证明
了MAf 在Lp(Rn)(1 < p < ∞) 中有界的重要条件是A ∈BMO, 此时M 为带光滑核的经典奇

异积分算子. 在文献[14] 中，Komori 和Shirai 证明了极大算子M 和C-Z 算子T̃ 及其交换子

在Mp,k(w)(1 < p < ∞) 中的有界性.
本文主要结论为
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定理 1.1 设0 < α 6= 1, 0 < k < 1 且b ∈ BMO(Rn), 则存在常数C > 0使得

‖Tbf(x)‖Mp,k(w) ≤ C‖f‖Mp,k(w).

显然, 若α = 0, 则定理1.1 即为文献[14] 中相应C-Z 奇异积分算子的结果.
在文章第二部分我们证明定理1.1, 文中B(x0, r) 记为中心在x0, 半径为r 的球. 对任

意λ > 0, λB = B(x0, λr).

2 定理1.1 的证明

在给出定理1.1 的证明之前, 首先给出证明过程中用到的一些引理.
引理 2.1 [17,18] 设1 ≤ p < ∞, b ∈ BMO(Rn). 则对任意球B ⊂ Rn, 下面命题成立
(1) John-Nirenberg 不等式. 即存在常数C1, C2 > 0, 使对任意α > 0,

|{x ∈ B : |b(x)− bB| > α}| ≤ C1|B|e−C2α/‖b‖BMO(Rn) . (2.1)

(2)
|b2λB − bB| ≤ 2nλ‖b‖BMO(Rn)

. (2.2)

引理 2.2 [19] 设w ∈ A∞. 则下列命题等价:

(1) ‖b‖BMO(Rn)
∼ sup

B
(

1
|B|

∫

B

|b(x)− bB|pdx)
1
p .

(2) ‖b‖BMO(Rn)
∼ sup

B
inf
a∈R

1
|B|

∫

B

|b(x)− a|dx.

(3) ‖b‖BMO(w)
= sup

B

1
w(B)

∫

B

|b(x)− bB,w|w(x)dx, 其中

BMO(w) = {b : ‖b‖BMO(w)
< ∞}, bB,w =

1
w(B)

∫

B

b(y)w(y)dy.

引理 2.3 [20] 设1 ≤ p < ∞, w ∈ Ap. 则下面结论成立:
(1) w满足双倍测度条件, 即存在常数C > 0使得

w(2B) ≤ Cw(B). (2.3)

(2) w满足逆双倍测度条件, 即存在常数C > 1使得

w(2B) ≥ Cw(B). (2.4)

(3) w满足逆Hölder不等式, 即存在常数C > 0, r > 1使得对Rn中任意球体B有

(
1
|B|

∫

B

w(x)rdx)
1
r ≤ C(

1
|B|

∫

B

w(x)dx). (2.5)

(4) 对任意λ > 1,

w(λB) ≤ Cλnpw(B). (2.6)
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(5) w ∈ A∞, 即存在常数C, δ > 0, 使对任意可测集Q ⊂ B有

w(Q)
w(B)

≤ C(
|Q|
|B|)

δ. (2.7)

引理 2.4 [21] 设0 < α 6= 1, w ∈ Ap(1 < p < ∞) 且b ∈ BMO(Rn). 则存在常数C > 0 使
得‖Tbf‖Lp(w) ≤ C‖f‖Lp(w).

引理 2.5 设B = B(x0, r), 0 < k < 1, 1 < p < ∞. 则对任意y ∈ (2B)c, 下面不等式成立

(
∫

|x0−y|>2r

|f(y)|
|x0 − y|n |bB,w − b(y)|dy)pw(B)1−k ≤ C‖f‖p

Mp,k(w)‖b‖p

BMO(Rn)
.

证 对所要证明的不等式左边应用Hölder不等式可得

(
∫

|x0−y|>2r

|f(y)|
|x0 − y|n |bB,w − b(y)|dy)p

≤ (
∞∑

j=1

∫

2jr<|x0−y|<2j+1r

|f(y)|
|x0 − y|n |bB,w − b(y)|dy)p

≤ (
∞∑

j=1

1
|2jB|

∫

2j+1B

|f(y)||bB,w − b(y)|dy)p

≤ C[
∞∑

j=1

1
|2jB|(

∫

2j+1B

|f(y)|pw(y)dy)
1
p (

∫

2j+1B

|bB,w − b(y)|p′w(y)1−p′dy)
1
p′ ]p

≤ C‖f‖p
Mp,k(w)[

∞∑
j=1

w(2j+1B)
k
p

|2jB| (
∫

2j+1B

|bB,w − b(y)|p′w(y)1−p′dy)
1
p′ ]p.

简记A = (
∫
2j+1B

|bB,w − b(y)|p′w(y)1−p′dy)
1
p′ , 易得

A ≤ (
∫

2j+1B

(|b2j+1B,w1−p′ − b(y)|+ |b2j+1B,w1−p′ − bB,w|)p′w(y)1−p′dy)
1
p′

≤ ‖|b2j+1B,w1−p′ − b(·)|+ |b2j+1B,w1−p′ − bB,w|
w(·) ‖Lp′ (w)

≤ (
∫

2j+1B

|b2j+1B,w1−p′ − b(y)|w(y)1−p′dy)
1
p′ + |b2j+1B,w1−p′ − bB,w|w1−p′(2j+1B)

1
p′

=: J + JJ.

由引理2.2 得

J ≤ C‖b‖BMO(w1−p′ )w
1−p′(2j+1B)

1
p′ ≤ Cw1−p′(2j+1B)

1
p′ . (2.8)

对于JJ , 由(2.2) 式得

|b2j+1B,w1−p′ − bB,w| ≤|b2j+1B,w1−p′ − b2j+1B|+ |b2j+1B − bB|+ |bB − bB,w|

≤ 1
w1−p′(2j+1B)

∫

2j+1B

|b(y)− b2j+1B|w(y)1−p′dy

+ 2n(j + 1)‖b‖BMO(Rn)
+

1
w(B)

∫

B

|b(y)− bB|w(y)dy

:=JJ1 + JJ2 + JJ3.
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结合(2.7) 式和(2.1) 式有

JJ3 =
1

w(B)

∫ ∞

0

w({x ∈ B : |b(y)− bB| > α})dα

≤ C

∫ ∞

0

e
−C2αδ/‖b‖BMO(Rn)dα

≤ C.

同理可得JJ1 ≤ C. 所以

JJ ≤ C(2n(j + 1) + 2)w1−p′(2j+1B)
1
p′ . (2.9)

由(2.8) 式和(2.9) 式可得A ≤ C(j + 1)w1−p′(2j+1B)
1
p′ . 应用(2.4) 式可得

[
∞∑

j=1

w(2j+1B)
k
p

|2jB| (
∫

2j+1B

|b(y)− bB,w|p′w(y)1−p′dy)
1
p′ ]pw(B)1−k ≤ C[

∞∑
j=1

w(B)
1−k

p (j+1)

w(2j+1B)
1−k

p

]p = C.

引理2.5 得证.
定理1.1 的证明 即证存在常数C > 0, 使对任意固定的球B = B(x0, r), 有

1
w(B)k

∫

B

|Tbf(x)|pw(x)dx ≤ C‖f‖p
Mp,k(w). (2.10)

作分解f = fχ2B + fχ(2B)c := f1 + f2, 则

∫

B

|Tbf(x)|pw(x)dx ≤ C(
∫

B

|Tbf1(x)|pw(x)dx +
∫

B

|Tbf2(x)|pw(x)dx) =: K + KK.

由引理2.4 可得

K ≤ C

∫

2B

|f(x)|pw(x)dx ≤ C‖f‖p
Mp,k(w)w(B)k. (2.11)

又因为

|Tbf2(x)|p ≤ C(
∫

Rn

|f2(y)||b(x)− b(y)|
|x− y|n dy)p

≤ C(
∫

|x0−y|>2r

|f(y)|
|x0 − y|n {|b(x)− bB,w|+ |bB,w − b(y)|}dy)p.

所以

KK ≤C(
∫

|x0−y|>2r

|f(y)|
|x0 − y|n dy)p

∫

B

|b(x)− bB,w|pw(x)dx

+ C(
∫

|x0−y|>2r

|f(y)|
|x0 − y|n |b(y)− bB,w|dy)pw(B)

:=KK1 + KK2.
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由引理2.5 直接可得
KK2 ≤ C‖f‖p

Mp,k(w)w(B)k.

KK1 的估计可直接由(2.3) 式, (2.5) 式和引理2.2 得到. 事实上

KK1 =(
∞∑

j=1

∫

2jr<|x0−y|<2j+1r

|f(y)|
|x0 − y|n dy)p

∫

B

|b(x)− bB,w|pw(x)dx

≤(
∞∑

j=1

1
|2jB|

∫

2j+1B

|f(y)|dy)p

∫

B

|b(x)− bB,w|pw(x)dx

≤(C
∞∑

j=1

1
|2jB|(

1
w(2j+1B)k

∫

2j+1B

|f(y)|pw(y)dy)
1
p w(2j+1B)

k
p )p

× (
∫

2j+1B

w(y)−
1

p−1 dy)p−1

∫

B

|b(x)− bB,w|pw(x)dx

≤C‖f‖p
Mp,k(w)(

∞∑
j=1

|2j+1B|− 1
p

|2jB| (
1

|2j+1B|
∫

2j+1B

w(y)dy)−
1
p w(2j+1B)

k
p )p

×
∫

B

|b(x)− bB,w|pw(x)dx

≤C‖f‖p
Mp,k(w)‖b‖p

BMO(Rn)

∞∑
j=1

(
w(B)

1−k
p

w(2j+1B)
1−k

p

)pw(B)k

≤C‖f‖p
Mp,k(w)w(B)k.

所以

KK ≤ C‖f‖p
Lp,k(w)

w(B)k. (2.12)

由(2.11) 式和(2.12) 式可得到(2.10) 式, 从而定理1.1 得证.
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BOUNDEDNESS OF COMMUTATORS FOR SINGULAR

INTEGRAL OPERATORS WITH OSCILLATING KERNELS ON

WEIGHTED MORREY SPACES

ZHANG Lei , ZHENG Qing-yu

(Department of Mathematics, Linyi University, Linyi 276005, China)

Abstract: In this paper, we study the boundedness of commutators on weighted Morrey

spaces. By using John-Nirenberg inequality we obtain the weighted estimates for commutators

formed by singular integral operators with oscillating kernels and BMO functions on weighted

Morrey spaces.
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