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摘要: 本文研究了复向量空间 Cn 中开单位球 Bn, 复 Banach 空间中单位球 B 和域 Ωp1,···,pn

上一类 α 次殆 β 型螺形映照的偏差估计问题. 利用不等式、矩阵及 α 次殆 β 型螺形映照的增长定理等

方法, 获得了上述域上的一类 α 次殆 β 型螺形映照的偏差上界估计, 所得结果推广了一些已知的结论.
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1 引言

在单复变函数中, 众所周知双全纯函数的偏差定理是成立的, 如下所示.
定理 1.1 [1] 若 f 为复平面单位圆盘 U 上正规化双全纯函数, 则 1−|z|

(1+|z|)3 ≤ |f ′(z)| ≤
1+|z|

(1−|z|)3 .

然而, 在多复变量的情况下, Cartan[2] 指出正规化的双全纯映照相应的偏差定理不再成

立. 而且他建议人们去研究双全纯星形映照, 双全纯凸映照及其它重要的双全纯映照子族精
确的偏差定理. 遗憾的是, 目前, 我们仅能获得星形映照, 螺形映照及其扩充子族的增长与掩
盖定理 (相关结果可见文献 [3–4]), 但对应的偏差结果仍处于猜测阶段. 近年来, 双全纯凸 (准
凸) 映照的偏差定理的研究已经获得一些可喜成果 (如文献 [5–9]). 但目前星形映照与螺形映
照的偏差估计研究成果还较少. 在这篇文章中, 针对一类 α 次殆 β 型螺形映照, 我们建立了
相应的偏差上界估计.

2 预备知识

全文中用 C 表示复平面, U 表示复平面上的单位圆盘; Bn 为复向量空间 Cn 中的开

单位球, X 为具有任意范数 ‖ · ‖ 的复 Banach 空间, B 为 X 中的开单位球, X∗ 为 X 的对

偶空间. 对每一 x ∈ X\{0}, 定义 T (x) = {Tx ∈ X∗ : ‖Tx‖ = 1, Tx(x) = ‖x‖}. 由 Hahn-
Banach 定理 T (x) 非空. 对任意 α(6= 0) ∈ C, 对应于 Tx ∈ T (x), |α|

α
Tx ∈ T (αx), 我们总是

记 |α|
α

Tx = Tαx. 用 H(U,C) 表示 U 到 C 的全纯函数的全体, H(B) 表示 B 到 X 的全纯映

射的全体. 若 Fréchet 导数 Df(x) 在每一点 x ∈ B 有有界逆, 称 f 为 B 上的局部双全纯映
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射; 若逆映射 f−1 存在, 且在 f(B) 上全纯, 称 f 为 B 上的双全纯映射; 若 f ∈ H(B) 满足
f(0) = 0, Df(0) = I, 其中 I 为单位矩阵, 称 f 为 B 上正规化全纯映射.

对于Reinhard域Ωp1,···,pn
= {z ∈ Cn :

n∑
j=1

|zj |pj < 1}, pj ≥ 1, j = 1, · · · , n.容易知道,它

是Cn 中的有界凸圆型域,即Ωp1,··· ,pn
满足: 对 ∀z ∈ Ωp1,··· ,pn

, ξj ∈ D,都有 (ξ1z1, . . . , ξnzn) ∈
Ωp1,··· ,pn

. Ωp1,··· ,pn
上的 Minkowski 泛函 ρ(z) 定义为 ρ(z) = inf{t > 0 : z

t
∈ Ωp1,··· ,pn

}. 易
知, Minkowski 泛函 ρ(z) 是 Cn 的一种 Banach 范数, 且 Ωp1,··· ,pn

是 Cn 在此 Banach 范数下
空间的单位球 [10]. 在 Ωp1,··· ,pn

上, 除去一个低维流形外, Minkowski 泛函 ρ(z) 是 C1 的.
定义 2.1 [11] 设 f 是 Bn 上的正规化局部双全纯映射, 若 α ∈ (0, 1], β ∈ (−π

2
, π

2
), 且

Re{e−iβ z′

‖z‖2
J−1

f (z)f(z)} ≥ α cos β, z ∈ Bn,

则称 f 为 Bn 上的 α 次殆 β 型螺形映射.
当 n = 1 时, 定义转化为 Re{e−iβ f(z)

zf ′ (z)
} ≥ α cos β.

定义 2.2 设 f 是 B 上的正规化局部双全纯映射, 若 α ∈ (0, 1], β ∈ (−π
2
, π

2
), 且

Re{e−iβ 1
‖x‖Tx[(DF (x))−1F (x)]} ≥ α cos β,

则称 f 为 B 上的 α 次殆 β 型螺形映射.
定义 2.3 [11] 设 G 为 Cn 中的有界星形圆型域, 其Minkowski 泛函 ρ(z) 除去一个低维流

形外是一个 C1 函数, f(z) 为 G 上正规化局部双全纯映射, 若 α ∈ (0, 1], β ∈ (−π
2
, π

2
), 且

Re{e−iβ 2
ρ(z)

∂ρ(z)
∂z

J−1
f (z)f(z)} ≥ α cos β,

则称 f(z) 为 G 上 α 次殆 β 型螺形映射. 此处 ∂ρ(z)
∂z

= (∂ρ(z)
∂z1

, · · · , ∂ρ(z)
∂zn

).
本文的研究结果要用到下述引理, 陈述如下
引理 2.1 [12] 设 p ∈ H(U),且 p(0) = 1,若Rep(z) ≥ 0,则 1−|z|

1+|z| ≤ Rep(z) ≤ |p(z)| ≤ 1+|z|
1−|z| .

引理 2.2 若 τ 6= 0 为一复数, 则 Reτ ≥ λ ⇐⇒ | 1
τ
− 1

2λ
| ≤ 1

2λ
, λ > 0.

证 简单计算可得.
引理 2.3 若 f 为单位圆盘 U 上的 α 次殆 β 型螺形函数, 则

|zf
′
(z)

f(z)
| ≤ 1 + |z|

cos β[1− (1− 2α)|z|] .

证 记 p(z) = 1−i tan β
1−α

f(z)

zf ′ (z)
− α−i tan β

1−α
, z ∈ U . 因 f 为单位圆盘 U 上的 α 次殆 β 型螺形

函数, 则 p(z) ∈ H(U), p(0) = 1,Rep(z) ≥ 0. 由引理 2.1 1−|z|
1+|z| ≤ Rep(z) ≤ 1+|z|

1−|z| . 整理得

1− (1− 2α)|z|
1 + |z| cos β ≤ Re{e−iβ f(z)

zf ′(z)
} ≤ 1 + (1− 2α)|z|

1− |z| cos β.

对上式左端利用引理 2.2, 即有

|zf
′
(z)

f(z)
| − 1 + |z|

2 cos β[1− (1− 2α)|z|] = |eiβ zf
′
(z)

f(z)
| − 1 + |z|

2 cos β[1− (1− 2α)|z|]

≤ |eiβ zf
′
(z)

f(z)
− 1 + |z|

2 cos β[1− (1− 2α)|z|] | ≤
1 + |z|

2 cos β[1− (1− 2α)|z|]



564 数 学 杂 志 Vol. 34

或

|zf
′
(z)

f(z)
| ≤ 1 + |z|

cos β[1− (1− 2α)|z|] .

引理 2.4 设 fj 为单位圆盘 U 上的 α 次殆 β 型螺形函数, λj ≥ 0 且
n∑

j=1

λj = 1, 则

F (z) = z
n∏

j=1

( fj(zj)

zj
)λj 为 Bn 上 α 次殆 β 型螺形映照.

证 计算易得 z′

‖z‖2 J−1
F (z)F (z) = 1

n∑
j=1

λj

zjf
′
j
(zj)

fj(zj)

, 由已知条件 Re{e−iβ f(z)

zf ′ (z)
} ≥ α cos β, 利

用引理 2.2, 可知其等价于 |eiβ zf
′
(z)

f(z)
− 1

2α cos β
| ≤ 1

2α cos β
, 而

|eiβ

n∑
j=1

λj

zjf
′
j(zj)

fj(zj)
− 1

2α cos β
| = |

n∑
j=1

λj [eiβ
zjf

′
j(zj)

fj(zj)
− 1

2α cos β
]|

≤
n∑

j=1

λj |eiβ
zjf

′
j(zj)

fj(zj)
− 1

2α cos β
]| <

n∑
j=1

λj
1

2α cos β
=

1
2α cos β

.

再次利用引理 2.2 可知

Re{e−iβ z′

‖z‖2
J−1

F (z)F (z)} = Re{e−iβ 1
n∑

j=1

λj
zjf

′
j (zj)

fj(zj)

} ≥ α cos β.

故本结论成立.
引理 2.5 [11] 若 f 为 Bn 上 α 次殆 β 型螺形映照, 则

‖z‖
[1 + (1− 2α)‖z‖] 2(α−1)

2α−1

≤ ‖f(z)‖ ≤ ‖z‖
[1− (1− 2α)‖z‖] 2(α−1)

2α−1

.

可见若 f 为单位圆盘 U 上 α 次殆 β 型螺形映照, 则

|z|
[1 + (1− 2α)|z|] 2(α−1)

2α−1

≤ |f(z)| ≤ |z|
[1− (1− 2α)|z|] 2(α−1)

2α−1

.

引理 2.6 设 fj 为单位圆盘 U 上的 α 次殆 β 型螺形函数,λj ≥ 0 且
n∑

j=1

λj = 1, 则

F (x) = x

n∏
j=1

(
fj(Tuj

(x))
Tuj

(x)
)λj

为 B 上 α 次殆 β 型螺形映照.

证 记 g(x) =
n∏

j=1

(
fj(Tuj

(x))

Tuj
(x)

)λj , 则 DF (x)η = (Dg(x)η)x + g(x)η, 且

Dg(x)x
g(x)

=
n∑

j=1

λj(
xjf

′
j(xj)

fj(xj)
− 1) =

n∑
j=1

λj

xjf
′
j(xj)

fj(xj)
− 1.
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此处记 xj = Tuj
(x). 计算易得 (DF (x))−1η = 1

g(x)
[η − (Dg(x)η)x

g(x)+(Dg(x)x)
]. 进而

1
‖x‖Tx[(DF (x))−1F (x)] =

1
n∑

j=1

λj
xjf

′
j (xj)

fj(xj)

.

其它类似引理 2.4 可得.
对于 Reinhard 域 Ωp1,···,pn

, 其Minkowski 泛函 ρ(z) 有下述引理
引理 2.7 [13] 设 ρ(z) 是域 Ωp1,··· ,pn

上的Minkowski 泛函, z ∈ Ωp1,··· ,pn
\{0}, 则

∂ρ(z)
∂zj

=
pjzj | zj

ρ(z)
|pj−2

2ρ(z)
n∑

i=1

pi| zi

ρ(z)
|pi

, j = 1, · · · , n.

引理 2.8 设 fj 为单位圆盘 U 上的 α 次殆 β 型螺形函数, λj ≥ 0 且
n∑

j=1

λj = 1, 则

F (z) = z
n∏

j=1

( fj(zj)

zj
)λj 为域 Ωp1,··· ,pn

上 α 次殆 β 型螺形映照.

证 利用引理 2.7 简单计算可得 2
ρ(z)

∂ρ(z)
∂z

J−1
F (z)F (z) = 1

n∑
j=1

λj

zjf
′
j
(zj)

fj(zj)

, 其它类似引理 2.4.

3 主要结果及证明

定理 3.1 设 fj 为单位圆盘 U 上的 α 次殆 β 型螺形函数, λj ≥ 0 且
n∑

j=1

λj = 1, 则

|detJF (z)| ≤ 1 + ‖z‖
cos β[1− (1− 2α)‖z‖] 2(α−1)

2α−1 n+1
,

其中 F (z) = z
n∏

j=1

( fj(zj)

zj
)λj , z ∈ Bn.

证 记 g(z) =
n∏

j=1

( fj(zj)

zj
)λj , 则

JF (z) = g(z)




1 + z1λ1(
f
′
1(z1)

f1(z1)
− 1

z1

) z1λ2(
f
′
2(z2)

f2(z2)
− 1

z2
) . . . z1λn( f

′
n(zn)

fn(zn)
− 1

zn
)

z2λ1(
f
′
1(z1)

f1(z1)
− 1

z1
) 1 + z2λ2(

f
′
2(z2)

f2(z2)
− 1

z2
) . . . z2λn( f

′
n(zn)

fn(zn)
− 1

zn
)

· · · · · · · · · · · ·
znλ1(

f
′
1(z1)

f1(z1)
− 1

z1
) znλ2(

f
′
2(z2)

f2(z2)
− 1

z2
) . . . 1 + znλn( f

′
n(zn)

fn(zn)
− 1

zn
)




.

进而

|detJF (z)| = |g(z)|n|1 +
n∑

j=1

zjλj(
f
′
j(zj)

fj(zj)
− 1

zj

)| =
n∏

j=1

|fj(zj)
zj

|nλj |
n∑

j=1

λj

zjf
′
j(zj)

fj(zj)
|,

由引理 2.3,

|
n∑

j=1

λj

zjf
′
j(zj)

fj(zj)
| ≤

n∑
j=1

λj |
zjf

′
j(zj)

fj(zj)
| ≤

n∑
j=1

λj
1 + |zj |

cos β[1− (1− 2α)|zj |] .
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注意到 |zj | ≤ ‖z‖, 1+t
1−(1−2α)t

分别为递增函数, 上式变为

|
n∑

j=1

λj

zjf
′
j(zj)

fj(zj)
| ≤ 1 + ‖z‖

cos β[1− (1− 2α)‖z‖] .

另一方面由引理 2.5
n∏

j=1

|fj(zj)
zj

|nλj ≤
n∏

j=1

1

[1− (1− 2α)|zj |]
2(α−1)
2α−1 nλj

,

而 1

[1−(1−2α)t]
2(α−1)
2α−1

为递增函数, 又 |zj | ≤ ‖z‖, 上式化为
n∏

j=1

|fj(zj)
zj

|nλj ≤ 1

[1− (1− 2α)‖z‖] 2(α−1)n
2α−1

.

综上可知

|detJF (z)| ≤ 1 + ‖z‖
cos β[1− (1− 2α)‖z‖] 2(α−1)

2α−1 n+1
.

定理 3.2 设 fj 为单位圆盘 U 上的 α 次殆 β 型螺形函数,λj ≥ 0 且
n∑

j=1

λj = 1, 则

‖JF (z)z‖ ≤ ‖z‖(1 + ‖z‖)
cos β[1− (1− 2α)‖z‖] 4α−3

2α−1

,

其中 F (z) = z
n∏

j=1

( fj(zj)

zj
)λj , z ∈ Bn.

证 记 g(z) =
n∏

j=1

( fj(zj)

zj
)λj , 计算易得

JF (z)z = zg(z)
n∑

j=1

λj

zjf
′
j(zj)

fj(zj)
= z

n∏
j=1

(
fj(zj)

zj

)λj

n∑
j=1

λj

zjf
′
j(zj)

fj(zj)
.

类似定理 3.1 的证明可得.

定理 3.3 设 fj 为单位圆盘 U 上的 α 次殆 β 型螺形函数, λj ≥ 0 且
n∑

j=1

λj = 1, 则

|detDF (x)| ≤ 1 + ‖x‖
cos β[1− (1− 2α)‖x‖] 2(α−1)

2α−1 n+1
,

其中 F (x) = x
n∏

j=1

(
fj(Tuj

(x))

Tuj
(x)

)λj , x ∈ B.

证 记 g(x) =
n∏

j=1

(
fj(Tuj

(x))

Tuj
(x)

)λj , 则 DF (x) = g(x){I + x
n∑

j=1

λj [
f
′
j (Tuj(x))

fj(Tuj
(x))

− 1
Tuj

(x)
]Tuj

(·)},
此处 Tuj

(·) 是行向量. 因此

detDF (x) = |g(x)|n|1 +
n∑

j=1

λj [
f
′
j(Tuj(x))

fj(Tuj
(x))

− 1
Tuj

(x)
]Tuj

(x)|

=
n∏

j=1

|fj(Tuj
(x))

Tuj
(x)

|nλj |
n∑

j=1

λj

Tuj
(x)f

′
j(Tuj(x))

fj(Tuj
(x))

|.
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记 xj = Tuj
(x), 上式化为

detDF (x) = |g(x)|n|1 +
n∑

j=1

λj [
f
′
j(xj)

fj(xj)
− 1

xj

]xj | =
n∏

j=1

|fj(xj)
xj

|nλj |
n∑

j=1

λj

xjf
′
j(xj)

fj(xj)
|.

其它类似定理 3.1, 可证本命题成立.

定理 3.4 设 fj 为单位圆盘 U 上的 α 次殆 β 型螺形函数, λj ≥ 0 且
n∑

j=1

λj = 1, 则

‖DF (x)x‖ ≤ ‖x‖(1 + ‖x‖)
cos β[1− (1− 2α)‖x‖] 4α−3

2α−1

,

其中 F (x) = x
n∏

j=1

(
fj(Tuj

(x))

Tuj
(x)

)λj , x ∈ B.

证 类似定理 3.1 和 3.2 可证.
注 1 当 β = 0 时, 定理 3.1– 定理 3.4 即为 α 次殆星形映照的偏差上界, 因而推广了文

[11] 中的结果.
注 2 复 Bananch 空间单位球 B 上的偏差上界和复 Cn 空间单位球 Bn 上的结果一致,

正如预期的一样. 同样对 Reinhard 域 Ωp1,··· ,pn
执行类似讨论, 有与定理 3.1 和定理 3.2 同样

的结论, 文中不再赘述.

4 问题

对于更一般的有界星形 (或凸) 圆型域, α 次殆 β 型螺形映照相应的偏差上界本文没有

给出. 但引理 2.3 中的下界本文猜测如下
猜想 4.1 若 f 为单位圆盘 U 上的 α 次殆 β 型螺形函数, 则

Re
zf

′
(z)

f(z)
≥ 1− |z|

cos β[1 + (1− 2α)|z|] .

若下界可得, 则复欧式空间 Cn 中的开单位球 Bn 和 Reinhard 域 Ωp1,··· ,pn
的偏差下界估

计即可顺利解决. 盼望对此文感兴趣的读者能做出进一步的研究, 不断丰富多复变函数论的
内容.
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THE DISTORTION UPPER BOUND FOR SOME CLASS OF

ALMOST SPIRALLIKE MAPPINGS OF TYPE β AND ORDER α
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Abstract: This paper studies the distortion estimation of almost spirallike mapping of type

β and order α on unit ball Bn in complex vector space Cn, unit ball B on complex Banach space

and Reinhard domain Ωp1,···,pn . By using the methods of inequalities, matrices and the growth

and cover theorem of almost spirallike mapping of type β and order α, we obtain the distortion

upper bound on the above domains, which generalizes some known conclusions.

Keywords: almost spirallike mappings of type β; order α; growth theorem;distortion upper
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