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摘要: 本文研究了全变差正则化模型在图像去噪过程中易产生阶梯效应的问题, 依据图像的局

部结构特利用联合高斯滤波器和边缘检测算子的方法, 构建了广义全变差正则化图像去噪模型, 获得

了在消除噪声的同时能够保留图像边缘细节和纹理信息的结果. 实验结果表明, 广义全变差正则化模

型在平滑噪声的同时能够保留图像的边缘轮廓等细节信息, 得到的复原图像在峰值信噪比、平均结构

相似度和主观视觉效果方面均有所提高.
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1 引言

图像在获取和传输过程中, 不可避免地受到各种噪声的污染, 导致图像的真实信息被噪
声所淹没, 降低图像的可读性与可应用性. 因此我们有必要对含噪图像进行降噪处理, 使得复
原图像能够满足图像分割、目标识别和边缘检测等后续工作的需要. 此时, 描述含噪图像 f

的数学模型为

f = u + n, (1.1)

其中 u 为清晰图像, n 为方差为 δ2 的高斯白噪声. 图像去噪已成为数字图像处理领域中一个
非常重要的课题, 目前已有领域滤波、频域滤波和小波域滤波等多种去噪方法 [1]. 在 L2 范数

基础上构建的各向同性扩散模型, 由于其在去噪过程中的各项同性扩散特点, 使得复原图像
中的边缘轮廓容易被模糊 [1]. 1992 年 Rudin、Osher 和 Fatemi[2] 在 L1 范数基础上提出了全

变差正则化 (Total variation, TV) 模型, 该模型在消除噪声的同时能够很好地保留图像的边
缘轮廓, 但会将连续光滑信号变成分段的等值信号, 从而导致“分片常数”效应 [3,4], Song[5]

为克服 TV 模型容易产生“分片常数”效应的问题, 提出了广义 TV 模型, 但广义参数 p 的客

观选取严重影响了含噪图像的复原质量. 鉴于此, 张红英和黎芳等人 [6,7] 提出了自适应的广

义 TV 模型, 该模型根据含噪图像的局部梯度信息自适应地选取广义参数 p, 能够同时兼顾图
像的平滑去噪与边缘保留. 但根据局部梯度信息自适应选取的广义参数 p 对噪声有着很强的

敏感性, 在图像受噪声污染较为严重时不能准确地得到广义参数 p, 降低了图像复原质量 [8].
为提高含噪图像的复原质量, 本文先利用高斯滤波器对含噪图像作预处理, 然后构建 8

个边缘检测算子在预处理图像基础上计算广义参数 p, 降低广义参数自适应选取过程中对噪
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声的敏感性, 以构建改进的广义全变差正则化图像去噪模型. 该模型在消除噪声的同时能够
保留图像的边缘轮廓等细节信息, 提高图像复原的质量.

2 广义全变差正则化图像去噪模型

受上述研究内容的启发, 文章提出如下的广义全变差正则化图像去噪模型 (Generalized
total variation, GTV):

min
u∈BV (Ω)∩L2(Ω)

E(u) =
∫∫

Ω

1
p(x, y)

|∇u|p(x,y)dxdy +
λ

2

∫∫

Ω

|u− f |2dxdy, (2.1)

其中 λ > 0 为正则化参数, 广义参数 p(x, y) ∈ [1, 2] 随图像局部结构信息的变化而变化, Ω 为
图像空间且 (x, y) ∈ Ω.
不失一般性,后文讨论中将 p(x, y)简记为 p. 当 p = 1时,广义全变差正则化模型 (GTV)

退化成基于 L1 范数的全变差正则化去噪模型. 此时的模型沿图像边缘轮廓方向扩散能力较
弱, 能够保留图像的边缘轮廓信息, 但易将噪声当成边缘从而在图像的平滑区产生“分片常
数”效应. 当 p = 2 时, GTV 等效成基于 L2 范数的各向同性扩散 (调和) 去噪模型, 在平滑区
能够有效地去除噪声, 但因该模型朝各个方向的扩散能力相同, 容易模糊图像的边缘轮廓等
细节信息. 于是构建广义全变差正则化去噪模型的重点便转化成如何针对图像的局部结构信
息自适应地选取广义参数 p, 以达到在平滑噪声的同时能够保留图像的边缘轮廓等细节信息.
为降低广义参数 p 对噪声的敏感性, 文章先用一个高斯滤波器 Gσ 对含噪图像作预处理,

消除含噪图像平滑区的部分噪声, 降低将噪声当成图像假边缘的可能性. 然后构建 8 个边缘
检测算子 dθ(大小为 6× 6) 在预处理图像的基础上计算广义参数 p, 其中预处理图像 f̂ 为

f̂ = Gσ ⊗ f, (2.2)

式中 σ > 0 为高斯滤波器 Gσ 的标准差, ⊗ 为卷积运算符. 此时的边缘检测算子 dθ 是由 d0

经旋转角度 θ ∈ Θ (Θ = {0, π/4, π/2, 3π/4, π, 5π/4, 3π/2, 7π/4}) 后得到的, 其中边缘检测算
子 d0 为 ( 见文献 [9])

d0 =
1
12




O1

O2 M O2

O1


 ,M =

[
1 2 2 1
−1 −2 −2 −1

]
,

O1 =

[
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

]
,O2 =

[
0
0

]
. (2.3)

根据对边缘检测算子 dθ 的定义, 广义全变差正则化去噪模型 (2.1) 中的广义参数 p 为

p = 1 +
1

1 + 1
2
×

√ ∑
θ∈Θ

(dθ ⊗ f̂)
2
∈ [1, 2], Θ =

{
0,

π

4
,
π

2
,
3π

4
, π,

5π

4
,
3π

2
,
7π

4

}
. (2.4)

由于边缘检测算子 dθ 有着很强的对称性, 能够同时利用图像在 8 个方向上的灰度信息,
降低噪声对边缘检测结果的影响, 提高广义参数 p 计算的鲁棒性。为验证本文所定义的广义



504 数 学 杂 志 Vol. 34

(a) 清晰的 Lena 图像 (b) 广义参数 p 的亮度图像

[4, 5]
(c) 广义参数 p 的亮度图像

图 1 广义参数 p 的亮度图像 (噪声标准差 δ = 10)

参数 p 的有效性, 以受标准差为 10 的高斯白噪声污染的 Lena 图像为例, 与文献 [4, 5] 中对 p

的计算结果进行了比较分析, 如图 1 所示
如图 1(a) 所示, 清晰 Lena 图像中的边缘轮廓和光滑区域清晰可见, 文献 [4, 5] 在计算广

义参数 p 时仅仅利用了预处理图像 f̂ 的局部梯度信息, 无法克服对噪声的敏感性, 如图 1(b)
中计算的广义参数 p 出现了较大的误差. 在图 1(c) 中, 本文采用对称性较强的边缘检测算
子 dθ, 降低了广义参数 p 计算过程中对噪声的敏感性, 提高了广义参数 p 的计算精度. 即在
图像的平滑区域

∑
θ∈Θ

(dθ ⊗ f̂)
2 → 0, 此时广义参数 p → 2, GTV 模型能够有效地平滑噪声;

在图像的边缘轮廓区域
∑
θ∈Θ

(dθ ⊗ f̂)
2 → ∞, 广义参数 p → 1, 此时 GTV 模型沿图像边缘轮

廓方向扩散能力较弱, 能够保留图像的边缘轮廓信息. 在图像的其它区域, 广义参数 p 按照∑
θ∈Θ

(dθ ⊗ f̂)
2 →∞ 的大小自适应地变化, 同时兼顾图像的平滑去噪与边缘轮廓保留, 提高含

噪图像的复原质量.

3 演化方程与数值实现

为了求出能量泛函 (2.1) 的极小解, 本文先利用变分法推导该能量泛函对应的 Euler-
Lagrange 偏微分方程 (Partial differential equations, PDEs), 然后得到该 PDEs 对应的梯度
下降流方程, 此时梯度下降流方程的稳定解即为对应能量泛函的极小解。
令 F (x, y, u, ux, uy) = 1

p
|∇u|p + λ

2
|u− f |2, 此时对广义全变差正则化模型 (2.1) 的最优解

u(x, y) 作一微扰动 v(x, y), 得 u(x, y) + v(x, y), 当 v(x, y) 和 v′(x, y) 足够小时, 由 Taylor 展
开得到

F (x, y, u + v, ux + vx, uy + vy) = F (x, y, u, ux, uy) +
∂F

∂u
v +

∂F

∂ux

vx +
∂F

∂uy

vy + · · · . (3.1)

联立模型 (2.1) 和公式 (3.1), 得到

E(u + v) ∼= E(u) +
∫∫

Ω

(
∂F

∂u
v +

∂F

∂ux

vx +
∂F

∂uy

vy

)
dxdy. (3.2)

根据分部积分法和 Neumann 边界条件, 得到

E(u + v) ∼= E(u) +
∫∫

Ω

{
v ·

[
λ(u− f)− d

dx

(
∂F

∂ux

)
− d

dy

(
∂F

∂uy

)]}
dxdy. (3.3)
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当能量泛函 E(u) 达到极值, 对 u(x, y) 的任一足够小的微小扰动 v(x, y) 都应使得 E(u)
的极值不变, 则此时可得到能量泛函 (2.1) 的 Euler-Lagrange 偏微分方程 [10]

λ(u− f)− d

dx

(
∂F

∂ux

)
− d

dy

(
∂F

∂uy

)
= 0. (3.4)

又因为 ∂F/∂ux = |∇u|p−2ux, ∂F/∂uy = |∇u|p−2uy, 则得到最终的 Euler-Lagrange 偏
微分方程为

λ(u− f)−∇ · ∇u

|∇u|2−p
= 0. (3.5)

此时能量泛函 (2.1) 的极值问题归结为求解相应 Euler-Lagrange 偏微分方程问题, 但该
非线性 PDEs 的求解非常困难. 同时, 为抑制方程 (3.5) 在图像平滑区域 (∇u ≈ 0) 不稳定的
问题, 引入一较小的常数 β > 0, 将方程 (3.5) 改写成如下形式:

λ(u− f)−∇ · ∇u

|∇u|2−p
β

= 0, (3.6)

其中 |∇u|β =
√
|∇u|2 + β. 此时在该 PDEs 中引入一个时间辅助变量 t, 将求解静态非线

性 PDEs 问题转化成一个动态 PDEs 问题, 当该方程的迭代演化过程达到稳态时, 便可得到
Euler-Lagrange 偏微分方程的解. 而该动态 PDEs 方程即为负梯度下降流方程, 此时图像去
噪的迭代演化方程为 




∂u
∂t

= ∇ · ∇u
|∇u|2−p − λ(u− f),

u|t=0 = I,
∂u
∂n

∣∣
∂Ω

= 0,

(3.7)

其中 ∂u
∂n

∣∣
∂Ω

= 0 为 Neumann 边界条件, n 为图像 u 的区域边界. 然后利用有限差分格式去
离散上述的演化方程, 可得到对应的迭代求解格式 [1]. 利用散度的基本性质有

∇ · ∇u

|∇u|2−p
= (∇ · ∇u) · |∇u|p−2 +∇(|∇u|p−2) · ∇u (3.8)

= |∇u|p−4 · [(p− 1)(u2
xuxx + u2

yuyy) + 2(p− 2)uxuyuxy + u2
xuyy + u2

yuxx

]
.

令空间步长为 h = 1, 时间步长为 ∆t, 变量梯度利用中心差分进行计算, 此时迭代演化方
程 (3.7) 的离散迭代求解格式为

uk+1 = uk + ∆t · [Φ(uk)− λ(uk − f)] , (3.9)

其中

Φ(uk) = |∇uk|p−4·[(p− 1)(u2
k,xuk,xx + u2

k,yuk,yy) + 2(p− 2)uk,xuk,yuk,xy + u2
k,xuk,yy + u2

k,yuk,xx

]
,

迭代初始值取 u0 = f .

4 实验结果及分析

为验证文中广义全变差正则化图像去噪模型 (GTV)的有效性,采用标准的 Lena和Toys
图像进行实验, 并与标准全变差正则化模型 (Standard Total Variation, STV) 和自适应全变
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差正则化模型 (Adaptive Total Variation, ATV) 的实验结果进行比较分析. 实验仿真中, 输
入图像的大小均为 256 × 256, 灰度级为 256, 加性噪声的标准差分别为 20 和 30. 实验是在
CPU Intel(R) 2.0GHz, 1G 内存, Matlab 7.9.0 的环境下进行, 综合采用传统的量化指标峰
值信噪比 (Peak signal-to-noise ratio, PSNR) 和最近受关注的平均结构相似度 [11,12](Mean
structural similarity, MSSIM) 作为图像去噪质量的评价标准, MSSIM 指标用以衡量复原图
像与清晰图像在亮度、对比度和结构三方面的综合相似性, 其中 PSNR 和MSSIM 的定义分
别为

PSNR(u, ū) = 10log10

2552 ×M ×N

||u− ū||22
dB, (4.1)

MSSIM(u, ū) =
1
Σ

Σ∑
i=1

[l(ui, ūi)]
α · [c(ui, ūi)]

β · [s(ui, ūi)]
γ
, (4.2)

其中 u 为清晰图像, ū 为去噪图像, M ×N 为图像大小, Σ 为图像分块数目, ūi 与 ui 分别为

去噪图像块与其对应的清晰图像块. 本文取MSSIM 指标中调整三个比较函数所占比重的参
数 α, β 与 γ 均为 1, 广义全变差正则化模型 (GTV) 中的正则化参数为 λ = 0.01, 且离散迭代
求解格式 (3.8) 中的时间步长为 ∆t = 0.2, 并满足停机准则 ||uk − uk−1||12/||uk||12 < 5× 10−4.
此时的实验结果如图 2, 图 3 和表 1 所示.

(a) 含噪图像 (b)STV[2] (c)ATV[4, 5] (d)GTV
图 2 去噪前后的 Lena 图像 (噪声标准差 δ = 20)

(a) 含噪图像 (b)STV[2] (c)ATV[4, 5] (d)GTV
图 3 去噪前后的 Toys 图像 (噪声标准差 δ = 30)

图 2 和图 3 分别为去噪前后的 Lena 和 Toys 图像, 表 1 为不同噪声水平 (噪声标准差分
别为 20 和 30) 下的复原图像客观评价结果. 由实验数据可知, 本文提出的广义全变差正则化
模型 (GTV) 在不同噪声水平下的图像复原效果均优于其它两种方法, 人眼能直观地感受到
图像复原质量的提高. 在图 2(b) 和图 3(b) 中, STV 模型虽然在消除噪声的同时能够保留图
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像的边缘轮廓信息, 但在图像的平滑区有着明显的“分片常数”效应. ATV 模型在一定程度
上可以克服 STV 模型极易产生“分片常数”效应的不足, 但由于在其对应的广义参数 p 对噪

声异常敏感, 使得在平滑区易将噪声当作边缘轮廓而保留, 导致复原图像出现了假边缘. 而本
文提出的 GTV 模型中的广义参数 p 对噪声有着极强的鲁棒性, 在消除图像平滑区噪声的同
时, 能够很好地保留图像的边缘轮廓等结构信息, 提高了含噪图像的复原质量. GTV 涉及 8
个方向检测算子的计算, 而 ATV 选取广义参数 p 的方式较为简单, 因此 GTV 在 CPU 计算
时间上比 ATV 略有增加, 但较 STV 能够明显地提高图像去噪的计算效率.

表 1 图像去噪方法的实验结果比较

测试图像 评价标准 含噪图像 STV[2] ATV[4, 5] GTV
PSNR 22.1311 28.9672 29.2781 29.4735

Lena (δ = 20) MSSIM 0.4623 0.7619 0.8241 0.8386
CPU Time — 9.7528 4.3829 5.0154

PSNR 18.7344 27.3445 27.5922 27.8520
Lena (δ = 30) MSSIM 0.3435 0.7276 0.7560 0.7900

CPU Time — 11.630 5.9285 6.4932
PSNR 22.2158 31.8784 32.5628 32.9246

Toys (δ = 20) MSSIM 0.2982 0.7615 0.8118 0.8402
CPU Time — 8.8538 3.6720 3.9829

PSNR 18.7874 30.2497 30.9615 31.3083
Toys (δ = 30) MSSIM 0.1952 0.7057 0.7718 0.7980

CPU Time — 10.847 5.6297 5.8319

5 总结

文章在分析基于 L1 范数的全变差正则化模型和基于 L2 范数的调和模型的优点与不足

的基础上, 提出了基于 Lp (1 ≤ p ≤ 2) 范数的广义全变差正则化图像去噪模型, 并引入边缘
检测算子自适应选取广义参数 p, 降低其对噪声的敏感性. 实验结果表明, 本文提出的广义全
变差正则化模型消噪效果明显, 并在消除噪声的同时能够保留图像的边缘轮廓等结构信息,
克服了全变差正则化模型中“分片常数”效应和调和模型中模糊边缘轮廓的不足, 且人眼能
直观地感受到图像复原质量的提高.
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RESEARCH ON GENERALIZED TOTAL VARIATION

REGULARIZATION MODEL FOR IMAGE DENOISING

YU Rui-yan

(School of Information and Mathematics, Yangtze University, Jingzhou 434020, China)

Abstract: To deal with the problem of staircase effects during noise removal, a modified

generalized total variation denoising model is proposed in this paper. To guarantee the satisfactory

denoising performance, the generalized parameter is calculated adaptively by combining the

Gaussian filter and edge detection filters based on local image features. The proposed model could

keep a good balance between noise reduction and image details preservation. The experimental

results have demonstrated the superior denoising performance of the proposed total variation

model in terms of the peak signal to noise ratio, mean structural similarity and subjective visual

effect.

Keywords: total variation regularization; image denoising; variational method; energy

functional.
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