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两个幂等矩阵的组合的群逆
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摘要: 本文研究了当 P 与 Q 是两个复数域上的 n 阶幂等矩阵且满足 PQP = PQ 时, 组合

aP + bQ + cPQ + dQP + eQPQ 的群逆问题, 利用矩阵的分块及群逆的性质, 证明了它是群逆阵, 并

且给出了其群逆的表达式, 其中 ab 6= 0, a, b, c, d, e 为复数.
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1 引言及预备引理

幂等矩阵及幂等算子在线性代数与算子代数中是很重要的研究对象. 1990 年, 武培元证
明了每个复数域上的无限维希尔伯特空间上的有界线性算子是不超过五个幂等算子的线性

组合 [1]. 2004 年, Rabanovic 证明了特征为零的域上任意一个矩阵都可以表示成三个幂等矩
阵的线性组合 [2]. 可见幂等矩阵及幂等算子对于其它矩阵及其它算子的研究起着重要的作
用.
近年来, 中外学者对各种特殊矩阵的线性组合及组合的相关性质进行了广泛和深入的研

究. 在文 [4] 中, Baksalary J.K. 和 Baksalary O.M. 给出了两个幂等矩阵的线性组合仍是幂
等矩阵的完全分类. 随后, 在文 [3] 中, Baksalary J.K. 和 Baksalary O.M. 又给出了两个幂等
矩阵线性组合的可逆性与系数的关系. 在文 [5] 中, 杜鸿科等讨论了希尔伯特空间上两个幂等
算子线性组合的可逆性与组合系数的关系. 在文 [6] 中, Koliha 等给出了两个正交投影算子
的和与差的可逆的一些新的充要条件. 随后, 在文 [7] 中, Koliha 深入研究了两个幂等矩阵线
性组合的核子空间, 发现核子空间的维数不依赖于组合系数的选取. 在文 [8] 中, 左可正考虑
了两个幂等矩阵的一种特殊的组合, 证明了该组合的核子空间的维数与系数的关系, 并讨论
了该组合的可逆性及求逆公式, 推广了前人的结果. 在文 [9] 中, 左和谢得到了两个幂等矩阵
的一般组合可逆的一些充要条件. 在文 [10] 中, 邓春源研究了 Hilbert 空间上两个幂等算子的
和与差的可逆性的充要条件. 2011 年, 在文 [11] 和 [12] 中, 刘晓冀等分别研究了两个幂等矩
阵线性组合及一般组合的群逆, 给出了群逆存在的条件及群逆的计算公式.
在本文中, 假设 P 与 Q 是两个复数域上的 n 阶幂等矩阵且满足 PQP = PQ 时, 证明了

P 与 Q 的组合 aP + bQ + cPQ + dQP + eQPQ 是群逆阵, 并且给出了其群逆的表达式, 其
中 ab 6= 0, a, b, c, d, e 为复数.
在随后的讨论中, 用 Cn×m 表示复数域 C 上的所有 n × m 矩阵构成的集合. 对每个

A ∈ Cn×m, 用 AT 表示 A 的转置, 用 A∗ 表示 A 的共轭转置, r(A) 表示 A 的秩. 如果对于
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A ∈ Cn×n, 存在 X ∈ Cn×n 使得

AXA = A, XAX = X, AX = XA

成立, 则称 A 是一个群逆阵. 如果对于 A ∈ Cn×n, 上面的 X 存在, 则易知它是唯一的, 记
为 A], 称为 A 的群逆. 用 CGI

n 表示 C 上所有 n 阶群逆阵构成的集合. 若 A ∈ CGI
n , 则记

Aπ = In − PP ]. 一个方阵 A 是群逆阵的充分必要条件是 r(A2) = r(A) (可参考文献 [14] 第
4 章). 显然, 不是每个矩阵都是群逆阵. 但若 A 是幂等矩阵时, 则 A] 总是存在的, 且 A] = A.
记 C 上所有的 n 阶幂等矩阵构成的集合为 CP

n . 可以证明 A 是群逆阵当且仅当 A∗ 是群逆

阵, 且此时有 (A])∗ = (A∗)]. 另外, 对于 A ∈ Cn×n, S ∈ Cn×n 是可逆矩阵, 则 A 是群逆阵的

充分必要条件是 SAS−1 是群逆阵, 且此时有 (SAS−1)] = SA]S−1.
若M 是准对角形矩阵M =

[
A
0

0
B

]
, 则M 简记为M = A⊕ B. 关于群逆阵的特征性质

及分块矩阵群逆存在的条件和计算公式有如下结论：

引理 1.1 [14] 设 A ∈ Cn×n, 则 A 是群逆阵的充要条件是存在可逆矩阵 U ∈ Cn×n

及可逆阵 C ∈ Cr×r 使得 A = U(C ⊕ 0)U−1, 其中 r 是矩阵 A 的秩. 在此情形下, A] =
U(C−1 ⊕ 0)U−1.
引理 1.2 [13] 设M =

[
A
B

0
C

] ∈ Cn×n, A ∈ Cm×m, 则
(i) M ] 存在当且仅当 A] 和 C] 存在且 CπBAπ = 0;
(ii) 若M ] 存在, 则M ] =

[
A]

X
0

C]

]
, 其中 X = CπB(A])2 + (C])2BAπ − C]BA].

2 主要结果及其证明

定理 2.1 设 P, Q ∈ CP
n 且满足 PQP = PQ. a, b, c, d, e ∈ C, ab 6= 0, a+ b+ c+d+ e 6= 0,

则 aP + bQ + cPQ + dQP + eQPQ ∈ CGI
n , 且此时有

(aP + bQ + cPQ + dQP + eQPQ)] =
1
a
P +

1
b
Q + (

d

ab
+

a + c

(a + b + c + d + e)2
)PQ

−a + b + d

ab
QP + (

b + d + e

(a + b + c + d + e)2
+

b + d

ab
)QPQ.

证 设 P, Q ∈ CP
n 且满足 PQP = PQ. 因为 P ∈ CP

n , 那么存在可逆阵 U ∈ Cn×n, 使得

P = U(Ir ⊕ 0)U−1, (1)

其中 r = r(P ). 令 Q = U
[

Q1
Q3

Q2
Q4

]
U−1, 其中 Q1 ∈ Cr×r. 由 PQP = PQ 可得出 Q2 = 0. 又

因为 Q = U
[

Q1
Q3

0
Q4

]
U−1 是幂等的, 所以可得

Q2
1 = Q1, Q2

4 = Q4, Q3Q1 + Q4Q3 = Q3. (2)

因为 Q1 ∈ CP
r , Q4 ∈ CP

n−r, 所以存在 r 阶可逆阵W 和 n− r 阶可逆阵 V 使得

Q1 = W (Ik ⊕ 0)W−1, Q4 = V (It ⊕ 0)V −1, (3)



No. 3 左可正等: 两个幂等矩阵的组合的群逆 499

其中 k = r(Q1), t = r(Q4). 令 V −1Q3W =
[

X1
L

K
X4

]
, 其中 X1 ∈ Ct×k. 则由 (2) 式中的第 3

个等式可得出 X1 = 0, X4 = 0. 从而

V −1Q3W =
[

0
L

K

0

]
. (4)

又令 Z = U(W ⊕ V ), 则由 (1), (3) 和 (4) 式可得出

P = Z




I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Z−1, Q = Z




I 0 0 0
0 0 0 0
0 K I 0
L 0 0 0


Z−1. (5)

由 (5) 式经过计算可得

aP + bQ + cPQ + dQP + eQPQ

=Z




(a + b + c + d + e)I 0 0 0
0 aI 0 0
0 (b + d)K bI 0

(b + d + e)L 0 0 0


Z−1.

(6)

在 (6) 式中, 令 A =
[

(a+b+c+d+e)I
0

0
aI

]
, B =

[
0

(b+d+e)L
(b+d)K

0

]
及 C =

[
bI
0

0
0

]
. 则由引理 1.2

可得

(aP + bQ + cPQ + dQP + eQPQ)] =Z

[
A−1 0

CπBA−2 − C]BA−1 C]

]
Z−1

=Z




1
a+b+c+d+e

I 0 0 0
0 1

a
I 0 0

0 − b+d
ab

K 1
b
I 0

b+d+e
(a+b+c+d+e)2

L 0 0 0


Z−1.

(7)

由 (5) 式并通过计算可得到

PQ = Z




I 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Z−1, QP = Z




I 0 0 0
0 0 0 0
0 K 0 0
L 0 0 0


Z−1, QPQ = Z




I 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
L 0 0 0


Z−1.

(8)
那么由 (5) 式、(7) 式和 (8) 式可得出

(aP + bQ + cPQ + dQP + eQPQ)] =
1
a
P +

1
b
Q + (

d

ab
+

a + c

(a + b + c + d + e)2
)PQ

−a + b + d

ab
QP + (

b + d + e

(a + b + c + d + e)2
+

b + d

ab
)QPQ.
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定理 2.2 设 P, Q ∈ CP
n 满足 PQP = QP . a, b, c, d, e ∈ C, ab 6= 0, a + b + c + d + e 6= 0,

则 aP + bQ + cPQ + dQP + eQPQ ∈ CGI
n , 且此时有

(aP + bQ + cPQ + dQP + ePQP )]

=
1
a
P +

1
b
Q− a + b + c

ab
PQ + (

c

ab
+

a + d

(a + b + c + d + e)2
)QP

+(
b + c + e

(a + b + c + d + e)2
+

b + c

ab
)QPQ.

证 只需要注意由 P, Q ∈ CP
n 可得 P T , QT ∈ CP

n . 又 A ∈ CGI
n ⇔ AT ∈ CGI

n , 且此时有
(AT )] = (A])T . 这样对定理 2.1 中的条件和结论两边转置即可得出定理 2.2.
定理 2.3 设 P, Q ∈ CP

n 且满足 PQP = PQ. a, b, c, d, e ∈ C, ab 6= 0, a+b+c+d+e = 0,
b + d + e = 0, 则 aP + bQ + cPQ + dQP + eQPQ ∈ CGI

n , 且此时有

(aP + bQ + cPQ + dQP + eQPQ)] =
1
a
P +

1
b
Q− 1

a
PQ− a + b + d

ab
QP +

b + d

ab
QPQ.

证 我们利用定理 2.1 证明中的一些等式. 因为 a + b + c + d + e = 0, b + d + e = 0, 那
么 (6) 式就变为

aP + bQ + cPQ + dQP + eQPQ = Z




0 0 0 0
0 aI 0 0
0 (b + d)K bI 0
0 0 0 0


Z−1. (9)

由 (9) 式不难计算出

(aP + bQ + cPQ + dQP + ePQP )] = Z




0 0 0 0
0 1

a
I 0 0

0 − b+d
ab

K 1
b
I 0

0 0 0 0


Z−1. (10)

注意到 (5) 式、(8) 式和 (10) 式就可得出

(aP + bQ + cPQ + dQP + eQPQ)] =
1
a
P +

1
b
Q− 1

a
PQ− a + b + d

ab
QP +

b + d

ab
QPQ.

我们对定理 2.3 施行转置就得出
定理 2.4 设 P, Q ∈ CP

n 且满足 PQP = QP . a, b, c, d, e ∈ C, ab 6= 0, a+ b+ c+d+ e = 0,
b + c + e = 0, 则 aP + bQ + cPQ + dQP + eQPQ ∈ CGI

n , 且此时有

(aP + bQ + cPQ + dQP + ePQP )] =
1
a
P +

1
b
Q− a + b + c

ab
PQ− 1

a
QP +

b + c

ab
QPQ.
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ON THE GROUP INVERSE OF COMBINATIONS OF TWO

IDEMPOTENT MATRICES

ZUO Ke-zheng, XIE Tao

(School of Mathematics and Statistics, Hubei Normal University, Huangshi 435002, China)

Abstract: This paper studies the group inverse problem of the combination

aP + bQ + cPQ + dQP + ePQP , where P and Q are two idempotent matrices satisfying

the condition PQP = PQ. By using the block decomposition of matrices and properties of group

inverse, the combination is proved to be group invertible and the formulae of its group inverse is

also obtained, where a, b, c, d, e are complex numbers with a, b nonzero.

Keywords: group inverse; idempotent matrix; combination
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