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摘要: 本文研究了双三次 Hermite 矩形元的超收敛问题. 利用双线性引理和 Bramble-Hilbert

引理, 在无正则性条件的假设下, 得到了双三次 Hermite 矩形元的自然超收敛性及点态超收敛性结果.

该结论与传统的有限元正则条件下的结论一致; 与传统的超收敛分析方法—- 积分恒等式法相比, 本

文的方法既简单又便于推广.
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1 引言

有限元方法作为求解偏微分方程的重要数值方法之一, 经过 70 多年的发展已经形成了
多个分支和研究方向, 其中, 非协调元的研究、超逼近性和超收敛性分析研究一直是有限元研
究的热点问题, 研究成果非常丰富, 其基本理论和方法也都比较完整和成熟 [1−5], 但这些研究
成果和理论分析大部分都基于对单元剖分的正则性条件: 即剖分单元的直径与单元内切球的
直径之比有界, 也就是说, 在对求解区域进行有限单元剖分时, 不能出现窄边单元, 否则会破
坏正则性条件. 但随着有限元分析所涉及研究领域的不断扩大和深入, 以及有限元方法的广
泛应用, 这些传统有限元理论分析中的基本条件在很大程度上限制了有限元方法的应用范围,
比如, 有些复杂问题的解可能会在某些区域的拐角处或者边界层呈现出各向异性特征, 即偏
微分方程的真解仅沿某一方向剧列变化; 有些问题本身的求解区域就是窄边情形, 如, 在喷气
式飞机的机翼部位进行有限元的收敛性分析时, 需要对该区域网格剖分进行适当的加密处理,
而此时有限元分析中的正则性条件或拟一致条件往往不满足要求; 又如在处理多边形区域上
的对流扩散问题和奇异摄动问题时, 或者在边界层或内部层及区域的拐角处求解偏微分方程
的解时, 都可能会呈现出各向异性特征, 即不满足正则性条件. 虽然此类问题可以通过在不同
方向上用不同尺寸的剖分来解决, 但计算量将会增加很多, 如果在不满足正则性条件的网格
单元上, 能得到与正则性条件下类似的收敛性质和结果, 对扩展有限元的应用范围具有重要
意义.
最近, 国内外有限元专家对各向异性有限元的研究引起了广泛兴趣, 关于各向异性有限

元的研究成为目前有限元的研究热点问题之一. 1992 年, Apel 等人在文献 [6–7] 中主要对各
向异性 Lagrange 元进行了研究, 给出了各向异性元的验证条件, 但该条件使用起来非常不方
便; 2004 年, 陈绍春教授等人对 Apel 的结果进行了改进 [8], 给出了验证单元具有各向异性特
征的更方便易行的方法, 并将研究的范围扩展到 Hermite 单元以及非协调元 [9−12]; 在此基础
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上, 石东洋教授又开展了各向异性超收敛分析的研究工作, 并且有一系列研究成果. 在石东洋
教授关于各向异性有限元超收敛分析的结果 [12] 中, 所采取的核心技术是林群院士和严宁宁
研究员提出的积分恒等式技巧, 但此方法非常复杂, 没有充分利用单元构造本身的特征, 同时
对于双三次 Hermite 元的各向异性点态超收敛分析还未见报道. 基于此, 本文采用一种新的、
简便的分析方法 – 双线性引理和 Bramble-Hilbert 引理, 将双线性元、双二次元的各向异性
超收敛性和点态超收敛性推广到双三次 Hermite 元.

2 双三次 Hermite 元的超逼近性质

考虑四阶问题: 



∆2u = f 在 Ω,

u|Γ =
∂u

∂n

∣∣∣∣
Γ

= 0 在 Γ = ∂Ω,
(2.1)

其中 Ω ⊂ R2 为有界矩形区域, 则相应变分问题为: 求 u ∈ H2
0 (Ω), 使得

a(u, v) = f(v), ∀v ∈ H2
0 (Ω), (2.2)

其中 a(u, v) =
∫
Ω

(uxxvxx + 2uxyvxy + uyyvyy)dxdy, f(v) =
∫
Ω

fvdxdy.
设 Jh 是 Ω 的一族各向异性矩形网格部分, 对 ∀T ∈ Jh 有 diam(T ) ≤ h, 其顶点 ai

的坐标为 (xi, yi), i = 1, 2, 3, 4; 中心点坐标为 (xT , yT ), 在 X 轴, Y 轴方向边长分别为
2hx, 2hy, 令 hT = max{hx, hy}, h = max

T∈Jh

hT , 设 T̂ = [−1, 1]× [−1, 1] 为其参考单元, 顶点为

â1(−1,−1), â2(1,−1), â3(1, 1), â4(−1, 1). 在 T̂ 上定义有限元 (T̂ , P̂ ,
∑̂

), 这里

∑̂
= {v̂i, v̂iε, v̂iη, v̂iεη, i = 1, 2, 3, 4} , P̂ = span{p1, p2, · · · , p16},

其中

p1 =
1
16

(1− ε)2(1− η)2(2 + ε)(2 + η), p2 =
1
16

(1 + ε)2(1− η)2(2− ε)(2 + η),

p3 =
1
16

(1 + ε)2(1 + η)2(2− ε)(2− η), p4 =
1
16

(1− ε)2(1 + η)2(2 + ε)(2− η),

p5 = − 1
16

(1− ε)(ε2 − 1)(1− η)2(2 + η), p6 =
1
16

(1 + ε)(ε2 − 1)(1− η)2(2 + η),

p7 =
1
16

(1 + ε)(ε2 − 1)(1 + η)2(2− η), p8 = − 1
16

(1− ε)(ε2 − 1)(1 + η)2(2− η),

p9 = − 1
16

(1− η)(η2 − 1)(1− ε)2(2 + ε), p10 = − 1
16

(1− η)(η2 − 1)(1 + ε)2(2− ε),

p11 =
1
16

(1 + η)(η2 − 1)(1 + ε)2(2− ε), p12 =
1
16

(1 + η)(η2 − 1)(1− ε)2(2 + ε),

p13 =
1
16

(1− ε2)(1− η2)(1− ε)(1− η), p14 = − 1
16

(1− ε2)(1− η2)(1 + ε)(1− η),

p15 =
1
16

(1− ε2)(1− η2)(1 + ε)(1 + η), p16 = − 1
16

(1− ε2)(1− η2)(1− ε)(1 + η),

则 ∀v̂ ∈ P̂ ,
∏

T̂ v̂ =
16∑

i=1

pi(ε, η)ai, 其中 ai(v̂) = v̂i, ai+4(v̂) = v̂iε, ai+8(v̂) = v̂iη, ai+12(v̂) =

v̂iεη (i = 1, 2, 3, 4)
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设 FT 为从 T̂ → T 的仿射变换: FT :

{
x = xT + hxε,

y = yT + hyη,
则有限元空间 Vh 可定义为

Vh = {vh : v̂h = vh|T · FT ∈ P̂ , ∀T ∈ Jh},

V h
0 = {v ∈ Vh; vh|∂Ω =

∂v

∂n
|∂Ω = 0}.

对于坐标为 (x, y) 的一般矩形单元 T , 插值算子可定义为
∏

T : H5(T ) → P̂ · F−1
T ,∏

T v : H5(T ) → (
∏̂

v̂) · F−1
T ,

∏
h : H5(Ω) → Vh,

∏
h

∣∣
T

=
∏

T , 则问题 (2.2) 的逼近形式为:
求 uh ∈ Vh, 使得

a(uh, vh) = f(vh), ∀vh ∈ Vh. (2.3)

容易验证 ‖·‖h = (a(·, ·)) 1
2 = (

∑
T∈Jh

|·|22,T )
1
2 是 Vh 上的范数.

引理 2.1 假设 u ∈ H5(Ω) ∩H2
0 (Ω) 是问题 (2.1) 的解, Πhu 为 u 的分片双三次插值, 设

w = u−Πhu, 则 ∀v ∈ Vh 有



∫

Ω

wxxvxxdxdy ≤ ch3 |u|5,Ω |v|2,Ω ,

∫

Ω

wyyvyydxdy ≤ ch3 |u|5,Ω |v|2,Ω ,

∫

Ω

wxyvxydxdy ≤ ch3 |u|5,Ω |v|2,Ω ,

(2.4)

其中 c 与
hT

ρT

,
h

hT

无关.

证 设 Q(û, v̂) =
∫

T̂

∂2(û− Π̂T̂ û)
∂ε2

∂2v̂

∂ε2
dεdη, 则 Q(û, v̂) 为 H5(Ω) × H2

0 (Ω) 上的双线性

型. 下面证明
∂2û

∂ε2
∈ P2(T̂ ) 时, 有 Q(û, v̂) = 0.

事实上, 当 û ∈ P3(T̂ ), 由插值函数的定义 Π̂T̂ û = û, 从而
∫

T̂

∂2(û− Π̂T̂ û)
∂ε2

∂2v̂

∂ε2
dεdη = 0,

故只需验证 û = ε4, û = η4 时, Q(û, v̂) = 0 即可. 当 û = ε4 时, 由插值函数知 Π̂T̂ û = 2ε2 − 1,
由此得到 ∫

T̂

∂2(û− Π̂T̂ û)
∂ε2

∂2v̂

∂ε2
dεdη =

∫

T̂

4(3ε2 − 1)
∂2v̂

∂ε2
dεdη = 0.

当
∂2v̂

∂ε2
∈ P0(T̂ ) 时, 由插值条件和 Green 公式可知

∫

T̂

∂2(û− Π̂T̂ û)
∂ε2

∂2v̂

∂ε2
dεdη =

∂2v̂

∂ε2

∫

∂T̂

∂(û− Π̂T̂ û)
∂ε

nεdε = 0.

故由双线性引理

|Q(û, v̂)| =
∣∣∣∣
∫

T̂

∂2(û− Π̂T̂ û)
∂ε2

∂2v̂

∂ε2
dεdη

∣∣∣∣

≤ c


 ∑

|α|=3

∥∥∥∥Dα ∂2û

∂ε2

∥∥∥∥
2

0,T̂




1
2

 ∑

|α|=1

∥∥∥∥Dα ∂2v̂

∂ε2

∥∥∥∥
2

0,T̂




1
2

.

(2.5)
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由 (2.5) 式及有限维空间上的模等价性得
∣∣∣∣
∫

Ω

wxxvxxdxdy

∣∣∣∣ ≤
∑
T∈Jh

∣∣∣∣
∫

T

wxxvxxdxdy

∣∣∣∣ =
∑

T̂∈Jh

h−3
x hy

∣∣∣∣
∫

T̂

wεεvεεdεdη

∣∣∣∣

≤
∑

T̂∈Jh

h−3
x hyc


 ∑

|α|=3

∥∥∥∥Dα ∂2û

∂ε2

∥∥∥∥
2

0,T̂




1
2

 ∑

|α|=1

∥∥∥∥Dα ∂2v̂

∂ε2

∥∥∥∥
2

0,T̂




1
2

≤
∑

T̂∈Jh

c


 ∑

|α|=3

∥∥∥∥Dα ∂2û

∂ε2

∥∥∥∥
2

0,T̂

h2α
T




1
2

 ∑

|α|=1

∥∥∥∥Dα ∂2v̂

∂ε2

∥∥∥∥
2

0,T̂




1
2

≤ ch3 |u|5,Ω |v|2,Ω , ∀v ∈ Vh.

通过引进双线性型 Q(û, v̂) =
∫

T̂

∂2(û− Π̂T̂ û)
∂η2

∂2v̂

∂η2
dεdη 以及 Q(û, v̂) =

∫

T̂

∂2(û− Π̂T̂ û)
∂ε∂η

∂2v̂

∂ε∂η
dεdη, 同理可证 (2.4) 其它二个不等式.

定理 2.1 设 u, û 分别是问题 (2.1) 和 (2.3) 的解, 其中 u ∈ H5(Ω) ∩H2
0 (Ω), Vh 为各向

异性矩形网格下的双三次有限元空间, Πhu ∈ Vh 为 u 的双三次 Hermite 插值, Πh|T = ΠT ,
则 ‖uh −Πhu‖h ≤ ch3 |u|5,Ω.
证 由引理 2.1 可知 ∀v ∈ Vh,

a(uh −Πhu, v) = a(uh − u + u−Πhu, v) = a(u−Πhu, v)

=
∑
T∈Jh

∫

T

(wxxvxx + 2wxyvxy + wyyvyy)dxdy ≤ ch3 |u|5,Ω |v|2,Ω .

取 v = uh −Πhu, 得 ‖uh −Πhu‖h = (a(uh −Πhu, uh −Πhu))
1
2 ≤ ch3 |u|5,Ω.

3 双三次 Hermite 元的点态超收敛分析

定理 3.1 假设 u ∈ H5(Ω) ∩H2
0 (Ω) 是问题 (2.1) 的解, uh 是 (2.3) 式的解, OT 是单元

T 内的点, 其在参考单元 T̂ 上对应的点 ÔT̂ 满足 3ε2 − 1 = 0 和 3η2 − 1 = 0, 即 OT 是单元 T

上的高斯点, 则 ( ∑
T∈Jh

∣∣D2(u− uh)(OT )
∣∣2 h2

xh2
y

) 1
2

≤ ch4 |u|5,Ω .

证

( ∑
T∈Jh

∣∣D2(u− uh)(OT )
∣∣2 h2

xh2
y

) 1
2

≤
( ∑

T∈Jh

∣∣D2(u−ΠT u)(OT )
∣∣2 h2

xh2
y

) 1
2

+

( ∑
T∈Jh

∣∣D2(ΠT u− uh)(OT )
∣∣2 h2

xh2
y

) 1
2

∆= M + N.

(3.1)
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首先估计M . 设 ÔT̂ 为在参考单元 T̂ 上与单元 T 上 OT 对应的点, 则

∣∣D2(u−ΠT u)(OT )
∣∣2 ≤

∣∣∣∣
∂2(u−ΠT u)

∂x2
(OT )

∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣
∂2(u−ΠT u)

∂x∂y
(OT )

∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣
∂2(u−ΠT u)

∂y2
(OT )

∣∣∣∣
2

.

令 Q̂(û) =
∣∣∣∣
∂2(û− Π̂T̂ û)

∂ε2
(ÔT̂ )

∣∣∣∣, 则 ∀∂2û

∂ε2
∈ P2(T̂ ), 当 3ε2 − 1 = 0 时, 由引理 2.1 的证明可知

Q̂(û) = 0, 再由 Bramble-Hilbert 引理可得

∣∣∣∣
∂2(u−ΠT u)

∂x2
(OT )

∣∣∣∣
2

= h−4
x

∣∣∣Q̂(û)
∣∣∣
2

≤ c(hxhy)−2h2
T

∑

|α|=3

h2α
T

∥∥∥∥Dα ∂2u

∂x2

∥∥∥∥
2

0,T

. (3.2)

同理可证

∣∣∣∣
∂2(u−ΠT u)

∂y2
(OT )

∣∣∣∣
2

≤ c(hxhy)−2h2
T

∑

|α|=3

h2α
T

∥∥∥∥Dα ∂2u

∂y2

∥∥∥∥
2

0,T

. (3.3)

令 L̂(û) =
∣∣∣∣
∂2(û− Π̂T̂ û)

∂ε∂η
(ÔT̂ )

∣∣∣∣, 则 ∀ ∂2û

∂ε∂η
∈ P2(T̂ ), 由引理 2.1 的证明过程知 L̂(û) = 0,

又由 Bramble-Hilbert 引理可得
∣∣∣∣
∂2(u−ΠT u)

∂x∂y
(OT )

∣∣∣∣
2

= h−2
x h−2

y

∣∣∣L̂(û)
∣∣∣
2

≤ c(hxhy)−2h2
T

∑

|α|=3

h2α
T

∥∥∥∥Dα ∂2u

∂x∂y

∥∥∥∥
2

0,T

. (3.4)

将 (3.2)–(3.4) 式代入M 得M ≤ ch4 |u|5,Ω.
下面估计 N , 由有限维空间的模等价原理知

∣∣D2(ΠT u− uh)(OT )
∣∣2

≤
∣∣∣∣
∂2(ΠT u− uh)

∂x2
(OT )

∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣
∂2(ΠT u− uh)

∂x∂y
(OT )

∣∣∣∣
2

+
∣∣∣∣
∂2(ΠT u− uh)

∂y2
(OT )

∣∣∣∣
2

= h−4
x

∣∣∣∣
∂2(Π̂T̂ û− ûh)

∂ε2
(ÔT̂ )

∣∣∣∣
2

+ h−2
x h−2

y

∣∣∣∣
∂2(Π̂T̂ û− ûh)

∂ε∂η
(ÔT̂ )

∣∣∣∣
2

+ h−4
y

∣∣∣∣
∂2(Π̂T̂ û− ûh)

∂η2
(ÔT̂ )

∣∣∣∣
2

≤ h−4
x

∥∥∥∥
∂2(Π̂T̂ û− ûh)

∂ε2

∥∥∥∥
2

0,T̂

+ h−2
x h−2

y

∥∥∥∥
∂2(Π̂T̂ û− ûh)

∂ε∂η

∥∥∥∥
2

0,T̂

+ h−4
y

∥∥∥∥
∂2(Π̂T̂ û− ûh)

∂η2

∥∥∥∥
2

0,T̂

≤ c(hxhy)−2h2
T |ΠT u− uh|22,T̂ .

由定理 2.1 知 N ≤ ch4 |u|5,Ω, 将M, N 代入 (3.1) 式, 定理得证.
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THE SUPERCONVERGENCE AND POINTWISE

SUPERCONVERGENCE OF THE ANISOTROPIC BICUBIC

HERMITE RECTANGULAR ELEMENT

WANG Pan-zhou , SUN Hui-xia , ZHANG Shuai

(School of Science, Henan University of Technology, Zhengzhou 450001, China)

Abstract: In this paper, the superconvergence of the bicubic Hermite rectangular element is

researched. By using bilinear lemma and Bramble-Hilbert lemma, the natural superconvergence

and pointwise superconvergence of this element are obtained in the absence of regular condition,

which are consistent with the traditional conclusion. Compared with the traditional integral

identities method, the method in this paper is simple and convenient.

Keywords: bicubic Hermite element; pointwise superconvergence; anisotropic
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