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一类三阶时滞微分方程解的渐进稳定性
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摘要: 本文研究了三阶非线性时滞微分方程解的渐近稳定性. 利用 Lyapunov 泛函, 得到了微

分方程的零解是渐进稳定的, 这一结果推广了文献 [2] 的结果.
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1 引言

在时滞微分方程理论和应用领域中, 稳定性是非常重要的问题. 至今研究时滞微分方程
有效的方法还是 Lyapunov 直接法. 对于时滞微分方程解的稳定性研究也得到了很多很好的
结果 [1−6].

2007 年, Zhang 和 Si[3] 研究了形如

x′′′(t) + g(x′(t))x′′(t) + f(x(t), x′(t)) + h(x(t)) = 0

的三阶非线性时滞微分方程解的渐进稳定性.

2010 年, Cemil Tunc [4] 研究了形如

x′′′(t) + g(x(t), x′(t))x′′(t) + f(x(t− r(t)), x′(t− r(t))) + h(x(t− r(t)))

= p(t, x(t), x′(t), x(t− r(t)), x′(t− r(t)), x′′(t))

的三阶非线性时滞微分方程，得到了当 p = 0 时此方程零解渐进稳定性的充分性判别准则.

本文, 我们将研究如下三阶非线性时滞微分方程零解的渐进稳定性

x′′′(t) + g1(x(t), x′(t))x′′(t) + g2(x(t), x′(t))x′(t)

+f(x(t− r(t)), x′(t− r(t))) + h(x(t− r(t)))

= p(t, x(t), x′(t), x(t− r(t)), x′(t− r(t)), x′′(t)). (1.1)
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显然, (1.1) 式等价于系统

x′(t) = y(t), y′(t) = z(t),

z′(t) = −g1(x(t), y(t))z(t)− g2(x(t), y(t))y(t)− f(x(t), y(t)) + h(x(t))

+
∫ t

t−r(t)

fx(x(s), y(s))y(s)ds +
∫ t

t−r(t)

fy(x(s), y(s))z(s)ds +
∫ t

t−r(t)

h′(x(s))y(s)ds

+p(t, x(t), y(t), x(t− r(t)), y(t− r(t)), z(t)), (1.2)

其中 0 ≤ r(t) ≤ α, α 为正常数, r, g1, g2, f, h, p 均为连续函数, f(x, 0) = h(0) = 0. 导
函数 r′(t) = dr

dt
, g1x(x, y) = ∂g1(x,y)

∂x
, g2x(x, y) = ∂g2(x,y)

∂x
, fx(x, y) = ∂f(x,y)

∂x
, fy(x, y) =

∂f(x,y)
∂y

, h′(t) = dh
dt
存在且连续. 假设 r′(t) ≤ β, 0 < β < 1, f(x(t − r(t)), y(t − r(t))),

h(x(t − r(t)), g1(x(t), y(t)), g2(x(t), y(t)), p(t, x(t), y(t), x(t − r(t)), y(t − r(t)), z(t)) 关于
x(t), y(t), x(t− r(t), y(t− r(t)) 和 z(t) 满足 Lipschitz 条件, 则方程有唯一解. 最后, 假设所有
的解都是实值的.

2 主要结论

定理 设存在正常数 a, b, c, µ, δ, λ1, λ2,K 和 L, 使得下列条件成立:

(1) g1(x, y) ≥ µ + a, g2(x, y) ≥ c, yg1x(x, y) ≤ 0, yg2x(x, y) ≤ 0;

(2) f(x, y)sgny ≥ (b + δ)|y|, −K ≤ fx(x, y) ≤ 0, |fy(x, y)| ≤ L;

(3) 0 < h′(x) < ab, sgnh(x) = sgnx.

当 α < min
{

2a(δ+c)
a2b+aK+aL+2λ1

, µ
ab+K+L+2λ2

}
时, 其中 λ1 = a2b+ab+aK+K

2(1−β)
, λ2 = aL+L

2(1−β)
, 则

方程 (1.1) 的零解是渐进稳定的.

证 先定义一个 Lyapunov 函数

V = V (xt, yt, zt) = a

∫ x

0

h(ξ)dξ + h(x)y +
1
2
(ay + z)2 + a

∫ y

0

[g1(x, η)− a]ηdη

+
∫ y

0

g2(x, η)ηdη +
∫ y

0

f(x, η)dη + λ1

∫ 0

−r(t)

∫ t

t+s

y2(θ)dθds

+λ2

∫ 0

−r(t)

∫ t

t+s

z2(θ)dθds. (2.1)

显然, V (0, 0, 0) = 0, 并且 (2.1) 式可以改写为

V = a

∫ x

0

h(ξ)dξ − 1
2b

h(x)2 +
b

2

[
y +

h(x)
b

]2

+
1
2
(ay + z)2

+a

∫ y

0

[
g1(x, η) +

1
a
g2(x, η)− a

]
ηdη

+
∫ y

0

f(x, η)dη − b

2
y2 + λ1

∫ 0

−r(t)

∫ t

t+s

y2(θ)dθds + λ2

∫ 0

−r(t)

∫ t

t+s

z2(θ)dθds. (2.2)
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由条件 0 < h′(x) < ab, sgnh(x) = sgnx 和 g1(x, y) ≥ µ + a 可得

a

∫ x

0

h(ξ)dξ − 1
2b

h(x)2 = a

∫ x

0

h(ξ)dξ − 1
b

∫ x

0

h(ξ)h′(ξ)dξ

=
∫ x

0

[a− b−1h′(ξ)]h(ξ)dξ = b−1

∫ x

0

[ab− h′(ξ)]h(ξ)dξ > 0

和

a

∫ y

0

[
g1(x, η) +

1
a
g2(x, η)− a

]
ηdη ≥ aµ + c

2
y2.

另一方面, 由条件 f(x, y)sgny ≥ (b + δ)|y|, 可得
当 y > 0 时, f(x, y) ≥ (b + δ)y, f(x, y)y ≥ (b + δ)y2.

当 y < 0 时, f(x, y) ≤ (b + δ)y, f(x, y)y ≥ (b + δ)y2.

从而必有 ∫ y

0

f(x, η)dη − b

2
y2 =

∫ y

0

[f(x, η)− bη]dη ≥ 0.

综上述

V ≥ b−1

∫ x

0

[ab− h′(ξ)]h(ξ)dξ +
aµ + c

2
y2 +

1
2
(ay + z)2

+λ1

∫ 0

−r(t)

∫ t

t+s

y2(θ)dθds + λ2

∫ 0

−r(t)

∫ t

t+s

z2(θ)dθds.

显然对于这个不等式, 存在足够小的正常数 Di (i = 1, 2, 3), 使得

V = D1x
2 + D2y

2 + D3z
2 + λ1

∫ 0

−r(t)

∫ t

t+s

y2(θ)dθds + λ2

∫ 0

−r(t)

∫ t

t+s

z2(θ)dθds

≥ D4(x2 + y2 + z2) + λ1

∫ 0

−r(t)

∫ t

t+s

y2(θ)dθds + λ2

∫ 0

−r(t)

∫ t

t+s

z2(θ)dθds

≥ D4(x2 + y2 + z2), (2.3)

其中D4 = min{D1, D2, D3},从而 x2+y2+z2 ≤ D−1
4 V (xt, yt, zt), y2+z2 ≤ D−1

4 V (xt, yt, zt).
接下来, 证明存在一个连续函数 u(x) ≥ 0 且 u(|ϕ(0)|) ≥ 0, 使得 u(|ϕ(0)|) ≤ V (ϕ).
事实上, V 沿系统 (1.2) 的导数为

dV

dt
= −af(x, y)y + h′(x)y2 − [g1x(x, y)− a]z2 + ay

∫ y

0

g1x(x, η)ηdη + y

∫ y

0

g2x(x, η)ηdη

+y

∫ y

0

fx(x, η)dη − ag2(x, y)y2 + (ay + z)
∫ t

t−r(t)

h′(x(s))y(s)ds

+(ay + z)
∫ t

t−r(t)

fx(x(s), y(s))y(s)ds + (ay + z)
∫ t

t−r(t)

fy(x(s), y(s))z(s)ds + λ1r(t)y2

−λ1(1− r′(t))
∫ t

t−r(t)

y2(s)ds + λ2r(t)z2 − λ2(1− r′(t))
∫ t

t−r(t)

z2(s)ds. (2.4)



322 数 学 杂 志 Vol. 34

根据定理假设和等式 2|st| = s2 + t2, 可得

dV

dt
≤ [a(δ + c)− (

a2b

2
+

aK

2
+

aL

2
+ λ1)]y2 − [µ− (

ab

2
+

K

2
+

L

2
+ λ2)]z2

+[
a2b

2
+

ab

2
+

aK

2
+

K

2
− λ1(1− β)]

∫ t

t−r(t)

y2(s)ds

+[
aL

2
+

L

2
− λ2(1− β)]

∫ t

t−r(t)

z2(s)ds, (2.5)

从而 dV
dt
≤ 0. 易证集合 Z = {ϕ ∈ C : V̇ (ϕ) = 0} 的最大不变集 Q = {0}. 于是方程 (1.1) 满

足 dV (xt,yt,zt)
dt

= 0 的唯一解是 x = y = z = 0. 因此, 方程 (1.1) 的零解是渐进稳定的 (根据见
参考文献 [5]). 证毕.
下面给出以下的一个三阶非线性时滞微分方程来阐述主要结论的具体应用. 例如三阶非

线性时滞微分方程零解的渐进稳定性

x′′′(t) + [1 + e−x(t)x′(t) +
1

3 + cos(x′(t))
]x′′(t) + [3 + e−x(t)x′(t)]x′(t)

+x′(t− r) +
1
10

x(t− r(t)) = 0. (2.6)

显然, (1.1) 式等价于系统

x′(t) = y(t), y′(t) = z(t),

z′(t) = −[1 + e−x(t)x′(t) +
1

3 + cos(x′(t))
]z(t)− [3 + e−x(t)x′(t)]y(t)− x′(t− r)

+
1
10

x(t− r(t)) +
∫ t

t−r(t)

4− y2(s)− y(s)
(4 + y2(s))2

z(s)ds +
1
10

∫ t

t−r(t)

y(s)ds,

其中

g1(x, y) = 2 + sin(x) +
1

3 + cos(y)
, g2(x, y) = 3 +

1
1 + x2 + y2

, f(x, y) = y, h(x) =
1
10

x.

显然

(1) g1(x, y) = 1 + e−xy + 1
3+cos(y)

≥ 1 + 1
4

:= µ + a, yg1x(x, y) = −y2e−xy ≤ 0,

g2(x, y) = 3 + e−xy ≥ 3 := c, yg2x(x, y) = −y2e−xy ≤ 0;

(2) f(x, y)sgny = y sgny = |y| = ( 1
2

+ 1
2
)|y| := (b + δ)|y|,

−1 := −K < fx(x, y) = 0, |fy(x, y)| = 1 := L;

(3) h(x) = 1
10

x, h(0) = 0, 0 < h′(x) = 1
10

< ab = 1
8
, sgnh(x) =sgnx.

即定理的所有条件被满足, 因此方程 (2.6) 的零解是渐近稳定的.
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ASYMPTOTIC STABILITY OF A CERTAIN THIRD-ORDER

DELAY DIFFERENTIAL EQUATION

ZHAO Jing, DENG Yan-ping

(School of Science, Guangxi University for Natinonalities, Nanning 530006, China)

Abstract: In this paper, we study the asymptotic stability of zero solution of the third-order

nonlinear delay differential equation. By defining a Lyapunov function, we obtain that the zero

solution of the differential equation is asymptotic stable, which extends the results in [2].
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