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1 ���
�{���{�������H�����1���{ ¢¡¤£¢¥�����¦�§¤¨

Ax = b, ©«ª A ¬{­�®�¯,° , b
��£

¥�±�²³�{´1µ
. ¶¢·{¸{¹ ¡»º�¼�½«�3�¾�1�{��¦�¿{� LU À ¡{¿ ( Á�Â{Ã Gauss Ä¢Å ¿ ) Æ

Cholesky À ¡�¿ [1].
¼�Ç�¦¢¿¢È¢É�Ê ¯³° A À ¡ ¬{Ë�Ì�Í�¯³° L Æ�Î�Ì�Í�¯¤° U( Ï�Ð¢ÑÒ ² ¯³° � Cholesky À ¡ ), Ó¢Ô Ê»Õ¾�3��Ö�× ¬�Ø ¥,Ù Ã  �¡�� Ì{Í ¦¢§�¨ . Ú�Û¢Ü�Ý ¿Þ�ß�à Î�á�â{ã�ä  �¡����¢¦¢§�¨ , å,æ�¯³°�ç¢è{é{À�ê�ë¢ì¢í{î¤ï ,

¼{Ç¢¦�¿¾�1ð�ñ{ò¢ó
ô Æ�õ�ö»÷  �ø�ù�ú�û�ü , ý�þ�© Þ{ÿ���� ¸,ª�������Ë .

¬
	 � Ð�ë¢ç¢è�í�î �{��¦�§»¨,�M ¢¡ �1� , � ��ñ¢¿���
 Ô�� . �¢Ü�Ý ¿��
� , � �ñ{¿�È�É��������{¡��M¦��
, á�â Þ�� ¸���� ��ð¤ñ�� ���"!�# Ë�$�% ��&�¡ . '�( � ���ñ¢¿�)�*

Jacobi � �{¿,+ Gauss Seidel � �{¿ [2] -/.�021�3 ô{¿ (Conjugate Gradient,

CG)[3] Á .
¼{Ç¢¦�¿�È�É�4 ¸¢¯³° � í{î � ,

ù¢ú65 �7	 ð�ñ{ò¢ó�ô , 8�9�:�¸{Ã�ë¢ç¢è ��¾�� �¡
. ;�Ô , <�= � � ��ñ¢¿¢Þ�>�Ç2!�# Ë�?�;¢õ Þ�@�A2B�ô�C,+ Ð�¯³°�D2E ��F�G Á�!�

,
¼ H I J�KML N2��OMP�Q R�S � �1ñ�¿ .Þ¾�
T,à6U ª , V N³Ê,P
W�£�X7S � � À,Y � � �«ñ,¿[Z
Z Gauss \6],<
^ ñ³¿

(Gaussian Belief Propagation, GaBP), ¸¢Ã  �¡�����¦�§{¨ . GaBP
ñ�¿ ¶�·�¹ � Ã�_��,`

è�a,ª � \2]�<�^ (Belief Propagation, BP)[4]
¦�¿

, ©�b�c�� d ��Ê�����¦�§»¨,�M ¢¡ ���Ö�× ¬�8 e ²�f Ë � `3Î � _2� g ß¾�!� .h Ã GaBP
ñ¢¿¾�1�{��i��

, j�k @�A{� Æ ð�ñ{ò¢ó¢ô , lnm�o L2p�q 	�r2s J�K .
J

KMtvu
,
Õ�w,�

GaBP
ñ�¿�Þ ¯¤° A ¬�Ð¢Ñ Ò ² ì
`yx z¢¬�{v`Mï¢áMâ�| ²�@�A [5]. ;¢Ô ,¼¢Ç D�E Þ{ÿ���� ¸¾ªn}2} É Ã ~2� , �y�6	 ñ�¿³� :�¸2�6� . j2k , Ð�Ñ Ò ² ¯»° ���� ��
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®"¯
GaBP

ñ�¿�° áM¸¢Ã�8 ²�½ a �1�¢��¦�§�¨ , Ô�{
`�x�z � �y� ± p�£�� ²�³ 	3© � ¸´�µ
.Þ ¶ �¾�yJ�K ª , m�o L¢Ê�ñ¢¿2p�q 	"¶ p ,

Ê�@�A D2E p�q 	�·{ë ,
I % GaBP

ñ¢¿
:�¸{Ã�¸�Ð�Ñ ������¹ = [6].

�{à2U¢Ê�Þ�º¢��» Î p�q�W{à ,

 ¸ �2¼ x2z¾ª �y½ h�¾�¿ ,

Ð £�Ç À m 8 e ��Á³� ¯»° Þ GaBP
ñ�¿¢ �¡,�Â
2q�É�§ Ë p�q ¶7Ã�Ä × .

r ô Ä�Å2Æ Q (Depth-First Search, DFS)[7]
��£2X '�( � `�Ç�È ñ{¿ , É�Ê � ¸�Ãv`à6+�Ë2Ì2Í á +ÏÎ�Ð À�Ñ7-�. ¨ Ò Ä × Á2Ó2Ô . ©2b�c���d � Ó £�¥2Õ2w2Ö�×�ØyÙ , Ú ¯�£ DÛ�Ü Ú¢­�á"r�s2Ý�Þ �nÖ�× , Ü2ß�à ¿2á â r�s�¬ ã , ; ä,ånæ�ß�Î £�¥ Ö�× ,

á â�P�Q ©�çÛ2Ü
. DFS

È�É�è�é Ï ù�� I ¸�ê �H¦���ÿ ë , á�â ¹ = Ý P�Q `HÏ { �yì m Ö�× , :�¸{Ã¡{º�Û�Ü�í�î,+�ï�È¢��ð ñ,+óò�ô"õ ö Á �!� .Þ»ÿ��M� ¸�ª , DFS ÷�É�Ê�¸{Ã�ø X ´�µ . j�k ,
Þ�ò�ô�õ2ö ª , DFS ­7-nm�� Ý¢Ð�m´ à�ùv` (DAG)

p�q2õ2ö
;
Þ�ú�û �2ü�Æ  �¡ ª , DFS ­7-Â�2ü�ý"þ �yú�û ÿ î ß¢Ó Õ6×

ß�� ×»�yÛ2Ü ;
Þ ` �yï�È{�2ð�ñ ª , DFS ­7-�� O `�ª ��� õ Þ Ó Õ�× ß�� ×»�yÛ2Ü , ÏL2î,Ø�ì m ��ï¢È À µ .

º��
, DFS

�	�2X k � ��ü r DFS(IDDFS) Æ�
 ´ DFS
p�£ � ·� 	3© � ¸��6� . IDDFS

È¢É �M��Æ Q r ô ¹
��� DFS
� r ô�É ë �=� ,

� ï�����	 DFS����� � � ; 
 ´ DFS ±¢Ó Õ�× Æ�� ×�� ï p�q Æ Q ,
ù�ú�� �
	nÆ Q���� , :¢¸�Ãvl ¾ Õ× Æ�� ×{� ´�µ .� J�K��6ØH£�X�� Ã DFS

�
GaBP

ñ�¿ Ä ×�¦�¿ ,
È�É2¹ = � Ý
� Ò DFS

� `/Ç�È�8� � GaBP
� Ä��"< è þ�� , � ð 	 £�X ¶ p¾� � ����§ ,

ù�ú
��� 	 ñ�¿�Þ�  ï�È À µ�¹
=¤ª �=ð�ñ ��� .Þ¢� U ª , In ¬ n ! �	"�# ¯»° , AT

t�$
A
�3Ö�%

, |A|
t�$

A
�	& Ð � ¯»° , ρ(A)

t
$
A
�	'�(�Ü

, diag(A)
t�$*)!¦ ° A

� Ð{Í � Å�+2z ü � Ð{Í�¯¤° . ,�� D
� Ð{Í�¯¤° ,

ì�Ð�Í�Å�+ ¸�- , ± D−1/2
t�$�Ê ¯»° D

�Âì m�Ð�Í�Å�+ dii, (i = 1, · · · , n) .�¬ 1/
√
dii %

ß � Ð�Í�¯»° .

2 /10 DFS 2 GaBP

2.1 Gauss 3�4�5�6�7�8
\ ]2<�^ ñ�¿ ¶�9 w ¸�Ã  �¡ _��,`=è�a³ª �;:�< _���= ô , ä�¹ Weiss Á Ë ' É2J�KÙ2ë © Þ Gauss `�ª � <�^ À m[Ã?> � 8 � , Bickson

Þ
2008 @ �
Ø ¸{Ã  �¡ Ð�Ñ Ò ²,�����¹ = � Gauss \2]�<�^ ñ¢¿ , 2022 @ Fanaskov

�
Ø 	1¸{Ã�¸�Ð�Ñ�¯³° � GaBP
ñ¢¿

.

[5, 6, 8]

\ ]2<�^ ñ�¿ ­v-BA�C � _��,`¢ª;D ¥�E�×»´	F � Ù�G \�� �HÉ�§ ,
±{² D ¥2Ö�×�� ·w \�� , V N���  D�H�� � ª	D ¥�Ö�×¤´;I Ý Ö�×�Ù
G \�� ,

¼�J{� \2]�<�^ ¼�£�K Ñ ��)
¹ .
Þ {�L
`¢ª ,

°"� Ä���M â � � Ë�N , V N�J{£¢² áMâ�%�ß�D ¥2Ö�×��;:�< _��
= ô ,
ÿ

ì�� ��O�� Á{Ã { � Ü Ü .
� %�P �¤��� ,

Þ
Gauss `�ª , D ¥�Ö�×»�	:�< _���= ô ­7- )

Ø ¥�Q���R�" Ý p�q t�$ : S � µ Æ ¦�T σ2,
¼�J���®�¯¢Þ

Gauss `�ª I ¸�\2]�<�^ ñ¢¿ ,

V N ­
- � ¸ ù � Ý�N�U Ø D ¥2Ö�×{� _���= ô , Ô ° ÷ ��V�W D ¥ Ö�×�� S � . ¦�T�X ­ ,
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Gauss \�] <2^ ñ�¿³� � � � � k�Ë :

mij(xj) ∝

∫

xi

ψij(xi, xj)φi(xi)
∏

k∈N(i)\j

mki(xi)dxi, (2.1)

mij(xj)
tj$6Ö7×

i ß Ö7× j
Ù�G � Äk� , Ô N(i)

tj$6Ö7×
i
� ì m I Ý ×��
l6Ò , ©

ªnm�o*p � φi Æ : o*p � ψij

�{ù,�,²6f À69¾¬ φi(xi) , exp
(
− 1

2
Aiix

2
i + bixi

)
, ψ ,

exp
(
− 1

2
xiAijxj

)
. ¶���D ¥ Ö�×�È�É � Ò %�ß � Ä�� ,

X ­�%�ß1mrq ��:�< _2��= ô :

p(xi) = αφi(xi)
∏

k∈N(i)

mji(xi), (2.2)

¼�sjt
α u é�v
w�x�y . z*{B|*} , ~ Gauss ��� , ������� t���� mij(xj) {B������� y

φi(xi) ����� Gauss ��� , ��������������� ����t���� {B���� j¡�z . uk¢�£
¤�¥�¦�§k}¨ v�©
, ª�«�¬�­�®�¯ t�°�± .²�³

2.1 [5] ´�µ X1 ¶ X2 ��·�u�����¸�¹���� t�º
»�¼�½ , f1(x) ¶ f2(x) ��·�¾
X1, X2

t	¿�À
Á
Â � y , Ã X1 ∼ N(µ1, P
−1
1 ), X2 ∼ N(µ2, P

−1
2 ), Ä�Å f(x) = f1(x)f2(x) ¾

����u N(µ, P−1)
t�º�»�¼
½�t;¿�À�Á�Â � y . Æj�

µ = P−1(P1µ1 + P2µ2),

P−1 = (P1 + P2)
−1.

Ç�È °�±
2.1, ª�«
É�Ê�Ë	Ì
Í�Î�Ï�Ð�Ñ�Ò (2.1)

t;�
� {Ó���
 �Ô�Ò :

P
(n+1)
ij =

φi(xi)
︷︸︸︷

P
(n)
ii +

∑

k∈N(i)\j

mki(xi)
︷︸︸︷

P
(n)
ki , µ

(n+1)
ij =

(

P
(n)
ij

)−1

(

φi(xi)
︷ ︸︸ ︷

P
(n)
ii µ

(n)
ii +

∑

k∈N(i)\j

mki(xi)
︷ ︸︸ ︷

P
(n)
ki µ

(n)
ki ). (2.3)

Õ�Ö
(2.2) Ò�×BØ�zk{;Ù�Ú �
� {Ó���
  t Ô�Ò :

P
(n)
i =

φi(xi)
︷︸︸︷

P
(n)
ii +

∑

k∈N(i)

mki(xi)
︷︸︸︷

P
(n)
ki , µ

(n)
i =

(

P
(n)
i

)−1

(

φi(xi)
︷ ︸︸ ︷

P
(n)
ii µ

(n)
ii +

∑

k∈N(i)

mki(xi)
︷ ︸︸ ︷

P
(n)
ki µ

(n)
ki ). (2.4)

(2.4) Òk� t µ
(n)
i , P

(n)
i ��·�u�Û n Ü�Ï�Ð�Í�Î t Û i Ý�Þ�ß ¿�À�Á�Â*t���� ¶ ��  . à�¯t Ï�Ð�á�â�ã�ä�u�å�æ GaBP, Æ�� v�çjt Ï�Ð���¾�è�é�à v�ê Ï�Ð t�ë�ì . í�î�à GaBP

á�â�zï{�è�é�ð ê Ï�Ð t�y Èjñ�ò æ�Ï�Ð ,
¨�ó á�â�ã�äju1ô
æ GaBP.

v�õ�öø÷
, ô
æ

GaBP
t Ï�Ð�ù Â�úüû å�æ GaBP

t Ï�Ð�ù Â £�ý , þ�ÿ t�������� Ö Jacobi Ï�Ð�â��
Gauss-Seidel Ï�Ð�â .

×	� , GaBP á�â�
�zk{
� Õ���Õ ä���� ��� ,
¨ ��Ï�Ð�Ñ�Ò ¼ u :

m
(n+1)
ji = P

(n)
ji



bj +
∑

k∈Nin(j)\i

m
(n)
kj



 , P
(n)
ji = − Aij

Ajj +
∑

k∈Nin(j)\i P
(n)
kj Akj

, (2.5)
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µ
(n)
i =

bi +
∑

j∈Nin(i)m
(n)
ji

Aii +
∑

j∈Nin(i) P
(n)
ji Aji

, P
(n)
i = Aii +

∑

j∈Nin(i)

P
(n)
ji Aji. (2.6)

Æø� µ
(n)
i , P

(n)
i ¡�u���á�Í�Î t Þ�ß ¿�À ��� t���� ¶ ��  , Nin(i) , {j|A(i, j) 6= 0}, ×;Ø

¦ , ª�«�zk{ °�� Nout(i) , {j|A(j, i) 6= 0}, à�¯ t Ï�Ð�Ñ�Ò�
�×BØ�zk{���u�ô�æ�Ñ�Ò .

� ú�����t ¾ , (2.5) Ò ¶ (2.6) Ò�� t mji, Pij

� u���u °���t! �� ,
¨ ¾
u�¢#"%$�&�'��Õ ä(��� ����t%)�* ��+%, t ��-�u 0

t!.�/
.
¨ © É�Ê�Ë ± ' , 0�1 (2.3) Ò
zø{32�, ,4 Ö

P ¾�5��� �687 , ����¾ Õ ä�9 °�t , : ì P
(n)
ij ; u 0, Ä�Å P

(n)
ji 
�×�Ø ; u�< , =�¾

~ ��Õ ä(��� ��� � , >���?�@�â��
| , ��� úBA�C ��u  �� ñ�D�E�¨�ó .�/ 2�F ( G	H , ~Õ ä�687�� , þ � Ï
Ð�Ñ�Ò
¾�I�J t ). {�à t GaBP á
â���K�L °
± 3. 1 {�� °
± 3. 3
t

ë�M
.

2.2 N�O8P�QSR�T�P�Q
~
¬�­���� ����t�U�����V�W , ª�«�X�Y�ZB+�� t3[ ð�\�] .

• ^�_ : µ ��þ
Ýk� G = (V,E) � G′ = (V ′, E′), ` V ′ ¾ V
t!U�a

, Ã E′ 

¾ E
t!U

a
, b�ä G′ ¾ G

t�U � .

• c�d8_%e�c�d(f�g : ~�@ih
� G � , `�þ�Ý�j ©#V�k �
~�l�m , b�n�u ¨ þ�Ý�j © ¾�op t
. : ì ~�@ih
� G � , q � þ�Ý�j © �
¾�o p t , b�ä G ¾�o p � . @ih
�
� t!rs o p U �Bã
ä�u�t t o p � ½ .

• u�_ : v��ih
� t �
� t �ihBÞ�w�x�u�@ih�Þ , �
Í�Î t �Bä�u�y�� t3[ � .

• z�c�dB_	e�z�c�d�f�g : ´�µ �{h�� G
t�[ �	¾�o p � , b�ä G ¾�|�o p � . �{h��

� t!r�s |�o p U �Bã
ä�u�t t |�o p � ½ .

4 Ö
GaBP z*{~}(��~ ¿�À ��� ò æ ��� ��� , ����ª�«�z*{;�k� t	�
Â ñ�ò æ���0 :´�µ v Ý�@{h��	zø{�ã���u�`���Ý�o p � ½ ,

4 Ö ��� t � v Ý © ��¾ 4~��� © ���  �� ñ
Í�Î�> ©�t Þ�ß ¿�À�Á�Â , Ä�Å Õ Æø� t � v Ý © ñ § , � Ö ; ×!o p � ½kt Æ(t © ;�� Õ
> © Í�Î t������ F��B� , Ä�Å 4 ��ª�«�z*{;��· Õ ; × t o p � ½ ��·���æ GaBP. uk¢
§�} ¨ v�© , ª�«�0��k� 1 @ih
��{Ó� Õ � t ��� 6�7 1 :

� 1 ��� �(� z*{;��Ú�þ�Ý U(�(� , Æø� v Ý U(�(� 4 6B7 t Û 1, 4, 6 æ��(����Ú , �
� A{1, 4, 6}, ��� v Ý U���� 4 687 t Û 2, 3, 5 æ������
Ú , ��� A{2, 3, 5}. ���
~(&�'(�
� �(� � , ª�«�z*{~v���� �(��� ��u�`���Ý U(�(� ��·(&�' , H���v�Í�Î t�ë�ì������(�
��¡�z . >��
â����ø{;®	� © :

• z*{~�(� GaBP
t ��á���� , ª�«��(y�Y�0�� t%�� �����¡ '�u�`���Ý U���� ,

U(�
��t ��� ú�¢ Ö �� ���� , � ö ������á ½ .

•
D(E ¢~��á�£�¤ , ~ V�W�t á�âj� , ª�« p )�¥�¦ 6�7�� t!§�¨ ñ 0�� ; × ©�V8k ¾�©
� ��� ��� , ~�ª
« Õ ��� ò æ ¡ '(� , ª
«�ª�« ; × ����V8k�v�° ;�� ��� ��� ,

¨
Ø�Ì D(E ¢ ;�¬ ú�t ��á .

1 ­¯®�°²±3³µ´�¶ [5]
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• ; × U����8È ��É ; × ,
Õ�Ö�Ê�Ë È!U����

, ª
«�Ì#Í�è�é�£�� È ��á ½ ñ &�' , � ö
v�£(Î È ��á�Ï	Ð�Z�Î#Ñ���Ò ÂiÈ%��� � .

Õ�Ö � 1 � È�Ó�U ñ § ,
4 Ö

A{2, 3, 5} � Õ � È @ih
�;¾�Ô�m�u 3
È3Õ � , �	� Õ�Ö q�Z ÈÖ�× h ½ b, ª
«�è�é GaBP

ñ &�'(��� ��� A{2, 3, 5}x = b �
��Ï
Ð 3 Ü . H ö Õ�Ö ���v Ý U���� A{1, 4, 6}, &�'�> ��� ��� È ��á ½�ú�Ø(s Ö A{2, 3, 5},
ö
A{2, 3, 5} ~�Û Ö Ü

Ï
Ð8��ÌÚÙ~Û�Ü�Úk¢	Ý�Þ , �*{�~���ß È ��áj� GaBP �
� F���á�£�¤ . : ì v ��� ��à�&

' , ª�«
Ì�zk{
á � Ö�â�ã Ý#Þ È%��� , {�� ñ ������á ½ .

ä
1 å!æ�ç%è	é%æ#ê%ë�ì!í(î ä�ïñð	ò	ó î¯ô#õ%ö�÷

2.3 ø�ù(ú8û�ü�ý
4 Ö ¡ � U���� z*{3þ�¸ GaBP

È ��á�ÿ À , ����ª
«�zø{Bè�é DFS
ñ���� 687 Õ �

��� È ��� U(�(�BÈ�ë � . DFS z*{���é ����������� 6B7 ñ Í�Î�Æ Õ ��@Úh�� È ���(op � ½ , å
	{+%o p � ½ à���� È�© . >�á�â p )��
� ��� Ò
è�é�� È ��Ò�î�, , DFS
È![

ð���æ )�* zø{���uø{	®��
Ý ç
� : X�Y , ��� v Ý������ © å�����uSÙ���� ; H�� ,
��� ¦

���BÆ ã ��� È ��� � © .
Õ�Ö �
Ý ��� � © ,  �!�à�" )�* , Ô�Î(G W l�m�à È �
�
� © �

ã
���~Ü�# . G��
� ��� � © ��ã
���~� , á�â%$�&�Î�à v Ý
� © , '�ß)(�*�Æ�+ ã ã
��� È
l�m , G �
��ë
, � ��u�-(� ,

� }�G WiÈ o p � ½ Ù3Û�ã��.� ) ¢ , ��/�����ã��.� È�© ,

¡�u�>�o p � ½ à È �
� © . ��� �)� ã ã
��� È�© ,  �!�à�¯ È�)�* , Ô�Î��
� È�© ��ã
�
� .
¨ Ø�Ì(Ì�Í�Î��
���
� È o p � ½ {���Æk� È�© .Õ�Ö ���
�

, DFS
È ��á�!�0 Â u O(V + E),

Õ�Ö ��� 6�7 , þ ó á�â È ��á�!
0 Â��
u O(V 2),

ö
GaBP á�â���Ü
Ï�Ð È ��á�!�0 Â u O(V 2),

� H�è�é DFS
�
� o p � ½{È

Ð�J�¾
z ��1 È . �	��ª�«�0���v DFS ¶ GaBP
� ë)2 ñ &�'���� ��� .

2.4 DFS-GaBP

0�1 ��Õ ä GaBP á�â , ª�« ��� Î�á�â�zø{�~�|�o p � ½ ����æ , �	��~�î�3!�
ék� ,

ª�«���>#vk�
����� È �{h�Þ ¼�4 @{hBÞ�5���é DFS
�)� o p � ½ , : ì ~�6�7�����æ , z

{76�68798�â B = |A| + |AT |, 5 Õ 687 B ��æ DFS á
â .
p ) Õ 687 B ��æ DFS á
â ,

ª�«(Ì	Í�Í�Î#6�7 A
È �
� U���� .Õ�Ö

n :���7 A, ´�µ A �;��� U���� �
Ú È%a�2�4 S(A) = {A1, A2, · · · , AN}, N
4

|�o p � ½iÈ Ý y ,
p )

DFS á
â�ª
«�zø{ � Î���� Ai(i = 1, · · · , N)
È �
; . ��<�Ü�Ï
Ð

��·�~ ; × È Ai �=��æ GaBP á�â , >�?�Í�Î�'Úh ½ x = (x1, x2, · · · , xN)T , Æø� xi ¾ U���
Aix = bi

È ' .

: ì�ú &��(y�� GaBP á
â È=@�A�*�Â � G , Ä�Å DFS-GaBP á
â È Ý�ÞCB � � ; s
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Ö y�� È GaBP, �  {È Ý�ÞCB � � ú Ç
È î
3 .�/ �   ��� .
[ Ö à
¯ È 0�� , ª
«(9�Ò °� ¢;á�â 1.

3 DFS-GaBP D%EGF
3.1 H�I�OKJ�L

� Ö
GaBP

È Ý�Þ���� ñ � Malioutov I�� [9]
È�ë�ì

, ª�«�zü{=��é�Æ ë�ì ñ ��M
DFS-GaBP á
â .

Õ�Ö ��� ��� Ax = b, ´�µ 687�zø{�� 4 `���Ý U���� , b���~ � �
��7
P , è
Í

P TAP =









A1

A2

. . .

Ak









, Λ (3.1)

� H Λ ¾
N Õ � 687 ,
¨ �����O��P�Q w�4 ΛPx = Pb.

4 Ö
P ¾ � ��687 , ����t�R�R��

 �S � ��6�7 È æ���� ,
ö
; �

¼ 6�7 §�¨8È;y
� , �ø{Bª�«
��:�® ë�M .²
³
3.1 6�7 A

Õ �UT �8G�Ã�R8G!6�7 Λ
Õ �UT � .

X�Y [8] �!þ{+�G	6B7�z�V�Ã Õ �WT �i� , GaBP á�â�Ý�Þ .
ö Ç�È °�±

3.1, ª�«(ª�«
687 A Ý�Þ������ È!U 687 Ai ��¾ Õ �GT � È . î
3�à DFS-GaBP

È!)�* ¾�~���<�Ý Ai

à
��·
��æ GaBP á�â ,
4 Ö

DFS á�â�zk{ �)� �
Ý�|�o p � ½ �
��X�Y�� © , �	��ª�«�z
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{[Z�\ �
� � ��6B7 P
È%)�*

.
ö ��� È Ai ��¾ Õ �WT � È , ��� GaBP ~���� È Ai à

Ý#Þ ,
[ Ö à�¯ È ��M�ª�«�zk{�Í�Î DFS-GaBP Ý#Þ È=] ����? .²
³

3.2 6�7 A z�V
Ã Õ �UT ��� , DFS-GaBP Ý#Þ .

à�¯ È�°�± ~�îK3�à û=^ î�é , � 4 6B7 È Õ � ��É ^�4 ÊjË`_Ka .
ö ~ ±�M à ,

� Ö
GaBP

È Ý#Þ�����£�8�< õiÈ�ë�M .²
³
3.3 [9] ´�µ 6�7 A b�c���?

ρ(|In −D−1/2AD−1/2|) < 1, (3.2)

b GaBP Ý#Þ , Æj� D = diag(A).

=iG	6B7 A b�c °�± 3.3
È ��?B� , Λ

È Õ ��d 6B7�¾(©
b�c � × È ��? ? í�î�à , ef ¾�g °�È , å�Ã ¨ ¾�<�Ý ]
ú ��? . �	��G!6�7 A b�c
à�" È ��?�� , �
� È Ai b�c�<�ØÈ ��? ,
Ö ¾ DFS-GaBP ~��
Ý Ai à�Ý#Þ .²
³
3.4 G!6�7 A b�c���?

ρ(|In −D−1/2AD−1/2|) < 1, (3.3)

b GaBP ~���<�Ý Ai à�Ý#Þ , ¡ DFS-GaBP Ý#Þ , Æj� D = diag(A).h í�î�à ,
4 Ö �
Ý Ai �
¾ Λ à È Õ ��d 6�7 , �	��ª�«���� ú |k}
ρ(|In −D−1/2AD−1/2|) < 1 ⇔ ρ(|In − S−1/2ΛS−1/2|) < 1, (3.4)

¡�z , Æj� S = diag(Λ).
Ç�È

(3.1) Ò , Æj� È P ¾ � ��6�7 , �	��
�×	��¾�9
i#6�7 , Í�Î
D−1/2AD−1/2 = D−1/2PΛP TD−1/2

= (PP T )D−1/2PΛP TD−1/2(PP T )

= P (P TD−1/2P )Λ(P TD−1/2P )P T .

� 4 (P TD−1/2P )Λ(P TD−1/2P ) = P TD−1/2AD−1/2P ,
ö
D−1/2AD−1/2

Õ � ��à §B¨��4
1,P

4�� �(6S7 , ����6S7 (P TD−1/2P )Λ(P TD−1/2P )
È Õ � � §8¨��K4 1, ÊøË)j�|

P TD−1/2P ¾ Õ � 6�7 , �	� P TD−1/2P = S−1/2. b�� D−1/2AD−1/2 = PS−1/2ΛS−1/2P T .Ö ¾
In −D−1/2AD−1/2 = In − PS−1/2ΛS−1/2P T

= PP T − PS−1/2ΛS−1/2P T

= P (In − S−1/2ΛS−1/2)P T .

4 Ö
P ¾ � �{6 7 ,

ö ÕüÖ 6 7 A, k�l Õ � �1æÚ�.i{x1þ ó�m �1¾*z.i{x È . �
�k� |PAP T | = P |A|P T , � { ÇjÈ àj¯ È Ò U , ªj«k� |In − D−1/2AD−1/2| = P |In −
S−1/2ΛS−1/2|P T ,

Ö ¾ |In − D−1/2AD−1/2| � |In − S−1/2ΛS−1/2| ISJ ,
¨ Ø*Ìk| }ø¢

ρ(|In −D−1/2AD−1/2|) < 1 ⇔ ρ(|In − S−1/2ΛS−1/2|) < 1.

ª�« â z*{B|*} °�± 3.4
È ��?�¾ °�± 3.2

È ��? È`] ����? , ��� °�± 3.4
È ��?�£

8�< õ .
ö ~�î�3!�
éj�;ª�«�£(Î�¦
è�é °
± 3.2.
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n
1 o`p�q�r�s=tvuKwyxz�{ |C}�~����

GaBP k ×O(n2)

DFS-GaBP O(n2) +
∑

Ai∈S(A) ki ×O(n2
i
)

3.2 �
�����(ùKJ�L
´�µ 687 A

È : y�4 n,A
È |�o p � ½iÈ!a�2�4 S(A) = {A1, A2, · · · , Ak}, �
·���|

o p � ½iÈ � © Ý y�4 ni(i = 1, · · · , k).
Ç
È

(3.1) Ò , ª
«�ª�« DFS-GaBP ��Ü�Ï
Ð È �k !�0 Â�4 :
∑k

i=1O(n2
i ),
4 Ö ∑k

i=1 ni = n, ����< ° � ∑k

i=1 n
2
i 6 n2,

ö
GaBP ��Ü
Ï�ÐÈ � k !
0 Â�4 O(n2), ���
~ ±�M à DFS-GaBP ��Ü�Ï
Ð È ��á ½�ú � Ö y
� GaBP.

�
1
û7^ ¢;þ�ÿ È � k !�0 Â .

~�î%3���é1� , z�R Õ8ã Ý�Þ È |�o p � ½ ��æ GaBP. : ì GaBP á�â�~�Æ1�v��ÝUB�B�
Ak ��Ý(Þn¢ , ÄjÅ � ® ñ È �káü�
ª�« ; � ú ~ Ak � ò æ�Ï�Ð ,

¨ � S(A) =

S(A) − {Ak}, ����î
3�à
��Ü�Ï
Ð8� k !
0 Â ��> 4 ∑

Ai∈S(A)

O(n2
i ).
4 Ö ��æ DFS

È ��á
!�0 Â�4 O(n2),

¨ ¶ y
� GaBP á�â���Ü
Ï�Ð È ��á ½ � G , �1{B~��8Î�Ý U(�(�BÈ ������ � , ª�«�zk{�è
é DFS-GaBP á�â ñ &�'������ * � .

4 �O�G�G�W�O�
4.1 �����C���K�iR IMPES �
���%�

� 2 ¾�<�Ý�������� È 5005 :`����6�7 [10]
È < §�¨jû~Ó � d�� ��{Ó��o p � ½�� � ,� �
� ; ×7����Ð ��� ; × È o p � ½ , ª�«
è
é DFS á�â���á�Í�Î�>�687��
� 2111 Ý�op � ½ .

ä
2 ö�÷[�v  ð9¡ ê%ë�ì!í)¢ ä

ª
«*{�>�687 4�[�£ , { 10−5
4 Ý�ÞCB � è�ék¢ Jacobi Ï
ÐO¤ SOR Ï
ÐO¤ GMRES

U
- k â ( > s Ï�Ð ç�¥�4 20000) ¤¿y
� GaBP á�â1{B��ª�«�� ò V � È DFS-GaBP á�â ò
æ�¢�&�'�� û7^ , å���/�¢�t È Ï�Ð .�/ ��¦
á
â���á(� k!.�/ :j� 3.

~ ¨ <�á�âø� , ª�«(X�Y�§�Î Jacobi Ï�Ð È ù Â�¨ ��©�ª , Ï�ÐU«�� ¨ ��¬�© , Ï�Ð*¢
57304 Ü)­�Ú�®(Ý�Þ . ��� GMRES

U - k â�@�â�¯�é Ö
° Ý���P , á
â�@�â�Ý�Þ .
ö

SOR±�²�³�´)��µ ^�¶
, GaBP · ³�¸ DFS-GaBP · ³�¹)º�»�¼9½ .
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Ñ
3 Ò`Ó�Ô=Õ ( Öv×`Ø9Ù ‖x(n) − x(n−1)‖2) ÚyÛ9Ü`Ý`Þ`Ü�ß�à�áyâ

ã�ä�å�æ ·Kç
è�é
ê=ë�ì�í�î.ï=ð ¶ é9ñ µ DFS-GaBP évòKó�ô�õ ( ö
÷Cø GMRESù�ú è ³
û
³�¼9½ ô�ï7ü%ývþ�ÿ�ë���� ). õ�ô���· ³�� , �	� SOR
±�²�³�


DFS-GaBP ·³�� ° ÿ
����������ò��%é æ ·���� , � DFS-GaBP · ³�� æ ·�ç�è���� ,
¹���� æ ·����

���
é=· ³ .
ä
å ê7ë , ì�í ¹ ñ µ DFS-GaBP · ³ æ ·������Cé)ç�è , ê! �" GaBP · ³# ý�$�%�&�' , ü�(%ý�ë ¶ é!)�* .

4.2 +-,�.0/214325�6
ì�í�7�8)õ�þ)ÿ 21982 9�é!:�;=<�>�?4@ [11] A�B�C�D=E , �=?4@=F�� 11091 ÿ�G ä �H

, I ���2JLK ò�?-@ , M0��?-@�N�î�O , øvö�ì
í-�QP�R�?-@ �2J�S�T2U é�� , N2V�W�X2YZ é�[�\0]�^�X�î�O . _a` ù�ú è ³ õ0��?-@�A�b�c ¼)½ , øvö�ì
í-�Q^�d GaBP · ³�¸�±²�³�e B�C�f�g . Y�*�h�i 4 ô�j .

Ñ
4 Ò`Ó�Ô=Õ ( Öv×`Ø9Ù ‖x(n) − x(n−1)‖2) ÚyÛ9Ü`Ý`Þ`Ü�ß�à�áyâ

õ�k
ÿ�?4@ � ,
ä
å ¼9½ml�S ì
í�î�ï�ñ µ GaBP · ³ é ±�²�n�o ë # , M æ ·�ç�è�p ,

M ��� ` DFS-GaBP · ³ �0q , X ¼9½ml�S�¸ GaBP · ³�r4s , M � æ ·�ç�è�ê�X�t�ô���·³�u�v � , ø=ö�õ�k�þ S�w�x�y-� , ì�íCé=· ³�z�{�� ��ò%é .

4.3 |�}0~0�m���-��5�6
ì�í���d��������Cé��=�0��)2��� ,

Z��
� þ
ÿ 1000 9�I�G ä � H2� 562 ÿOé��2��?
@ , X�� T�U ê���������i!h�] :
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$2k�ÿ 1000 9Ké�?�@-�!�Uï 10−5
��¼�½�� ��^�d Jacobi ���
  SOR ���
  GMRESù
ú è ³ ( �2����� » p � 20000)  ¡ �" GaBP · ³ ï�¢�ì�í4V�B0£�¤Oé DFS-GaBP · ³e B�C�f�g�ê7ë , ô�(Cé æ ·�Y�*�h�] :

Ñ
5 Ò`Ó�Ô=Õ ( Öv×`Ø9Ù ‖x(n) − x(n−1)‖2) ÚyÛ9Ü`Ý`Þ`Ü�ß�à�áyâ

ì�í�ñ µ DFS-GaBP õ�k
ÿ�?4@ � éa¥ µ [�\ û�¦�¹���§�¨ ¶ é ,
¸

GaBP þ=� , © å
ë��Cé!���2ª�« � b #�¬�­ %�ì�í%é ¼)½-� � . ��I æ ·�ç�è���� ¹�� õ�k�®
· ³�� ���%é .

äCå A-¯�°Kÿ
D0EOìKí%ñ µ , õ S�w�x�y F-�²±�ÿ ù x�y é�[�\m] , DFS-GaBP ·³ é æ ·��-� � ò
`� 4" GaBP · ³ é . ô ï`õ�÷-³��-´-<�?µ@ � , ê�¶ GaBP · ³ ,

DFS-GaBP · ³ éa¥ µ ð ¶ .

5 ·²¸

GaBP · ³ õ0f�g0�2¹��2��?�@�A v ò4`�º y éQ��� ³ , � DFS-GaBP · ³ õ
÷�³�F
�-±)ÿ ù x2y é S�w�x2y A�F���þ�»Cé=ò
ó , �)ç�¼2C DFS ô-½ v é æ · H2� î�ï�¾ ­0¿
é . ì�í�À
Á
ý s	Â�Ã�x�y�Ä�Å�¼)½�Æ�Ç ç , ô��Cé ù x�y
¹ ��� Ä�Å�¼9½�Æ�Ç , ø=ö�îOï õ
ô��Cé ù x�y A�È�d GaBP · ³ . É�I�ì�í�Ê�üCý!°�ÿ
ë���´�<Oé!?4@ e E�À�ì
í�· ³ é wË

, îOï�Ì�Í DFS-GaBP · ³�
 GaBP · ³ õ�k�® x�y-� é ¼9½�w�Ë�r-s , É�I�ì�í�ò�:�¤
é=· ³�Î ª�����ô0½�é æ · H�v ��`� �"Cé GaBP · ³ .
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RESEARCH ON OPTIMIZATION OF GABP ALGORITHM BASED

ON DFS

QIU De-zhi, CHEN Si-yuan

(School of Mathematics, Nanjing University of Aeronautics and Astronautics, Nanjing 210016, China)

Abstract: This paper investigates the acceleration of the Gaussian belief propagation

(GaBP) algorithm in linear systems with multiple subsystems. By utilizing a depth-first search

(DFS) algorithm to reduce the computational complexity of the GaBP algorithm in such linear

systems, we obtain the DFS-GaBP algorithm. Meanwhile, we derive convergence results for the

DFS-GaBP algorithm on the subsystems. Our computational results demonstrate that, compared

to traditional algorithms, the DFS-GaBP algorithm exhibits superior performance in linear systems

with multiple subsystems.

Keywords: gaussian belief propagation; depth-first search; subsystem; weak connected

components
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