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空间形式中具有三个不同主曲率的极小 Willmore 超曲面
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摘要: 本文研究了空间形式中关于Willmore 超曲面. 从 2− 型旋转超曲面出发, 通过计算 2−
型旋转超曲面的第一基本形式和第二基本形式, 运用活动标架的方法,获得了超曲面是极小Willmore

超曲面的等价条件,构造了空间形式中一类具有三个不同主曲率的极小Willmore 旋转超曲面的新的

例子.
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1 引言

Willmore 超曲面的研究一直是微分几何的一个重要课题.
设 x : Mn ↪→ Rn+1 为 n 维黎曼流形Mn 到 n + 1 维黎曼流形 Nn+1 的等距浸入超曲

面,gij 是由浸入 x 诱导的黎曼度量,hij 是Mn 的第二基本形式. 特征方程 det(hij − λgij) = 0
的根 λ1, · · · , λn 称为Mn 在点 x 的主曲率,Mn 在点 x 的第 r 个平均曲率 σr 定义为:

σr =
1

Cr
n

∑
i1<···<ir

λ1 · · ·λr,r = 1, · · · , n (1.1)

其中 Cr
n 是二项式系数. 规定 σ0 = 1.

1923 年 G.Thomsen 发现 R3 中的紧定向曲面M 的泛函W (M) =
∫

M
σ2

1dM 是共形不

变的 (W.Blaschke也研究过这一问题).1965年,T.J.Willmore研究了上述泛函, 他提出了著名
的Willmore 猜想 [1]. 由于Willmore 的巨大贡献, 后来称W 为Willmore 泛函, 称上述泛函
的极值曲面为Willmore 曲面. 对一般维数 n,1974 年 Chen. B.Y. 在文献 [2] 中证明了泛函：

W (M) =
∫

M

(σ2
1 − σ2)

n
2 dM

是共形不变的，也称为Willmore 泛函.
后来, 郭震教授对Willmore 问题做了进一步的研究, 在文献 [3] 中证明了: 若Mn 为黎

曼流形 Nn+1 中的等距浸入超曲面, 那么对任何整数 r, 2 ≤ r ≤ n, 泛函:
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



Wr(M) =
∫

M
Q

n
r
r dM, r < n且 r 为奇数;

Wr(M) =
∫

M
|Qr|n

r dM, r < n且 r 为偶数;
Wr(M) =

∫
M

QrdM, r = n

(1.2)

是 Mn 在 Nn+1 中的共形不变量. 其中 Qr =
∑r

k=0(−1)k+1Ck
r σr−k

1 σk. 并且称上述泛函
Wr(M) 为广义Willmore 型泛函. 郭震对 (1.1) 式在 Qr 半定时的泛函Wr(M) 变分后，得到
了该泛函极值的 Euler-Lagrange 方程 [3]. 特别的,r = 2 时, 便是 Pedit 和Willmore[4] 的结

果:

2(n− 1)∆(ρn−2σ1)− 2T1ijρ
n−2
,ij + (n− 1)ρn−2[2n(n− 1)σ3

1 − n(3n− 4)σ1σ2 + n(n− 2)σ3] = 0
(1.3)

2008 年, 郭震和林丽妙在文献 [5] 中用旋转群轨道的观点解释了空间形式中的旋转子流
形; 同年, 郭震教授在文献 [6] 中找到了 R4 中三类 3 阶Willmore 超曲面, 并且提出了一个重
要猜想:4 维欧氏空间中的 3 阶Willmore 超曲面必定共形等价于 S3, P 3 或 T 3. 后来李建祥
分别在文献 [7] 和 [8] 中找到了 Rn+1 中的 n 阶Willmore 超曲面以及 R5 中的 4 阶Willmore
超曲面.
本文运用上述思想, 首先在第二部分给出空间形式中的 2- 型旋转超曲面的一些基本

量; 第三部分是本文的主要结果, 在这部分构造了空间形式中具有三个不同主曲率的极小
Willmore 的旋转超曲面 (定理 3.5), 并用共形几何的观点说明本文构造的空间形式中的三类
极小Willmore 旋转超曲面是共形等价的 (推论 3.6).

2 空间形式中的 2- 型旋转超曲面

郭震和林丽妙在文献 [5] 中建立了由空间形式的子流形生成的旋转浸入的概念, 并给出
了浸入的表达式。结果表明. 旋转子流形有多种类型, 它们取决于轮廓子流形的维数和空间
形式等距群的子群的作用.
定义 2.1 [5] 令 Φ = (φ1, · · · , φp) : Mk → Rp 是一个等距浸入, 且 ξi : Smi → Rmi+1 是

标准嵌入, 这里m > p, mi ≥ 0 且
∑

i mi = m− p. 以下定义的映射 x 称为 Φ 生成的旋转浸
入 Rm:

(i) 如果mi > 0 且 φi > 0(1 ≤ i ≤ p), 则

x = (φ1ξ1, · · · , φpξp) : Mk × Sm1 × · · · × Smp → Rm (2.1)

(ii) 如果mr+1 = · · · = mp = 0,mλ > 0 且 φλ > 0(1 ≤ λ ≤ r < p), 则

x = (φ1ξ1, · · · , φrξr, φ
r+1, · · · , φp) : Mk × Sm1 × · · · × Smr → Rm (2.2)

基于定义 2.1, 郭震和林丽妙考虑了球空间中的旋转浸入.
定义 2.2[5] 在定义 2.1 中, 如果

∑
i(φ

2
i ) = 1, 则 Φ : Mk → Sp−1 是等距浸入 (这里

k < p− 1).
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(i) 如果mi > 0,
∑

i mi = m− p 且 φi > 0(1 ≤ i ≤ p), 则

x = (φ1ξ1, · · · , φpξp) : Mk × Sm1 × · · · × Smp → Sm−1 ⊂ Rm; (2.3)

(ii) 如果mr+1 = · · · = mp = 0,mλ > 0,
∑

λ mλ = m− p 且 φλ > 0(1 ≤ λ ≤ r < p), 则

x = (φ1ξ1, · · · , φrξr, φ
r+1, · · · , φp) : Mk × Sm1 × · · · × Smr → Sm−1 ⊂ Rm (2.4)

称为 Φ 生成的旋转浸入 Sm−1 的子流形.
注 2.3[5] 通过 (2.2)(或 (2.4)) 定义的旋转浸入称为通过 Φ 诱导的到 Rm(或 Sm−1) 的

r− 型旋转浸入. 特别的, 我们将 (2.1)(或 (2.3)) 定义的浸入称为等距 Φ 生成的 p− 型旋转浸
入. 此外, 一个等距浸入 Φ : Mk → Hp(−1)(p < m) 可以用同样的方式定义一个到 Hp(−1)
的旋转浸入. 在这种情况下, 我们可以用 Lorentz 群 SO(1,m + 1) 去描述旋转的几何意义.
下面我们在空间形式中去详细计算 2− 型旋转超曲面的基本量.
定理 2.4 假设

(1) γ = (f(s), g(s), h(s)) : I → S2 中一条光滑曲线, 其中 s 为曲线的弧长参数;ξ1, ξ2 是

Sk 和 Sl 在Rk+1 和Rl+1 中的位置向量,则 x(s, ξ1, ξ2) = (fξ1, gξ2, h) : R1×Sk×Sl → sk+l+2

的旋转超曲面.
(2) γ = (h(s), f(s), g(s)) : I → H2 中一条光滑曲线, 其中 s 为曲线的弧长参数;ξ1, ξ2 是

Sk 和Sl在Rk+1和Rl+1中的位置向量,则 x(s, ξ1, ξ2) = (h, fξ1, gξ2) : R1×Sk×Sl → Hk+l+2

的旋转超曲面.
(3) γ = (f(s), g(s)) : I → R2 中一条光滑曲线, 其中 s 为曲线的弧长参数;ξ1, ξ2 是 Sk 和

Sl 在 Rk+1 和 Rl+1 中的位置向量, 则 x(s, ξ1, ξ2) = (fξ1, gξ2) : R1 × Sk × Sl → Rk+l+2 是旋

转超曲面.
则对 (1)(2) 有

I = ds2 + f2
∑

i

θi ⊗ θi + g2
∑

α

θα ⊗ θα, (2.5)

II = λds2 + µf2
∑

i

θi ⊗ θi + εg2
∑

α

θα ⊗ θα. (2.6)

对 (3) 有

I = ds2 + f2
∑

i

θi ⊗ θi + g2
∑

α

θα ⊗ θα, (2.7)

II = λ̃ds2 + µ̃f2
∑

i

θi ⊗ θi + ε̃g2
∑

α

θα ⊗ θα. (2.8)

其中 {θi}和 {θα}分别是 Sk 和 Sl 的标准正交标架.

λ =

∣∣∣∣∣∣∣

f g h

ḟ ġ ḣ

f̈ g̈ ḧ

∣∣∣∣∣∣∣
, µ =

ġh− gḣ

f
, ε =

ḣf − hḟ

g
,

λ̃ = ḟ g̈ − ġf̈ , µ̃ =
ġ

f
, ε̃ = − ḟ

g
.
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证 (1) 由于 γ = (f(s), g(s), h(s)) : I → S2 中一条光滑曲线, 所以 f2 + g2 + h2 =
1, ḟ2 + ġ2 + ḣ2 = 1, 即 |γ̇| = 1

dx = (ḟdsξ1 + fdξ1, ġdsξ2 + gdξ2, ḣds),

I =< dx, dx > = (ḟ2 + ġ2 + ḣ2)ds2 + f2 < dξ1, dξ1 > +g2 < dξ2, dξ2 >

= ds2 + f2
∑

i

θi ⊗ θi + g2
∑

α

θα ⊗ θα.

取超曲面的单位法向量为 ~n = ((gḣ− ġh)ξ1, (hḟ − ḣf)ξ2, f ġ − ḟg)
再由 < ξj , ξj >= 1, < dξj , ξj >= 0, 1 ≤ j ≤ 2 计算得到

II = − < dx, d~n >= λds2 + µf2 < dξ1, dξ1 > +εg2 < dξ2, dξ2 >

其中 λ =

∣∣∣∣∣∣∣

f g h

ḟ ġ ḣ

f̈ g̈ ḧ

∣∣∣∣∣∣∣
, µ = ġh−gḣ

f
, ε = ḣf−hḟ

g
.

(2)取超曲面的单位法向量为 ~n = (−(fġ−ḟg), (gḣ−ġh)ξ1, (hḟ−ḣf)ξ2),由 f2+g2−h2 =
−1, ḟ2 + ġ2 − ḣ2 = 1, 仿 (1) 的过程即证.

(3)取 ~η = (−ġξ1, ḟ ξ2)为超曲面的单位法向量. 用 ḟ2 + ġ2 = 1同样仿照 (1)的过程即证.
如果我们令 ω1 = ds, ωi = fθi, ωα = gθα, 可以看出 {ω1, ωi, ωα, 2 ≤ i ≤ k + 1, k + 2 ≤

α ≤ n}构成了超曲面 x 的一组标准正交标架. 以后我们默认这些记号以及指标范围.
引理 2.5 对引理 2.4(1), (2) 的假设, 有

λ =
f̈ + cf√

1− cf2 − ḟ2
= − g̈ + cg√

1− cg2 − ġ2
, µ = −

√
1− cf2 − ḟ2

f
, ε =

√
1− cg2 − ġ2

g
,

其中 c 是外部空间的曲率,c 取 1 或 −1.
证 c = 1 时, 做变换

{
g =

√
1− f2 cos φ(s)

h =
√

1− f2 sinφ(s)
. (2.9)

代入 ḟ2 + ġ2 + ḣ2 = 1, 计算得到

φ =
∫ s

0

√
1− f2 − ḟ2

1− f2
ds. (2.10)

将 (2.9), (2.10) 式代入 λ 和 µ 的表达式, 有

λ =
f̈ + f√

1− f2 − ḟ2
, µ = −

√
1− f2 − ḟ2

f
.

同理, 做变换
{

f =
√

1− g2 cos φ(s)
h =

√
1− g2 sinφ(s)

. (2.11)
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解得

λ = − g̈ + g√
1− g2 − ġ2

, ε =

√
1− g2 − ġ2

g
.

c = −1 时, 做变换
{

g =
√

1 + f2 cosh φ(s)
h =

√
1 + f2 sinhφ(s)

(2.12)

和
{

f =
√

1 + g2 cosh φ(s)
h =

√
1 + g2 sinhφ(s)

. (2.13)

仿照上述过程过程, 即证.

3 空间形式中具有三个不同主曲率的极小Willmore 超曲面的构造

引理 3.1 对定理 (2.4) 中的 (1)(2)(3), 有

ω1i =
ḟ

f
ωi, ωiα = 0, ωij = θij ; (3.1)

ω1α =
ġ

g
ωα, ωαβ = θαβ; (3.2)

证 由于对定理 2.4 中的 (1)(2)(3) 来讲, 超曲面的第一基本形式是一样的, 故可以一起
讨论.

ω1 = ds, ωi = fθi, ωα = gθα, (3.3)

外微分 (3.3) 式, 结合 Cartan 结构方程即证.
引理 3.2 假若 ψ(s) 是定义在 R1 × Sk × Sl 上的光滑函数, 则有

ψ1,1 = ψ̈;ψ1,i = ψ1,α = ψi,α = 0,

ψi,i =
ḟ ψ̇

f
;ψα,α =

ġψ̇

g
;M ψ = ψ̈ + k

ḟ ψ̇

f
+ l

ġψ̇

g
.

证 由

dψ =
∑

A

ψAωA,
∑

A

ψB,AωA = dψB +
∑

A

ψAωAB,∆ψ =
∑

A

ψA,A, (3.4)

结合引理 3.1 即证.
引理 3.3 (i)2− 型旋转超曲面 x(s, ξ1, ξ2) = (fξ1, gξ2, h) : R1×Sk ×Sl → Nk+l+1(c) 是

极小Willmore 超曲面, 如果满足 k = l, f = g; 其中 c 取 +1 或 −1.
(ii)2− 型旋转超曲面 x(s, ξ1, ξ2) = (fξ1, gξ2) : R1 × Sk × Sl → Rk+l+1 是极小Willmore

超曲面, 如果满足 k = l, f = g.
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证 (i) 由定理 2.4 看到, 若 f = g, k = l, 则有 λ = 0, µ = −ε, 所以此时超曲面 x 是极小

的. 将 f = g, k = l, λ = 0, µ = −ε 代入 (1.1) 式有

σ1 = 0, σ2 = −k2µ2, σ3 = 0 (3.5)

所以 (1.3) 式的第一项和第三项都是 0, 利用引理 3.2 我们有

−
∑
A,B

T1AB(ρn−2)A,B = (λ− nH)(ρn−2)1,1 +
∑

i

k(µ− nH)(ρn−2)i,i +
∑

α

k(ε− nH)(ρn−2)α,α

= kµ
ḟ

f

dρn−2

ds
+ kε

ġ

g

dρn−2

ds
= 0,

所以可看出,Willmore 方程 (1.3) 成立.
(ii)f = g, k = l 时, 由定理 2.4 可看到,λ̃ = 0, µ̃ = −ε̃ 之后的过程重复 (i) 的证明即可.
推论 3.4 N4 中具有三个不同主曲率的 2− 型极小旋转超曲面的Willmore 方程为

λ[(λ̇2 + µ̇2 + ε̇2 + λλ̈ + µµ̈ + εε̈)− (λλ̇ + µµ̇ + εε̇)2

λ2 + µ2 + ε2
]

+ (µ
µ̇

λ− µ
+ ε

ε̇

λ− ε
)(λλ̇ + µµ̇ + εε̇) + 3(λ2 + µ2 + ε2)λµε = 0, (3.6)

其中 λ, µ, ε 为超曲面的三个不同主曲率.
证 由于 λ + µ + ε = 0, 所以 λ2 + µ2 + ε2 = −2(λµ + λε + µε), 于是得

ρ2 = −σ2 =
1
6
(λ2 + µ2 + ε2),

ρ̇ =
1√
6

λλ̇ + µµ̇ + εε̇√
λ2 + µ2 + ε2

. (3.7)

n = 3 时, 将上述所有关系及 σ1 = 0, σ3 = λµε 代入Willmore 方程 (1.3) 有

λ[(λ̇2 + µ̇2 + ε̇2 + λλ̈ + µµ̈ + εε̈)− (λλ̇ + µµ̇ + εε̇)2

λ2 + µ2 + ε2
]

+ (µ
ḟ

f
+ ε

ġ

g
)(λλ̇ + µµ̇ + εε̇) + 3(λ2 + µ2 + ε2)λµε = 0. (3.8)

无论 N4 = S4(或 H4, R4), 直接计算 µ̇ 和 ε̇ 可知

{
µ̇ = f

f
(λ− µ)

ε̇ = ġ
g
(λ− ε)

. (3.9)

将 (3.9) 代入 (3.8) 即证.
定理 3.5 (1) 超曲面 x(s, ξ1, ξ2) = ( 1√

2
cos(s)ξ1,

1√
2
cos(s)ξ2, sin(s)) ↪→ S2+2k 是极小

Willmore 的, 其中 k ∈ N∗, s ∈ (−π
2
, π

2
).

(2) 超曲面 x(s, ξ1, ξ2) = (cosh(s), 1√
2
sinh(s)ξ1,

1√
2
sinh(s)ξ2) ↪→ H2+2k 是极小Willmore

的, 其中 k ∈ N∗, s ∈ (0,+∞).
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(3) 超曲面 x(s, ξ1, ξ2) = ( 1√
2
sξ1,

1√
2
sξ2) ↪→ R1+2k 是极小Willmore的, 其中 k ∈ N∗, s ∈

(0,+∞).
证 (1) 由引理 2.5, 令 λ = f̈+f√

1−f2−ḟ2
= 0, 解得一特解

f = a cos(s).

令 f = g, 由引理 2.5 有

a =
1√
2
, h = sin(s).

再由引理 2.5 计算得
λ = 0, µ = − 1

cos(s)
, ε =

1
cos(s)

.

由引理 3.3, 定理证完.
(2) 由引理 2.5, 令 λ = f̈−f√

1+f2−ḟ2
= 0, 解得一特解

f = a sinh(s).

令 f = g, 由引理 2.5 有

a =
1√
2
, h = cosh(s).

再由引理 2.5 计算得
λ = 0, µ = − 1

sinh(s)
, ε =

1
sinh(s)

.

由引理 3.3, 定理证完.
(3) 令 f = g = 1√

2
s, 此时 λ̃ = 0, µ̃ = 1

s
, ε̃ = − 1

s
.

由引理 3.3, 定理证完.
推论 3.6 定理 3.5 中的极小Willmore 超曲面是共形等价的.
证 令 σ(u) = ( 2u

1+‖u‖2 , ‖u‖
2−1

‖u‖2+1
) : Rm → Sm+1, u ∈ Rm, 令 τ(y0, y1) = ( 1

y0
, y1

y0
) : Hm →

Sm, y0 ∈ R, y1 ∈ Rm, 其中 −y2
0+ < y1, y1 >= −1 可以看到,σ 和 τ 是两个经典的球极投影,

我们知道这是两个共形变换.

σ(
1√
2
s(ξ1, ξ2)) = (

2 s√
2
(ξ1, ξ2)

1 + s2
,
s2 − 1
s2 + 1

)

= (
1√
2

sin(θ)(ξ1, ξ2),− cos(θ))

= (
1√
2

cos(ϕ)(ξ1, ξ2), sin(ϕ)),

其中 tan( θ
2
) = s, θ = ϕ + π

2
.

τ(cosh s, sinh s(ξ1, ξ2)) = τ(sec θ,
1√
2

tan θ(ξ1, ξ2))

= (cos θ,
1√
2

sin(θ)(ξ1, ξ2))

= (sin ϕ,
1√
2

cos ϕ(ξ1, ξ2)),
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其中 cosh(s) = sec θ, θ = π
2
− ϕ. 综上, 定理得证.
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THE MINIMAL WILLMORE HYPERSURFACES WITH THREE

DIFFERENT PRINCIPAL CURVATURES IN THE SPACE FORM

CHEN Rui-feng

(Department of Mathematics, Yunnan Normal University, Kunming 650500, China)

Abstract: In this paper, we study the Willmore hypersurface in space form. Starting

from the 2-type rotational hypersurface, by calculating the first fundamental form and the second

fundamental form of the 2-type rotational hypersurface, using the method of moving frame, we

obtain the equivalent condition that the hypersurface is a minimal Willmore hypersurface, and

construct a new example of a minimal Willmore rotational hypersurface with three different

principal curvatures in space form.

Keywords: Willmore hypersurface; Willmore functional; Rotation hypersurface
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