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摘要: 本文研究了一类特殊的对称流形 (弱 B 对称流形, 简记 (WBS)n) 的几何性质问题. 利

用 B 张量的对称性, 获得了 (WBS)n 是一个 2 阶爱因斯坦流形的充分条件并证明这个流形是拟爱因

斯坦流形. 根据指标的轮换, 分别获得了 1- 形式 K 和 ω 是闭形式的充要条件, 继而考虑满足爱因斯

坦度量条件的 (WBS)n (n > 2). 最后给出一个 (WBS)4 的例子.
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1 引言

众所周知, 对称空间在微分几何研究当中扮演着重要的角色, 其中局部对称流形是常截
面曲率流形的推广, 定义如下.
定义 1.1 一个 n 维黎曼流形 (Mn, g) 满足条件

∇R = 0, (1.1)

则称M 为局部对称流形 [1], 这里的 R 是黎曼曲率张量.
文献 [2] 给出了弱对称流形的概念如下.
定义 1.2 一个 n 维黎曼流形 (Mn, g) 的 (0, 4) 型黎曼曲率 R 满足条件

∇iRjklm = AiRjklm + DjRiklm + EkRjilm + GlRjkim + JmRjkli, (1.2)

则称M 为弱对称流形. A, D, E, G, J 都为非零的 1- 形式, 且这种流形可用符号 (WS)n 表

示.
1993 年, Tamassy[3] 引入弱里奇对称流形的概念.
定义 1.3 如果一个 n 维黎曼流形 (Mn, g) 的里奇曲率满足

∇kRicjl = AkRicjl + DjRiclk + ElRickj . (1.3)

则称M 为弱里奇对称流形, 简记为 (WRS)n, 这里的 A, D, E 称为非零相关联的 1 形式. 如
果 A = D = E = 0, 那么这个流形称为里奇对称流形.
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如果一个对称的 (0, 2) 型张量 Z 满足

Zij = Ricij + φgij , (1.4)

则称为广义 Z 张量, 这里的 φ 是任意的标量函数. 将 gij 作用 (1.4) 两边, 可以得到标量

Z = Zijg
ij = r + nφ. (1.5)

在 2012 年, Mantica 和Molinari[4] 给出了广义 Z 张量的定义和 n 维弱 Z 对称流形的定

义, 可简记为 (WZS)n, 这种流形是弱里奇对称流形的推广. Mallick 和 De[5] 在 N(k) 拟爱因
斯坦流形中研究带有 Z 张量的曲率限制条件. De[6] 给出了弱 Z 对称时空的曲率特征. 更多
关于广义 Z 张量的研究可查看文献 [7-12].
如果一个对称的 (0, 2) 型张量满足

Bij = aRicij + brgij , (1.6)

则称为 B 张量, 这里的 a 和 b 都为非零的标量函数, r 是标量曲率. B 张量是广义 Z 张量的

推广形式.
在 2017 年, Suh 等学者引入伪 B 对称流形并给出了这种流形的几何性质.
定义 1.4 如果一个 n 维黎曼流形 (Mn, g) 中非零的 (0, 2) 型 B 张量满足条件

∇kBij = 2AkBij + AiBjk + AjBki, (1.7)

则称M 为伪 B 对称流形 [13], 这里的 A 是非零的 1- 形式. 伪 B 对称流形是伪 Z 对称流形
[14] 的推广. 将 gij 作用到 (1.6) 两边, 可以得到标量

B = (a + bn)r. (1.8)

2021 年, Mantica 和 De 给出了弱 B 对称流形的定义.
定义 1.5 一个 n 维黎曼流形 (Mn, g) (n > 2) 中, (0, 2) 型 B 张量满足

∇jBkl = AjBkl + DkBlj + ElBjk, (1.9)

则M 称为弱 B 对称流形 [15], 简记为 (WBS)n, 这里的 A, D, E 都为非零的 1- 形式. 根据
弱 B 对称流形的定义, Singh 和 Khatri[16] 引入弱循环 B 对称流形, 并给出这种流形在物理
中的应用.
如果一个 n 维黎曼流形 (Mn, g) 中非零的对称 (0, 2) 型里奇张量 Ric 满足条件

∇kRicij +∇iRicjk +∇jRicki = 0, (1.10)

则称里奇张量满足循环平行 [17]. 如果里奇张量 Ric 满足条件

∇kRicij = ∇iRickj , (1.11)

则称里奇张量满足 Codazzi 形式 [17].
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受到文献 [15] 的启发, 本文对 (WBS)n 进行进一步的研究. 根据 B 张量的对称性, 通过
指标轮换给出 (WBS)n 的基本性质, 并用分量的形式证明 (WBS)n 是一个拟爱因斯坦流形.
从 (WBS)n 的定义和 B 张量的表达式出发, 给出两个 1- 形式是闭的充要条件. 最后考虑满
足 Einstein 度量条件的 (WBS)n 的情形.
论文组织结构如下: 在第二节中, 根据 B 张量的对称性进行指标的轮换, 给出 (WBS)n

的曲率性质和 B 张量满足 Codazzi 形式的充要条件, 继而证明张量 B 满足循环平行条件当

且仅当相关联 1- 形式的和为零, 同时也证明满足条件 (P ·B)ijlm = 0 的流形是一个射影里奇
半对称流形. 接着给出满足条件 B2 + fB = 0 的黎曼流形是 2 阶爱因斯坦流形的证明过程.
在第三节中, 给出了 (WBS)n 在满足条件 η 6= 0 下是拟爱因斯坦流形的证明过程, 也证明了
共形平坦的 (WBS)n 是一个拟常曲率流形. 接着在第四节中, 在考虑 B 张量是非奇异的前

提下, 给出了 1- 形式 K 和 ω 是闭形式的充要条件. 在第五节中, 我们考虑满足 Einstein 度

量条件的 (WBS)n, 证明这是一个 B- 递归 (recerrent) 流形, 也是一个广义的里奇递归流形.
最后我们给出一个 (WBS)n 的例子.

2 (WBS)n 的基本性质

在这一章中, 我们给出 (WBS)n 的基本性质, 继而考虑 B 张量满足循环平行的情形以及

(WBS)n 满足条件 (P ·B)ijlm = 0.
首先交换 (1.9) 中的指标 k 和 l, 可得

∇jBlk = AjBlk + DlBkj + EkBjl. (2.1)

从弱 B 对称流形的定义及 B 张量的对称性结合 (1.9) 和 (2.1), 可以得到

ηkBjl = ηlBjk, (2.2)

这里的 ηk = Dk − Ek. 根据式 (1.9), 有

∇kBjl −∇jBkl = ωkBjl − ωjBkl, (2.3)

这里的 ωk = Ak −Dk.
命题 2.1 在 (WBS)n 中, 如果 B 张量是非奇异的, 那么 ηk = 0.
证 B 张量是非奇异的, 即存在一个 (2, 0) 型 B−1 张量使得 (B−1)khBkl = δk

l . 将
(B−1)jh 作用到 (2.2) 两边, 可得

ηkδ
h
l = ηlδ

h
k . (2.4)

在 (2.4) 中, 令 h = l 并求和, 有
(n− 2)ηk = 0,

由于 n > 2, 所以 ηk = 0.
命题 2.2 如果 (WBS)n 中的非奇异的 B 张量满足 Codazzi 形式, 当且仅当 1- 形式

A = D = E.
证 根据命题 2.1, 由 B 张量是非奇异的, 可以得到 1 形式 D = E. B 张量是满足

Codazzi 形式的, 即满足条件∇kBij = ∇iBkj 和∇kBij = ∇jBik.
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首先考虑第一种情况: 条件∇kBij = ∇iBkj 成立, 那么由 (2.3), 有

ωkBij = ωiBkl. (2.5)

将 (B−1)jh 作用到 (2.5) 两边, 得
ωkδ

h
i = ωiδ

h
k . (2.6)

令 h = i 并求和 (n− 1)ωk = 0, 即 Ak = Dk. 最后可以得到 A = D = E.
反之, A = D = E 成立. 根据 (1.9), B 张量显然满足 Codazzi 形式.
第二种情况: 条件 ∇kBij = ∇jBik 成立, 那么由 (1.9), 有 AkBij + DiBjk + EjBki =

AjBik + DiBkj + EkBji, 即

(Ak − Ek)Bij = (Aj − Ej)Bik. (2.7)

将 (B−1)ih 作用到 (2.5) 两边, 得

(Ak − Ek)δh
j = (Aj − Ej)δh

k . (2.8)

令 h = j 并求和 (n− 1)(Ak − Ek) = 0, 可以得到 Ak = Ek, 即 A = D = E.
反之是显然的.

2.1 B 张量满足循环平行

Walier′s 引理 [18] 如果 aij , bk 满足

aij = aji, aijbk + ajkbi + akibj = 0, (2.9)

i, j, k = 1, 2, · · ·, n, 那么所有的 aij = 0 或者所有的 bk = 0.
根据 (1.10), 类似地给出 B 张量满足循环平行的定义.
定义 2.3 如果 n 维黎曼流形 (Mn, g) 非零的对称 (0,2) 型 B 张量满足条件

∇kBij +∇iBjk +∇jBki = 0, (2.10)

则称 B 张量满足循环平行的.
命题 2.4 在 (WBS)n 中, 如果里奇曲率张量满足循环平行, 且 a, b, r 是常值, 那么 B

张量满足循环平行.
证 如果里奇曲率张量满足循环平行, 即满足等式 (1.10). 根据 (1.6), 有

∇kBij = ∇kaRicij + a∇kRicij +∇k(br)gij . (2.11)

对 (2.11) 轮换 k, i, j 三个指标, 并将三式相加, 可以得到

∇kBij +∇iBjk +∇jBki =∇kaRicij +∇iaRicjk +∇jaRicki

+ a(∇kRicij +∇iRicjk +∇jRicki)

+ (gij∇k + gjk∇i + gki∇j)(br).

(2.12)
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结合 (1.10), (2.12) 变为

∇kBij +∇iBjk +∇jBki =∇kaRicij +∇iaRicjk +∇jaRicki

+ (gij∇k + gjk∇i + gki∇j)(br).
(2.13)

如果 a, b, r 是常值函数, 由 (2.13) 可得 ∇kBij +∇iBjk +∇jBki = 0, 即 B 张量满足循环平

行.
命题 2.5 在 (WBS)n 中, B 张量满足循环平行, 当且仅当相关联 1- 形式的和为零.
证 根据 (1.9), 进行指标轮换可得

∇kBlj = AkBlj + DlBjk + EjBkl, (2.14)

∇lBjk = AlBjk + DjBkl + EkBlj . (2.15)

结合 (1.9), (2.14), (2.15), 三式相加, 可得

∇jBkl +∇kBlj +∇lBjk = HjBkl + HkBlj + HlBjk, (2.16)

这里的 Hj = Aj + Dj + Ej . 如果满足 B 张量循环平行, 即满足 (2.10). 那么根据 (2.10) 和
(2.16), 有

HjBkl + HkBlj + HlBjk = 0. (2.17)

根据 walke′s 引理, 可以得到 Hj = 0 或者 Bkl = 0. 但因为 B 是非零的, 所以 Hj = 0, 即

Aj + Dj + Ej = 0. (2.18)

反之, 将 (2.18) 代入 (2.16), 结果是显然的.
推论 2.6 在 (WBS)n 中, 如果里奇曲率张量满足循环平行, 且 a, b, r 是常值, 那么相关

联 1- 形式的和为零.

2.2 射影里奇半对称

定义 2.7 一个 n 维黎曼流形 (Mn, g) 如果满足 R · Ric = 0, 即

(R(X, Y )Ric)(U, V ) = 0, (2.19)

则称M 为里奇半对称流形.
(2.19) 的局部形式可表示为 (R · Ric)ijlm = 0, 这里的 (R · Ric)ijlm = RicrjR

r
ilm +

RicriR
r
jlm. Ricij 和 Rl

ijk 分别是 (0, 2) 型里奇曲率 Ricci 和 (1, 3) 型黎曼曲率 R 的局部形式.
射影曲率张量 [19] 的局部形式为

Prilm = Rrilm − 1
n− 1

[Ricilgrm − Ricrlgim], (2.20)

这里的 Prilm = grkP
k
ilm. 根据 (2.20) 可知射影曲率张量满足

Prilm = −Pirlm. (2.21)
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接下来考虑 (Mn, g) 满足条件

(P ·B)ijlm = 0. (2.22)

即射影 B 半对称.
定理 2.8 黎曼流形 (Mn, g) 满足条件 (P · B)ijlm = 0 当且仅当这个流形是射影里奇半

对称流形.
证 根据 (P ·B)ijlm = BrjP

r
ilm + BriP

r
jlm, 由 (2.22) 可得

BrjP
r
ilm + BriP

r
jlm = 0. (2.23)

再由 (1.6), 有
a(RicrjP

r
ilm + RicriP

r
jlm) + br(grjP

r
ilm + griP

r
jlm) = 0. (2.24)

结合 (2.21), 有
a(RicrjP

r
ilm + RicriP

r
jlm) = 0. (2.25)

由于 a 是非零的, 所以
RicrjP

r
ilm + RicriP

r
jlm = 0, (2.26)

即 (P · Ric)ijlm = 0. 所以满足条件 (P ·B)ijlm = 0 的弱 B 对称流形是射影里奇半对称流形.
反之, 如果 (2.26) 成立, 根据 (2.23), (2.21) 可以得到 (2.22) 成立. 里奇半对称流形满足

条件 (P ·B)ijlm = 0.

2.3 2 阶爱因斯坦流形

定义 2.9 一个 n 维非平坦黎曼流形 (Mn, g), n > 2, 如果满足条件

Ric2(X, Y ) + αRic(X, Y ) + βg(X, Y ) = 0, (2.27)

则M 称为 2 阶的爱因斯坦流形 [20], 简记 Ein(2), α 和 β 为非零的标量函数.
令 Q 是在切空间每一点处对应于里奇曲率 Ric 的对称自同态, L 是对应于 B 张量的对

称自同态, 即满足
Ric(X, Y ) = g(QX, Y ), B(X, Y ) = g(LX, Y ). (2.28)

令 d2 为里奇曲率张量长度的平方, t2 为 B 张量长度的平方, 即

d2 = Ric(Qei, ei), t2 = B(Lei, ei), (2.29)

这里的 {ei}, (i = 1, 2, · · ·, n) 是每一点处切空间的正交基底.
命题 2.10 在 n 维黎曼流形 (Mn, g) 中, t2 为 B 张量长度的平方, 那么 ab < t2

2r2 .
证 根据 (1.6) 和 (2.28), 有

B(Lei, ei) = a2Ric(Qei, ei) + 2abrRic(ei, ei) + b2r2g(ei, ei). (2.30)

结合 (2.29), (2.30) 变为
t2 = a2d2 + 2abr2 + b2r2n. (2.31)
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即

t2 > 2abr2. (2.32)

所以 ab < t2

2r2 .
定理 2.11 在 n 维黎曼流形 (Mn, g) 中, 如果 B 张量满足 B2 + fB = 0, f 是非零的标

量函数, 那么M 是 2 阶的爱因斯坦流形.
证 根据 (2.28), 可以得到

LX = aQX + brX. (2.33)

利用 B2(X, Y ) = B(LX, Y ), 进一步可以得到

B2
ij = a2Ricij + 2abrRicij + b2r2gij . (2.34)

假设 B 张量满足

B2 + fB = 0, (2.35)

这里的 f 是非零的标量函数. 那么由 (2.35) 可以得到

a2Ric2
ij + (2abr + fa)Ricij + (b2r2 + fbr)gij = 0. (2.36)

由于 a 是非零的, 所以
Ric2 + λ1Ric + λ2g = 0, (2.37)

这里的 λ1 = 2br+f
a

, λ2 = b2r2+fbr
a2 .

3 拟爱因斯坦流形的充分条件

定义 3.1 (Mn, g) (n > 2) 是一个非平坦的 n 维黎曼流形, 如果非零的 (0, 2) 型里奇曲
率张量 Ric 满足以下条件

Ric(X, Y ) = αg(X, Y ) + βη(X)η(Y ), (3.1)

η 是非零的 1- 形式且对任意 X 满足

η(X) = g(X, ξ), (3.2)

则称M 为拟爱因斯坦流形 [21], 简记为 (QE)n. 这里的 ξ 是单位向量场, α 和 β 是非零的标

量函数.
共形平坦的黎曼流形 (Mn, g), 如果 (0, 4) 型的曲率张量 R 满足条件

R(X, Y, Z, W ) =p[g(Y, Z)g(X, W )− g(X, Z)g(Y, W )]

+ q[g(X, W )H(Y )H(Z) + g(Y, Z)H(X)H(W )

− g(X, Z)H(Y )H(W )− g(Y, W )H(X)H(Z)],

(3.3)

则称M 为拟常曲率流形 [22]. 这里 R(X, Y, Z, W ) = g(R(X, Y )Z,W ), p 和 q 是标量函数且

q 6= 0. H 是非零的 1- 形式满足H(X) = g(X, ξ1), 这里 ξ1 是单位向量场. p 和 q 称为相关联
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的标量, Hi 称为相关联的 1- 形式, ξ 称为流形的生成元. 在 1956 年, Chern[23] 研究一种黎曼

流形, 它的 (0, 4) 型黎曼曲率张量 R 满足

R(X, Y, Z, W ) = I(Y, Z)I(X, W )− I(X, Z)I(Y, W ), (3.4)

这里的 I 是对称的 (0, 2) 型张量. 这种流形称为带有关联对称张量 I 的特殊流形, 简记为
ψ(I)n.
命题 3.2 满足 ηk 6= 0 的 (WBS)n 是 (QE)n.
证 将 ηl 作用到 (2.2) 两边, 有

ηlηkBjl = ηlηlBjk. (3.5)

类似地, 将 gjk 作用到 (2.2) 两边, 可以得到

ηjBjl = ηlB, (3.6)

这里的 B = Bjkg
jk. 结合 (3.5) 和 (3.6), 有

Bjk = B
ηjηk

ηlηl

. (3.7)

根据式 (1.6), (3.7), 有
Ricjk = αgjk + βTjTk, (3.8)

这里的 α = − br
a

, β = B
a
, Tj = ηj

‖η‖ 是一个非零的 1- 形式. 存在单位向量场 ρ, 使得
g(X, ρ) = T (X). 这个流形是一个拟爱因斯坦流形.
定理 3.3 满足 ηk 6= 0 的共性平坦 (WBS)n (n > 3) 是拟常曲率流形.
证 共性平坦的 n 维黎曼流形中, (0, 4) 型的黎曼曲率满足

Rijkl =
1

n− 2
[Ricjkgil − Ricikgjl + Ricilgjk − Ricjlgik]

− r

(n− 1)(n− 2)
[gjkgil − gikgjl],

(3.9)

这里的 Rijkl = gimRm
jkl, r 是标量曲率. 将 (3.8) 代入 (3.9), 可以得到

Rijkl = p[gjkgjl − gikgjl] + q[gilTjTk − gjlTiTk + gjkTiTl − gikTjTl], (3.10)

定理 3.4 一个共形平坦 (WBS)n (n > 3) 是一个 ψ(I)n 特殊流形.
证 假设

Iij =
√

pgij +
q√
p
TiTj , (3.11)

这里的 Ti 是非零的 1- 形式. 显然 Iij 满足 Iij = Iji. I 是一个对称的 (0, 2) 型张量. 那么根据
(3.9), 有

Rijkl = IjkIil − IikIjl.

4 K 和 ω 是闭形式的充要条件
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在这一章, 我们给出了 K 和 ω 两个 1- 形式是闭形式的充要条件, 这里的 Ki = nAi +
Di + Ei, ωi = Ai −Di.

4.1 K 是闭形式

命题 4.1 在 (WBS)n 中, B 张量是非奇异的. 那么K 是闭形式, 当且仅当

∇s∇kBij −∇k∇sBij = 0.

证 由 (1.9), 有
∇kBij = AkBij + DiBjk + EjBki. (4.1)

对 (4.1) 两边协变微分, 可以得到

∇s∇kBij =∇sAkBij + Ak(AsBij + DiBjs + EjBsi)

+∇sDiBkj + Di(AsBkj + DkBjs + EjBsk)

+∇sEjBik + Ej(AsBik + DiBks + EkBsi).

(4.2)

交换 (4.2) 中的指标 s, k 并两式相减, 得到

∇s∇kBij −∇k∇sBij =(∇sAk −∇kAs)Bij + (∇sDi −DiDs)Bkj

+ (∇sEj − EsEj)Bik − (∇kDi −DiDk)Bsj

− (∇kEj − EjEk)Bis.

(4.3)

如果上式等号左边为零, 根据 B 张量是非奇异的, 将 (B−1)ij 作用到 (4.3) 两边, 可以得到

0 =(∇sAk −∇kAs)δ
j
j + (∇sDi −DiDs)δi

k

+ (∇sEj − EsEj)δ
j
k − (∇kDi −DiDk)δi

s − (∇kEj − EjEk)δj
s,

(4.4)

对 (4.4) 指标求和, 有

n(∇sAk −∇kAs) + (∇sDk −∇kDs) + (∇sEk −∇kEs) = 0. (4.5)

令Kk = nAk + Dk + Ek, 那么 (4.5) 可以表示为

∇sKk −∇kKs = 0, (4.6)

即K 是闭的 1- 形式.
反之, 将 (B−1)ij 作用到 (4.3) 两边并结合K 是闭的 1- 形式, 那么可以得到

(∇s∇kBij −∇k∇sBij)(B−1)ij = 0.

由于 B 张量是非奇异的, (B−1)ij 6= 0, 即 ∇s∇kBij −∇k∇sBij = 0.

4.1 ω 是闭形式
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Lovelock′s 微分恒等式 [24] 在一个 n 维黎曼流形 (Mn, g) 中, 以下等式是成立的

∇i∇mRm
jkl +∇j∇mRm

kil +∇k∇mRm
ijl = −RicimRm

jkl − RicjmRm
kil − RickmRm

ijl. (4.7)

定理 4.2 在 (WBS)n 中, 如果 B 张量是非奇异的, 那么 ωk 是闭的 1- 形式当且仅当

RicimRm
jkl + RicjmRm

kil + RickmRm
ijl = 0. (4.8)

证 根据 Bianchi 第二恒等式, 有

∇mRm
jkl = ∇kRicjl −∇jRickl. (4.9)

结合 (2.11) 和 (4.9), 有

a∇mRm
jkl = ∇kBjl −∇jBkl +∇j(br)gkl −∇k(br)gjl +∇jaRickl −∇kaRicjl. (4.10)

根据 (2.3), 那么 (4.10) 可以表示为

a∇mRm
jkl = ωkBjl − ωjBkl +∇j(br)gkl −∇k(br)gjl +∇jaRickl −∇kaRicjl. (4.11)

对 (4.11) 两边协变微分

∇ia∇mRm
jkl + a∇i∇mRm

jkl =∇iωkBjl + ωk∇iBjl −∇iωjBkl − ωj∇iBkl

+∇i∇j(br)gkl −∇i∇k(br)gjl +∇i∇jaRickl

+∇ja∇iRickl −∇i∇kaRicjl −∇ka∇iRicjl.

(4.12)

根据 (4.12), 对指标 i, j, k 进行轮换, 可得

∇ka∇mRm
ijl + a∇k∇mRm

ijl =∇kωjBil + ωj∇kBil −∇kωiBjl − ωi∇kBjl

+∇k∇i(br)gjl −∇k∇j(br)gil +∇k∇iaRicjl

+∇ia∇kRicjl −∇k∇jaRicil −∇ja∇kRicil,

(4.13)

∇ja∇mRm
kil + a∇j∇mRm

kil =∇jωiBkl + ωi∇jBkl −∇jωkBil − ωk∇jBil

+∇j∇k(br)gil −∇j∇i(br)gkl +∇j∇kaRicil

+∇ka∇jRicil −∇j∇iaRickl −∇ia∇jRickl.

(4.14)

由 (4.12), (4.13), (4.14) 三式相加, 有

∇ia∇mRm
jkl +∇ka∇mRm

ijl +∇ja∇mRm
kil + a[∇i∇mRm

jkl +∇k∇mRm
ijl +∇j∇mRm

kil]

=(∇iωk −∇kωi)Bjl + (∇jωi −∇iωj)Bkl + (∇kωj −∇jωk)Bil

+∇ia(∇kRicjl −∇jRickl) +∇ka(∇jRicil −∇iRicjl) +∇ja(∇iRickl −∇kRicil).
(4.15)

又根据 (4.9), 那么 (4.15) 变为

a[∇i∇mRm
jkl +∇k∇mRm

ijl +∇j∇mRm
kil]

=(∇iωk −∇kωi)Bjl + (∇jωi −∇iωj)Bkl + (∇kωj −∇jωk)Bil.
(4.16)
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结合 Lovelock′s 微分恒等式,

a(−RicimRm
jkl − RicjmRm

kil − RickmRm
ijl)

=(∇iωk −∇kωi)Bjl + (∇jωi −∇iωj)Bkl + (∇kωj −∇jωk)Bil.
(4.17)

如果 ωk 是闭的 1- 形式, 则满足等式 (4.8).
反之, 假设等式 (4.8) 成立, 那么 (4.17) 变为

(∇iωk −∇kωi)Bjl + (∇jωi −∇iωj)Bkl + (∇kωj −∇jωk)Bil = 0. (4.18)

如果 B 张量是非奇异的, 即存在一个 (2, 0) 型 (B−1)km 张量, 使得 (B−1)kmBkl = δm
l . 将

(B−1)hl 作用到 (4.18) 两边,

(∇iωk −∇kωi)δh
j + (∇jωi −∇iωj)δk

h + (∇kωj −∇jωk)δi
h = 0. (4.19)

令 h = j 并求和, 得到
(n− 2)(∇iωk −∇kωi) = 0. (4.20)

由于 n > 2, 所以 ∇iωk −∇kωi = 0, 即 ωk 是闭形式.
如果存在一个非零单位向量场 ρ, 对任意的向量场 X 满足 g(X, ρ) = ω(X). 假设 ω 是闭

形式, 那么就有 dω(X, Y ) = 0, i.e.,

(∇Xω)(Y )− (∇Y ω)(X) = 0. (4.21)

(4.21) 可进一步变为
g(Y,∇Xρ) = g(X,∇Y ρ). (4.22)

令 Y = ρ 代入 (4.22), 有
g(∇Xρ, ρ) = g(∇ρρ,X). (4.23)

由于 g(∇Xρ, ρ) = 0, 所以
g(∇ρρ,X) = 0.

由 X 的任意性, 得到∇ρρ = 0, 即向量场 ρ 的积分曲线是测地线.
推论 4.3 在 (WBS)n 中, 如果 B 张量是非奇异的且存在一个非零单位向量场 ρ, 使得

对任意的向量场 X 满足 g(X, ρ) = ω(X), 那么向量场 ρ 的积分曲线是测地线当且仅当

Ric(X, R(Y, Z)W ) + Ric(Y, R(Z, X)W ) + Ric(Z, R(X, Y )W ) = 0.

5 (WBS)n 是 Einstein 流形

在这一章中, 我们考虑 (WBS)n 是 Einstein 流形, 即里奇曲率满足

Ricij =
r

n
gij . (5.1)

定理 5.1 如果 n 维黎曼流形 (Mn, g) 是 B- 递归流形, 那么M 是广义的里奇递归流形.
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证 M 是 B- 递归流形, 即 B 张量满足

∇kBij = λkBij , (5.2)

这里的 λk 是非零的 1- 形式. 根据 (1.6), 有

∇kBij = ∇kaRicij + a∇kRicij +∇k(br)gij . (5.3)

结合 (1.6), (5.2), (5.3), 可以得到

∇kRicij = µ1Ricij + µ2gij , (5.4)

即M 是一个广义里奇递归流形, 这里的 µ1 = λk − ∇ka
a

, µ2 = brλk

a
− ∇k(br)

a
.

定理 5.2 满足 Einstein 度量条件的 (WBS)n, 是 B- 递归流形.
证 (WBS)n 是 Einstein 流形, 所以 B 张量可以表示为

Bij =
r

n
(a + nb)gij . (5.5)

标量函数 r 是常值, 所以
∇ir = 0,∇kRicij = 0. (5.6)

根据 (1.6), 有
∇kBij = ∇kaRicij + a∇kRicij +∇kbrgij + b∇krgij . (5.7)

结合 (5.6), (5.7) 变为

∇kBij = ∇kaRicij +∇kbrgij =
r

n
gij∇k(a + nb). (5.8)

将 (5.5) 和 (5.8) 代入 (2.1), 有

r

n
gij∇k(a + nb) = AkBij + DiBjk + EjBki =

r

n
(a + nb)[Akgij + Digjk + Ejgki]. (5.9)

由于 r 是非零的, 所以

gij∇k(a + nb) = (a + nb)[Akgij + Digjk + Ejgki]. (5.10)

将 gij 作用到 (5.10) 两边, 可以得到

n∇k(a + nb) = (a + nb)[nAk + Dk + Ek]. (5.11)

将 gkj 作用到 (5.10) 两边, 可得

∇i(a + nb) = (a + nb)[Ai + nDi + Ei].

指标 i 变为 k, 即
∇k(a + nb) = (a + nb)[Ak + nDk + Ek]. (5.12)
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将 gki 作用到 (5.10) 两边, 可以得到

∇j(a + nb) = (a + nb)[Aj + Dj + nEj ].

指标 j 变为 k, 即
∇k(a + nb) = (a + nb)[Ak + Dk + nEk]. (5.13)

(5.11), (5.12), (5.13) 三式相加, 可得

∇k(a + nb) = (a + nb)[Ak + Dk + Ek]. (5.14)

将 (5.14) 代入 (5.10), 由于 a 和 b 是非零的, 所以

gij [Ak + Dk + Ek] = Akgij + Digjk + Ejgki. (5.15)

将 gkj 作用到 (5.15) 两边, 得

Dkδ
k
i + Ekδ

k
i = nDi + Ejδ

j
i . (5.16)

对 (5.16) 令 k = i 并求和, 有
(n− 1)Di = 0,

即 Di = 0.

同样地, 将 gki 作用到 (5.15) 两边, 可以得到 Ej = 0. 那么 B 张量变为∇kBij = AkBij .
推论 5.3 满足 Einstein 条件的 (WBS)n 是一个广义的里奇递归流形.

6 例子

考虑一个黎曼流形 (M4, g), 其中黎曼度量 g 如下

ds2 = gijdxidxj = ex4
[(dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2] + (dx4)2, (6.1)

这里的 i, j= 1, 2, 3, 4.
非零的联络系数分量如下

Γ1
14 = Γ2

24 = Γ3
34 =

1
2
,Γ4

11 = Γ4
22 = Γ4

22 = −ex4

2
.

非零的黎曼曲率张量分量如下

R1212 = R1313 = R2323 = −(ex4
)2

4
, R1414 = R2424 = R3434 = −ex4

4
.

非零的里奇曲率张量分量如下

Ric11 = Ric22 = Ric33 =
3ex4

4
,Ric44 =

3
4
.

根据上述分量, 可以求出非零的标量曲率为 r = 3.
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令非零标量函数 a 和 b 的值如下

a = 4(ex4
)2, b = ex4

.

那么 B 张量的分量及其协变导数如下

B11 = B22 = B33 = 3(ex4
)3 + 3(ex4

)2, B44 = 3(ex4
)2 + 3ex4

,

B11,4 = B22,4 = B33,4 = 9(ex4
)3 + 6(ex4

)2, B44,4 = 6(ex4
)2 + 3ex4

.

令 1- 形式如下

Ai(x) =





2x4, for i = 1, 2
2
x4

, for i = 3

3ex4
+ 2

ex4 + 1
, for i = 4

,

Di(x) =





x3x4, for i = 1, 2

x4

3
, for i = 3

− ex4 − 1
ex4 − 2

, for i = 4

,

Ei(x) =





(x4)2, for i = 1, 2

x4, for i = 3
1

ex4 − 2
, for i = 4

.

根据上述条件可以得到

B11,4 = A4B11 + D1B41 + E1B14, (6.2)

B22,4 = A4B22 + D2B42 + E2B24, (6.3)

B33,4 = A4B33 + D3B43 + E3B34, (6.4)

B44,4 = A4B44 + D4B44 + E4B44, (6.5)

通过验证 (6.2), (6.3), (6.4), (6.5) 是成立的. 流形 (M4, g) 满足 (1.9), 即M 是一个 (WBS)4.

参 考 文 献

[1] Cartan É. Sur une classe remarquable d’espaces de Riemann [J]. Bulletin de la Soci é t é math é

matique de France, 1926, 54: 214–264.

[2] Tam á ssy L. On weakly symmetric and weakly projective symmetric Riemannian manifolds [J].

Colloquia Mathematica Societatis Janos Bolyai, 1989, 50: 663–670.

[3] Tam á ssy L. On weak symmetries of Einstein and Sasakian manifolds [J]. Tensor, NS, 1993, 53:

140–148.



No.2 黄志明等: 弱 B 对称流形 155

[4] Mantica C A, Molinari L G. Weakly Z-symmetric manifolds [J]. Acta Mathematica Hungarica, 2012,

135(1-2): 80–96.

[5] Mallick S, De U C. Z tensor on N(k)-Quasi-Einstein manifolds [J]. Kyungpook Mathematical Jour-

nal, 2016, 56(3): 979–991.

[6] De U C. On weakly Z symmetric spacetimes [J]. Kyungpook Mathematical Journal, 2018, 58(4):

761–779.

[7] Mantica C A, Suh Y J. Pseudo-Q-symmetric Riemannian manifolds [J]. International Journal of

Geometric Methods in Modern Physics, 2013, 10(05): 1350013.

[8] Pandey P. On weakly cyclic generalized Z-symmetric manifolds [J]. National Academy Science

Letters, 2020, 43(4): 347–350.

[9] Kim J. Notes on weakly cyclic Z-symmetric manifolds [J]. Bulletin of the Korean Mathematical

Society, 2018, 55(1): 227–237.

[10] Mantica C A, Suh Y J. Pseudo Z-symmetric space-times with divergence-free Weyl tensor and pp-

waves[J]. International Journal of Geometric Methods in Modern Physics, 2016, 13(02): 1650015.

[11] De U C, Mantica C A, Suh Y J. On weakly cyclic Z-symmetric manifolds [J]. Acta Mathematica

Hungarica, 2015, 146: 153–167.

[12] De U C, Pal P. On almost pseudo Z-symmetric manifolds [J]. Acta Universitatis Palackianae Olo-

mucensis. Facultas Rerum Naturalium. Mathematica, 2014, 53(1): 25–43.

[13] Suh Y J, Mantica C A, De U C, et al. Pseudo B-symmetric manifolds [J]. International Journal of

Geometric Methods in Modern Physics, 2017, 14(09): 1750119.

[14] Mantica C A, Suh Y J. Pseudo Z-symmetric Riemannian manifolds with harmonic curvature tensors

[J]. International Journal of Geometric Methods in Modern Physics, 2012, 9(01): 1250004.

[15] Mantica C A, De U C, Suh Y J. On weakly B-symmetric pseudo Riemannian manifolds and its

applications [J]. Filomat, 2021, 35(3): 895–909.

[16] Singh J P, Khatri M. On weakly cyclic B-symmetric spacetime [J]. Balkan Journal of Geometry and

Its Applications, 2022, 27(2): 122–138.

[17] Gray A. Einstein-like manifolds which are not Einstein [J]. Geometriae dedicata, 1978, 7(3): 259–

280.

[18] Walker A G. On Ruse’s spaces of recurrent curvature [J]. Proceedings of the London Mathematical

Society, 1950, 2(1): 36–64.

[19] Mishra R S. Structures on a differentiable manifold and their applications [J]. Chandrama Prakashan,

Allahabad, 1984.

[20] Besse A L. Einstein manifolds [M]. Berlin: Springer-Verlag, 1987.

[21] Chaki M C, Maity R K. On quasi Einstein manifolds [J]. Publicationes Mathematicae, Debrecen,

2000, 57(3): 297–306.

[22] Chen B Y, Yano K. Hypersurfaces of a conformally flat spaces [J]. Tensor, NS, 1972, 26(26): 318–322.

[23] Chern S S V. On Curvature and characteristic classes of a riemann manifold [J]. Abhandlungen aus

dem Mathematischen Seminar der Universitt Hamburg, 1955, 20(1): 117–126.

[24] Mantica C A, Molinari L G. A second-order identity for the Riemann tensor and applications [J].

Colloquium Mathematicum, 2011, 122(1): 69–82.

[25] 陈维桓, 李兴校. 黎曼几何引论上册 [M]. 北京: 北京大学出版社, 2004.

[26] 徐森林, 薛春华. 微分几何 [M]. 安徽: 中国科学技术大学出版社, 1997.



156 数 学 杂 志 Vol. 44
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Abstract: In this paper, we study some geometric properties of a special symmetric

manifolds(weakly B-symmetric manifolds, denoted by (WBS)n). By using the symmetry of B

tensor, we obtain a sufficient condition for (WBS)n to be an Einstein manifold of level 2 and

prove that such manifold is a quasi-Einstein manifold. According to the method of index rotation,

we obtain a necessary and sufficient condition for 1-forms K and ω is closed, respectively. Then

we study Einstein (WBS)n (n > 2). Finally, we construct an example of (WBS)4 manifold.
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