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摘要: 本文在强混合样本下, 利用平均化的思想, 研究了一类单参数指数族参数的经验贝叶斯

估计, 在一定假设条件下得到了该经验贝叶斯估计收敛速度. 推广了之前文献的结果, 同时, 在 β 混合

样本下对该经验贝叶斯估计的风险与贝叶斯估计的风险之间的差值进行了数值模拟.
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1 引言

设随机变量 X 的条件密度函数来自如下形式的单参数指数族

f(x|θ) = C(θ)h(x) exp {θT (x)}, x ∈ (a, b) (1.1)

其中 −∞ ≤ a < b ≤ +∞, h(x) > 0, C(θ) = 1∫ b

a

exp [θT (x)]h(x)dx

, θ为未知参数, 参数空间

为Θ =
{
θ; 0 <

∫ b

a

exp {θT (x)}h(x)dx < +∞}
,利用Holder不等式易知Θ为一区间.单参数

指数族包括许多重要的分布, 比如指数分布、给定一参数时的正态分布、Gamma分布、Beta
分布、Pareto分布、Burr XII分布等, 因此, 研究此分布族的参数估计是有意义的.
视 θ为随机变量, (1.1) 为给定 θ时的条件密度函数.设先验分布 G(θ)为 Θ上的分布函

数, 但是无法确定 G(θ)的具体形式, 故此时无法利用通常的贝叶斯方法估计 θ, 因而我们考
虑所谓的经验贝叶斯估计.
已有众多学者利用经验贝叶斯方法来对形如 (1.1) 的单参数指数族的参数进行估计或

检验. 在 T (x) = x的情况下: (1979)Singh[1] 研究了独立样本时该单参数指数族参数的经验

贝叶斯估计, 并讨论了其收敛速度, (2006) 陈玲等 [2] 与 (2008) 王惠亚等 [3] 分别在 NA样本
与 PA样本下对该单参数指数族参数的经验贝叶斯估计的收敛速度及进行了讨论, (2016) 雷
庆祝等 [4] 在样本为平稳且强混合情形下研究了该分布族的经验贝叶斯估计的收敛速度. 在
T (x) = −x的情况下: (2007) 陈家清等 [5] 与 (2008) 严拴航 [6] 分别在 NA与 PA样本下利用
不同的损失函数分别给出了此分布族经验贝叶斯检验函数的收敛速度. (2013) 彭家龙等 [7]

利用递归核估计构造了 Burr XII分布的经验贝叶斯估计, 并在独立样本下给出了收敛速度.
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以上论文均基于一条历史样本 {X1, · · · , Xn}来构造经验贝叶斯估计, 但在某些情况下
(比如相同环境下进行的m组同种实验), 可能会出现多条平行的历史样本 {X(k)

1 , · · · , X
(k)
n },

k = 1, · · · ,m, 此时, 可以考虑利用平均化的思想来构造经验贝叶斯估计. 本文即利用平均化
思想, 在出现平行历史样本的情况下, 结合递归核估计来构造经验贝叶斯估计, 同时, 在强混
合样本的情况下得到了该经验贝叶斯估计的收敛速度, 并在强混合的特例: β混合下对该经验

贝叶斯估计与贝叶斯估计的风险差进行模拟.

2 单参数指数族参数的平均化经验贝叶斯估计

设历史样本 {(Xi, θi), 1 ≤ i ≤ n} 来自总体 (X, θ), Xi 是可观测样本, θi 不可观测. 令

f(x) =
∫

Θ

f(x|θ)dG(θ)为 X 的边缘分布, 其中 G(θ)为 θ的先验分布 (未知). 首先考虑单个

样本下参数 θ的贝叶斯估计, 损失函数为平方损失 L(θ, a) = (θ − a)2 时, 参数 θ的贝叶斯决

策为后验均值, 记为 θ̂B(x),即

θ̂B(x) = E(θ|X = x) =

∫

Θ

θf(x|θ)dG(θ)

f(x)
, x ∈ (a, b).

由下一节 (3.2) 知 f
′
(x) = T

′
(x)

∫

Θ

θf(x|θ)dG(θ) +
h
′
(x)

h(x)
f(x), 再结合上式可得

θ̂B(x) = φB(x)− h
′
(x)

T ′(x)h(x)
, x ∈ (a, b), (2.1)

其中 φB(x) = f
′
(x)

T ′ (x)f(x)
. 若从总体 (X, θ)抽样得样本 (X∗, θ∗), 其中 θ∗ 不可观测, 则 θ̂B(X∗)

为 θ∗ 的贝叶斯估计. 现先验分布未知, 从而 f(x)及 f
′
(x)无法确定, 此时可以考虑先由历史

样本 {X1, · · · , Xn}来估计 (2.1) 中的 f(x)及 f
′
(x), 由此构造经验贝叶斯决策 θ̂EB(x), 再将

X∗ 代入 θ̂EB(x)中即得到 θ∗ 的经验贝叶斯估计 θ̂EB(X∗). 利用已有样本来估计密度函数的
方法有多种, 本文采用递归核估计的方法, 为统一符号分别记 f(x), f

′
(x)为 f (0)(x), f (1)(x),

则其递归核估计 [8] 分别为

f (j)
n (x) =

1
n

n∑
i=1

1
hj+1

i

Kj

(
x−Xi

hi

)
, j = 0, 1, (2.2)

其中 Kj(·) 为核函数, hi 为单调递减趋于 0 的窗宽. f
(j)
n (x) 具有如下递推性质: f

(j)
n (x) =

n−1
n

f
(j)
n−1(x) + 1

nhj+1
n

Kj

(
x−Xn

hn

)
, 在运算中可利用此性质减少运算量, 另外,由于递归核估计的

窗宽不同, 可防止估计值过度平滑和过度锐化 [7].
假设此时有m条平行的历史样本 {X(k)

1 , · · · , X
(k)
n }, k = 1, · · · ,m, 则可考虑先由这m组

样本分别利用递归核估计得到 f
(j)
n,k(x), k = 1, · · · ,m, 然后对其求平均值得到 f (j)(x)的最终

估计 f̄
(j)
n (x) = 1

m

m∑
k=1

f
(j)
n,k(x), 并借此构造如下的经验贝叶斯决策

θ̃EB(x, V ) = φEB(x, V )− h
′
(x)

T ′(x)h(x)
, (2.3)
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其中 V = {X(k)
1 , · · · , X

(k)
n , k = 1, · · · ,m}, φEB(x, V ) =

[ f̄(1)
n (x)

T ′ (x)f̄
(0)
n (x)

]
nν , [q]L = qI{|q|≤L}(q),

0 < ν < 1为一待定常数. 本文会将 θ̃EB(x, V ), φEB(x, V )简记为 θ̃EB(x), φEB(x). 若再抽样
得 X∗, 将其代入 (2.3) 即得 θ∗的经验贝叶斯估计 θ̃EB(X∗).

在平方损失下, 基于单一样本X∗的贝叶斯估计风险为 R(θ̂B(X∗)) = E[(θ̂B(X∗)− θ∗)2],
经验贝叶斯估计的风险为R(θ̃EB(X∗)) = E[(θ̃EB(X∗)−θ∗)2].设G(θ)属于某先验分布族P ,
在固定 m的情况下, 若对分布族P 中每个 G(θ), 有 lim

n→∞
R(θ̃EB(X∗)) = R(θ̂B(X∗)), 则称

θ̃EB(X∗)为先验分布族P 下 θ∗ 的渐近最优经验贝叶斯估计. 若更进一步, 对某个 q > 0有
R(θ̃EB(X∗))−R(θ̂B(X∗)) = O(n−q), 则称此估计在先验分布族P 下的收敛速度为 O(n−q).
下面, 本文将在一定的假设条件下给出当历史样本为强混合时 θ̃EB(X∗)的收敛速度.

3 假设与引理

记C, C1, C2为非负常数, M(x,δ)表示只与 x, δ有关的正数, T ((a, b)) = {T (x);x ∈ (a, b)},
U(x, δ) = {x′ ; |x′ − x| < δ}.
所谓强混合序列, 也称 α混合序列, 定义如下

定义 3.1 [9] 设 {ξi, i = 1, 2, · · · }为随机变量序列, F t
z = σ(ξi, z ≤ i ≤ t), 若

α(l)
def
= sup

w≥1
sup

A∈Fw
1 ,B∈F∞

w+l

|P (AB)− P (A)P (B)| → 0. (l →∞).

则称 {ξi, i = 1, 2, · · · }为强混合序列, α(·)称为混合系数.

本文假设条件为

(i) ∀1 ≤ k ≤ m, {X(k)
i , i ≥ 1}为强混合序列,其混合系数为α(k)(·),且∑∞

l=1 α(k)(l) < ∞.

(ii) (X∗, θ∗)与 {(X(k)
i , θ

(k)
i ), i ≥ 1, k = 1, · · · ,m}相互独立.

(iii) 核函数Kj(x)可测, 且在 [−1, 1]之外为 0, 其中 j = 0, 1, 并满足以下条件

∫ 1

−1

xtKj(x)dx =
{(−1)j , t=j

0, t 6=j,t=0,1,··· ,s−1

, ∀x∈ R, |Kj(x)| ≤ C,

(iv) h
′
(x), T

′
(x)在 (a, b)上存在, T

′
(x) 6= 0,且 ∀x ∈ (a, b), ∃δ > 0(δ与 x有关), 使 ∀x′ ∈

U(x, δ)有

|T (x
′
)− T (x)| ≤ M(x,δ)|x

′ − x| T (x)±M(x,δ)δ ∈ T ((a, b)) (3.1)

注 1 文献 [2,3,5,6] 均是在当前样本与历史样本独立的条件下进行研究.

注 2 (iii)中的核函数可由多项式函数构造 [1].

注 3 若 T
′
(x)在 (a, b)上连续, 则 ∀x ∈ (a, b)取 δ > 0足够小使得 [x− δ, x + δ] ⊂ (a, b),

由中值定理可知 ∀x′ ∈ U(x, δ) 有 |T (x
′
) − T (x)| ≤ sup

z∈[x−δ,x+δ]

|T ′
(z)|× |x′ − x|, 因此可取

M(x,δ) = sup
z∈[x−δ,x+δ]

|T ′
(z)|, 同时还有 lim

δ→0+
M(x,δ)δ = 0, 如果此时 T ((a, b))为开集, 则易见 (3.1)

成立.
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引理 3.1 设 f(x|θ)是如 (1.1) 所示的条件分布密度, 当假设(iv)成立时, 对任意先验分布

G(θ), 边缘分布 f(x) =
∫

Θ

f(x|θ)dG(θ)在 (a, b)上具有一阶导数, 且

f
′
(x) =

h
′
(x)

h(x)
f(x) + T

′
(x)h(x)

∫

Θ

θC(θ) exp {θT (x)}dG(θ). (3.2)

证 由假设 (iv) 可知 ∀x ∈ (a, b), ∃δ > 0使得 ∀x′ ∈ U(x, δ)有
∣∣∣∣
exp {θ(T (x

′
)− T (x))} − 1

x′ − x

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∞∑

n=1

θn(T (x
′
)− T (x))n

n!(x′ − x)

∣∣∣∣

≤ 1
δ

∞∑
n=1

|θδM(x,δ)|n
n!

≤ 1
δ

exp [|θ|δM(x,δ)].

令 w(x) = f(x)
h(x)

=
∫

Θ

C(θ) exp {θT (x)}dG(θ),则

w(x
′
)− w(x)

x′ − x
=

∫

Θ

C(θ) exp {θT (x)}
(

exp {θ(T (x
′
)− T (x))} − 1

x′ − x

)
dG(θ).

由于 ∀x′ ∈ U(x, δ)结合 (3.1) 有
∣∣∣∣C(θ) exp {θT (x)}

(
exp {θ(T (x

′
)− T (x))} − 1

x′ − x

)∣∣∣∣

≤ 1
δ
C(θ) exp {θT (x) + |θ|δM(x,δ)}

≤ 1
δ

{
C(θ) exp {θT (x(1))}+ C(θ) exp {θT (x(2))}

}
.

其中 T (x) + δM(x,δ) = T (x(1)), T (x)− δM(x,δ) = T (x(2)), x(1), x(2)与 x
′
无关,并且

∫

Θ

C(θ) exp {θT (x(i))}dG(θ) = w(x(i)) < +∞, i = 1, 2.

所以,结合控制收敛定理知w
′
(x)在 (a, b)上存在,且w

′
(x)=T

′
(x)

∫
Θ
θC(θ) exp[θT (x)]dG(θ),

由 f(x) = h(x)w(x) 可知在 (a, b)上 f
′
(x)存在, 同时 (3.2) 成立.

引理 3.2 设 δ ≥ 1, 则当
∫

Θ

|θ|δdG(θ) < +∞ 时, 有 E[|θ̂B(X∗)|δ] < +∞. 如果还有

E
[∣∣ h

′
(X∗)

T ′ (X∗)h(X∗)

∣∣δ] < ∞, 则 E[|φB(X∗)|δ] < ∞.
证 利用 Jensen不等式知

E[|θ̂B(X∗)|δ] =
∫ b

a

|θ̂B(x∗)|δf(x∗)dx∗ =
∫ b

a

|E(θ∗|X = x∗)|δf(x∗)dx∗

≤
∫ b

a

E(|θ∗|δ|X = x∗)f(x∗)dx∗ =
∫ b

a

∫

Θ

|θ∗|δf(x∗|θ∗)dG(θ∗)dx∗

=
∫

Θ

|θ∗|δdG(θ∗) < ∞.
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再利用 Cr 不等式可得

E[|φB(X∗)|δ] = E
[∣∣θ̂B(X∗) +

h
′
(X∗)

T ′(X∗)h(X∗)

∣∣δ]

≤ 2δ−1
{

E
[∣∣θ̂B(X∗)

∣∣δ] + E
[∣∣ h

′
(X∗)

T ′(X∗)h(X∗)

∣∣δ]
}

< +∞.

引理 3.3 [9] 设 {ξi}i≥1为强混合序列, F t
z = σ(ξi, z ≤ i ≤ t), α(·)为其混合系数. ∀w ≥ 1,

若 ζ ∈ F w
1 , η ∈ F∞

w+n, 且 |ζ| ≤ C1, |η| ≤ C2, 则 |E(ζη)− E(ζ)E(η)| ≤ 4C1C2α(n).
引理 3.4 [1] Y, Y

′
为随机变量, y, y

′
为实数, L > 0, d > 0, 则

E
[
min

{∣∣∣Y
′

Y
− y

′

y

∣∣∣, L
}d]

≤ min{Ld, A}.

其中 A = 2d+(d−1)+ |y|−d
{
E|Y ′ − y

′ |d + (|y
′

y
|d + 2−(d−1)+Ld)E|Y − y|d}.

在接下来我们均令F (k)
z,t = σ(X(k)

i , z ≤ i ≤ t), 并指定先验分布族Ps定义如下

Ps = {G(θ) : f (s)(x)在 R上存在,且 |f (s)(x)| ≤ ZG},

其中 f (s)(x)表示 X 的边缘分布 f(x)的 s阶导数, s ≥ 2, ZG 为只与 G(θ)有关的非负常数.
注意若 a 6= −∞或 b 6= +∞, 则需要在 (a, b)的端点处 f(x)的相应阶的右、左导数为零.
引理 3.5 设 G(θ) ∈ Ps,取(2.2)中的窗宽 hn = n−

1
2(s+1) ,则 ∀x ∈ R, 0 < λ ≤ 1, k =

1, · · · ,m, j = 0, 1,有

E
[|f (j)

n,k(x)− f (j)(x)|2λ
] ≤ D

(k)
G,s,λn−

λ(s−1)
s+1 ,

其中 D
(k)
G,s,λ = max {1, 22λ−1}

[(
4(s+1)ZGC

(s+3)s!

)2λ
+ [C2 + 32C2

∞∑
l=1

α(k)(l)]λ
]
.

证 首先, 利用 Cr 不等式有

E
[|f (j)

n,k(x)− f (j)(x)|2λ
] ≤ max {1, 22λ−1}(J1 + J2), (3.3)

其中 J1 =
∣∣E[f (j)

n,k(x)]− f (j)(x)
∣∣2λ

, J2 = E
[|E[f (j)

n,k(x)]− f
(j)
n (x)|2λ

]
, 并且

E[f (j)
n,k(x)] =

1
n

n∑
i=1

1
hj+1

i

E
[
Kj

(x−X
(k)
i

hi

)]
. (3.4)

注意到 f(x)在 R上有定义, 可得

E
[
Kj

(x−X
(k)
i

hi

)]
=

∫ +∞

−∞
Kj

(x− x
(k)
i

hi

)
f(x(k)

i )dx
(k)
i =

∫ 1

−1

Kj(t)f(x− thi)hidt. (3.5)

由 Taylor公式可得

f(x− hit) = f (0)(x)− f (1)(x)hit + · · ·+ f (s−1)(x)(−hit)s−1

(s− 1)!
+

f (s)(ηt)(−hit)s

s!
, (3.6)
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其中 ηt位于 x, x− hit之间. 将 (3.5)(3.6) 代入 (3.4) 再结合假设 (iii) 得到

E[f (j)
n,k(x)] =

1
n

n∑

i=1

1
hj

i

{
(−hi)j

( ∫ 1

−1

tjKj(t)dt
)
f (j)(x)+

hs
i

s!

∫ 1

−1

Kj(t)f (s)(ηt)(−t)sdt

}

= f (j)(x) +
1
n

n∑

i=1

1
s!

1
hj−s

i

∫ 1

−1

Kj(t)(−t)sf (s)(ηt)dt.

又因为窗宽hn =n−
1

2(s+1) ,故有 1
n

n∑
i=1

hs−j
i = 1

n

n∑
i=1

(i−
s−1

2(s+1) )
s−j
s−1 ≤ 1

n

n∑
i=1

i−
s−1

2(s+1) ≤ 1
n

∫ n

0

x−
s−1

2(s+1) dx=

2(s + 1)
s + 3

n−
s−1

2(s+1) , 因此可得

|E[f (j)
n,k(x)]− f (j)(x)| ≤ 2ZGC

s!
1
n

n∑
i=1

hs−j
i ≤ 2(s + 1)

s + 3
2ZGC

s!
n−

s−1
2(s+1) .

即有

J1 = |E[f (j)
n,k(x)]− f (j)(x)|2λ ≤

(4(s + 1)ZGC

(s + 3)s!

)2λ

n−
λ(s−1)

s+1 . (3.7)

接下来考虑 J2, 利用 Holder不等式有 J2 = E{|E[f (j)
n,k(x)] − f

(j)
n,k(x)|2λ} ≤ {

E
[(

E[f (j)
n,k(x)] −

f
(j)
n,k(x)

)2]}λ
, 令

Sn,k(x) =
√

nhj+1
n (E[f (j)

n,k(x)]− f
(j)
n,k(x)) =

1√
n

n∑
i=1

(
hn

hi

)j+1Zi,k(x), (3.8)

其中 Zi,k(x)=E[Kj(
x−X

(k)
i

hi
)]−Kj(

x−X
(k)
i

hi
), 而且 ∀x∈R, i∈N有 |Zi,k(x)|≤2C, E[(Zi,k(x))2]=

E
[(

Kj

(x−X
(k)
i

hi

))2]−{
E

[
Kj

(x−X
(k)
i

hi

)]}2≤C2, 即 Zi,k(x), E[(Zi,k(x))2]对 ∀x ∈ R, i ∈ N一致
有界. 又对 1≤ i<t≤n有 Zi,k(x) ∈ F (k)

1,i , Zt,k(x) ∈ F (k)
t,∞ = F (k)

i+(t−i),∞, 并且 E[Zi,k(x)] = 0,
由引理 3.3知 ∀x ∈ R, 1 ≤ i < t ≤ n有 |E[Zi,k(x)Zt,k(x)]| ≤ 16C2α(k)(t− i), 从而有

E[(Sn,k(x))2] =
1
n

[ n∑

i=1

(hn

hi

)2(j+1)
E[(Zi,k(x))2]+2

∑

1≤i<t≤n

( h2
n

hiht

)j+1
E[Zi,k(x)Zt,k(x)]

]

≤ 1
n

( n∑

i=1

E[(Zi,k(x))2] + 2
∑

1≤i<t≤n

∣∣E[Zi,k(x)Zt,k(x)]
∣∣
)

≤ 1
n

(
nC2 + 32nC2

n−1∑

l=1

α(k)(l)
)

≤ C2 + 32C2
∞∑

l=1

α(k)(l) < +∞.

由上式与 (3.8)可得E[(E[f (j)
n,k(x)]−f

(j)
n,k(x))2]= E[(Sn,k(x))2]

nh
2(j+1)
n

≤(
C2+32C2

∑∞
l=1 α(k)(l)

)
n

j+1
s+1−1,
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即 J2 ≤
(
C2 + 8C2

∑∞
l=1 α(k)(l)

)λ
n( j+1

s+1−1)λ, 结合此式与 (3.3)(3.7) 可得

E
[|f (j)

n,k(x)− f (j)(x)|2λ
]

≤ max {1, 22λ−1}
[(4(s + 1)ZGC

(s + 3)s!

)2λ

n−
λ(s−1)

s+1 +
(
C2+32C2

∞∑

l=1

α(k)(l)
)λ

n( j+1
s+1−1)λ

]

≤ max {1, 22λ−1}
[(4(s + 1)ZGC

(s + 3)s!

)2λ

+
(
C2 + 32C2

∞∑

l=1

α(k)(l)
)λ

]
n−

λ(s−1)
s+1 .

引理 3.6 设 G(θ) ∈ Ps, 取(2.2)中窗宽 hn = n−
1

2(s+1) , 则 ∀x ∈ R, 0<λ≤1, j = 0, 1, 有

E
[|f̄ (j)

n (x)− f (j)(x)|2λ
] ≤ DG,m,s,λn−

λ(s−1)
s+1 ,

其中 DG,m,s,λ = max {1,m2λ−1}
m2λ

m∑
k=1

D
(k)
G,s,λ.

证 首先易得 E
[|f̄ (j)

n (x)− f (j)(x)|2λ
] ≤ E

[
1

m2λ

( m∑
k=1

|f (j)
n,k(x)− f (j)(x)|)2λ]

, 再利用 Cr 不

等式可得 1
m2λ

( m∑
k=1

|f (j)
n,k(x)−f (j)(x)|)2λ ≤ max {1,m2λ−1}

m2λ

m∑
k=1

|f (j)
n,k(x)−f (j)(x)|2λ, 结合引理 3.5

即证.
引理 3.7 [10] 设 ζ 为定义在概率空间 (Ω,F , P )上的可积随机变量, A ,D 为F 的两个

子 σ代数, 如果有 D 与 σ(ζ) ∨A 相独立, 则有 E[ζ|D ∨A ] = E[ζ|A ].
利用类似于文献 [1]中引理 2.1的证明方法并结合引理 3.7可证明如下的引理 3.8,但 [1]

中样本是独立的.
引理 3.8 若 R(θ̂B(X∗)) < +∞, E

[
(θ̃EB(X∗) − θ̂B(X∗))2

]
< +∞, E[θ∗] < +∞, 则

R(θ̃EB(X∗))−R(θ̂B(X∗)) = E
[
(θ̃EB(X∗)− θ̂B(X∗))2

]
.

证 首先由 E
[
(θ̃EB(X∗, V )− θ̂B(X∗))2

]
< +∞, 及

E
[(

θ̂B(X∗)− θ∗
)2

+ 2
(
θ̂B(X∗)− θ∗

)(
θ̃EB(X∗, V )− θ̂B(X∗)

)]

= E[(θ̃EB(X∗, V )− θ∗)2]− E[(θ̃EB(X∗, V )− θ̂B(X∗))2],

知 E
[(

θ̂B(X∗)− θ∗
)2

+ 2
(
θ̂B(X∗)− θ∗

)(
θ̃EB(X∗, V )− θ̂B(X∗)

)]
存在, 由积分存在可知相关

的条件期望存在 [11], 并且有

E
[(

θ̃EB(X∗, V )− θ∗
)2

∣∣∣X∗, V
]

= E
[(

θ̂B(X∗)− θ∗
)2

+ 2
(
θ̂B(X∗)− θ∗

)(
θ̃EB(X∗, V )− θ̂B(X∗)

)∣∣∣X∗, V
]

+(θ̃EB(X∗, V )− θ̂B(X∗))2. (3.9)

再由 R(θ̂B(X)) = E
[
(θ̂B(X∗)− θ∗)2

]
< +∞, E[θ∗] < +∞得 E[θ̂B(X∗)] < +∞, 与前面同理

可知相关的条件期望存在, 所以 (3.9) 等号右边第一项可表示为

E
[(

θ̂B(X∗)− θ∗
)2

∣∣∣X∗, V
]
+2

(
θ̃EB(X∗, V )−θ̂B(X∗)

)(
θ̂B(X∗)−E

[
θ∗

∣∣X∗, V
])

. (3.10)
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由假设 (ii) 结合引理 3.7得 E[θ∗|X∗, V ]=E[θ∗|X∗]= θ̂B(X∗), 结合 (3.10), (3.9) 再取期望即
证.

引理 3.9 设 A,B, L ∈ R, 若 |B| ≤ L
2
, 则 |[A]L −B| ≤ min

{|A−B|, 3
2
L
}
.

证 当 L < |A|时, 有 |[A]L−B| = |B| < 3
2
L, |B| ≤ L

2
< |A| − |B| ≤ |A−B|. 当 L ≥ |A|

时, 有 |[A]L −B| = |A−B| ≤ |A|+ |B| ≤ 3
2
L, 因此引理成立.

4 收敛速度

下面的定理 4.1是本文的主要结果, 其在相应的假设与条件下给出了 θ̃EB(X∗)在先验分
布族Ps下的收敛速度.

定理 4.1 设先验分布G(θ) ∈ Ps,假设(i)–(iv)成立,且存在 1
2s

< r < 1使得
∫

Θ

θ4rsdG(θ)

<+∞, E
[∣∣ h

′
(X∗)

T ′ (X∗)h(X∗)

∣∣4rs]
<+∞ , E

[|T ′
(X∗)f(X∗)|−2r

]
<+∞, E

[
(f(X∗))−2r

]
<+∞. 取

(2.2) 中窗宽 hn = n−
1

2(s+1) , (2.3) 中的 ν = s−1
4s(s+1)

, 则有

0 ≤ R(θ̃EB(X∗))−R(θ̂B(X∗)) ≤ QG,m,s,rn
− (s−1)(2rs−1)

2s(s+1) (4.1)

其中

QG,m,s,r =AG,m,s,r

(
E

[|T ′
(X∗)f(X∗)|−2r

]
+BrE

[
(f(X∗))−2r

])
+9×24rs−2E[φB(X∗)4rs]

AG,m,s,r =
(3
2
)2(1−2r)

22r+(2r−1)+DG,m,s,r, Br =
1

22r
+

(3
2
)2r

2−(2r−1)+

即当 n →∞时 R(θ̃EB(X∗))−R(θ̂B(X∗)) = O(n−
(s−1)(2rs−1)

2s(s+1) ).

证 由于 4rs > 2, 根据引理 3.2可得 R(θ̂B(X∗)) ≤ 2{E[(θ̂B(X∗))2] + E[(θ∗)2]} < +∞.
若令 An = {x∗; |φB(x∗)| ≤ nν

2
}, 则当 x∗ ∈ An时 |φEB(x∗)− φB(x∗)| ≤ 3

2
nν , 且

E[φEB(x∗)− φB(x∗)]2

= E[(φEB(x∗)− φB(x∗))2(1−r)(φEB(x∗)− φB(x∗))2r]

≤ (
3
2
)2(1−2r)

n2(1−r)νE

[
min

{∣∣∣ f̄
(1)
n (x∗)

T ′(x∗)f̄ (0)
n (x∗)

− f (1)(x∗)
T ′(x∗)f (0)(x∗)

∣∣∣, 3
2
nν

}2r
]

(4.2)

≤ (
3
2
)2(1−2r)

n2(1−r)ν22r+(2r−1)+ |T ′
(x∗)f(x∗)|−2r

{
E

[|f̄ (1)
n (x∗)− f (1)(x∗)|2r

]

+
[|φB(x∗)|2r + (

3
2
nν)2r2−(2r−1)+

]|T ′
(x∗)|2rE

[|f̄ (0)
n (x∗)− f (0)(x∗)|2r

]}
(4.3)

≤ (
3
2
)2(1−2r)

n2(1−r)ν22r+(2r−1)+ |T ′
(x∗)f(x∗)|−2rDG,m,s,rn

− r(s−1)
s+1

×
(
1 + (

1
22r

+ (
3
2
)2r2−(2r−1)+)|T ′

(x∗)|2rn2rν
)

(4.4)

≤ AG,m,s,r

(
|T ′

(x∗)|−2r + Br

)
(f(x∗))−2rn2ν− r(s−1)

s+1 (4.5)
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其中 (4.2)(4.3)(4.4) 分别由引理 3.9、引理 3.4、引理 3.6得到. 再利用 (4.5) 可得

E[(φEB(X∗)− φB(X∗))2IAn
(X∗)]

=
∫ b

a

E[(φEB(x∗)− φB(x∗))2]IAn
(x∗)f(x∗)dx∗ (4.6)

≤ AG,m,s,r

(
E

[|T ′
(X∗)f(X∗)|−2r

]
+ BrE

[
(f(X∗))−2r

])
n2ν− r(s−1)

s+1 .

(4.6) 处是因为 X∗与 V 相独立, 因此有

E[(φEB(X∗)−φB(X∗))2IAn
(X∗)]

=
∫

(φEB(x∗,u)−φB(x∗))2IAn
(x∗)FV (du)×FX∗(dx∗)

=
∫ b

a

E[(φEB(x∗, V )− φB(x∗))2]IAn
(x∗)FX∗(dx∗) (4.7)

=
∫ b

a

E[(φEB(x∗, V )− φB(x∗))2]IAn
(x∗)f(x∗)dx∗,

其中 FV (u), FX∗(x∗) 分别为 V, X∗ 的分布函数. 再令 Bn = (a, b) − An, 则当 x∗ ∈ Bn 时

|φEB(x∗)− φB(x∗)| < 3|φB(x∗)|, 从而

E[φEB(X∗)− φB(X∗))2IBn
(X∗)]

≤ 9E[(φB(X∗))2IBn
(X∗)]

≤ 9
(
E[(φB(X∗))4rs]

) 1
2rs

(
E[IBn

(X∗)]
) 2rs−1

2rs

≤ 9
(
E[(φB(X∗))4rs]

) 1
2rs

(
E[|2n−vφB(X∗)|4rs]

) 2rs−1
2rs

= 9× 24rs−2E[(φB(X∗))4rs]n−2v(2rs−1). (4.8)

由引理 3.2知 E[(φB(X∗))4rs] < ∞, 结合 (4.7)(4.8), 代入 ν = s−1
4s(s+1)

可得

E[(θ̃EB(X∗)− θ̂B(X∗))2] = E[(φEB(X∗)− φB(X∗))2] ≤ QG,m,s,rn
− (s−1)(2rs−1)

2s(s+1) .

最后由引理 3.8即得 (4.1).
注 4 文献 [4]在比本文更强的假设下得到类似结论. 相比文献 [4], 本文由递归核估计构

造经验贝叶斯估计, 且未对样本的概率密度函数附加更多的限制, 也未对样本平稳性做要求.

5 例子

固定方差为 σ2
0 , 均值为未知参数 θ 的正态分布显然满足假设条件 (iv). 取先验分布

族 G1 = {G(θ);G(θ) 均匀分布}, 设 g(θ) = dG(θ)
dθ

= 1
K−T

I(T,K)(θ), 以 Ψ(x), ψ(x) 分别表

示标准正态分布的分布与密度, 此时 f(x) =
Ψ( K−x

σ0
)−Ψ( T−x

σ0
)

K−T
, 易知 f(x) 存在无限阶有界

导数, 因此 G1 ⊂
⋂

s≥2 Ps. 对任意 s ≥ 2, 令 1
2s

< r < 1
2
, 下面验证定理 4.1的条件. 首先

E
[|T ′

(X∗)f(X∗)|−2r
]

= σ4r
0 E

[
(f(X∗))−2r

]
= σ4r

0
(K−T )1−2r

∫ +∞

−∞

( ∫ K−x
σ0

T−x
σ0

1√
2π

exp
{− t2

2
}
dt

)1−2r
dx,
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记 I1 =
∫ T

−∞

( ∫ K−x
σ0

T−x
σ0

1√
2π

exp
{− t2

2
}
dt

)1−2r
dx, I2 =

∫ K

T

(∫ K−x
σ0

T−x
σ0

1√
2π

exp
{− t2

2
}
dt

)1−2r
dx,

I3 =
∫ +∞

K

(∫ K−x
σ0

T−x
σ0

1√
2π

exp
{− t2

2
}
dt

)1−2r
dx.

因为

I1 ≤
∫ T

−∞

( ∫ K−x
σ0

T−x
σ0

1√
2π

exp
{
− (T − x)2

2σ2
0

}
dt

)1−2r

dx ≤
√

2πσ2
0

1− 2r

( K − T

σ0

√
2π

)1−2r

< +∞

I2 ≤
∫ K

T

( ∫ K−x
σ0

T−x
σ0

1√
2π

dt
)1−2r

dx =
( K − T√

2πσ0

)1−2r

(K − T ) < +∞

I3 ≤
∫ +∞

K

( ∫ K−x
σ0

T−x
σ0

1√
2π

exp
{
− (K − x)2

2σ2
0

}
dt

)1−2r

dx ≤
√

2πσ2
0

1− 2r

( K − T

σ0

√
2π

)1−2r

< +∞,

所以 E
[|T ′

(X∗)f(X∗)|−2r
]

< +∞, E
[
(f(X∗))−2r

]
< +∞. 又因为 E

[∣∣ h
′
(X∗)

T ′ (X∗)h(X∗)

∣∣4rs]
=

E[(X∗)4rs], 而

E[(X∗)4rs] =
1

K − T

∫ +∞

−∞

∫ K−x
σ0

T−x
σ0

x4rsψ(y)dydx

=
1

K − T

∫ +∞

−∞
ψ(y)

∫ K−σ0y

T−σ0y

x4rsdxdy

=
1

(K − T )(4rs + 1)
E[(K − σ0Y )4rs+1 − (T − σ0Y )4rs+1],

其中 Y ∼ N(0, 1), 易见 E
[∣∣ h

′
(X∗)

T ′ (X∗)h(X∗)

∣∣4rs]
< +∞. 而

∫

Θ

θ4rsdG(θ) < +∞是显然的, 即定

理 4.1中条件均成立.
再取分布族 G2 = {G(θ);G(θ)为正态分布}. 设 g(θ)= dG(θ)

dθ
= 1√

2πσ
exp {−(θ−µ)2

2σ2 }, 由于

f(x) =
∫ +∞

−∞

1√
2πσ0

exp
{
− (x− θ)2

2σ2
0

} 1√
2πσ

exp
{
− (θ − µ)2

2σ2

}
dθ

=
1√

2π(σ2 + σ2
0)

exp
{
− σ2 + σ2

0

2σ2σ2
0

[σ2x2 + µ2σ2
0

σ2 + σ2
0

−
(xσ2 + µσ2

0

σ2 + σ2
0

)2]}

× 1
√

2π
√

σ2σ2
0

σ2+σ2
0

∫ +∞

−∞
exp

{
− σ2 + σ2

0

2σ2σ2
0

(
θ − xσ2 + µσ2

0

σ2 + σ2
0

)2}
dθ

=
1√

2π
√

σ2 + σ2
0

exp
{
− (x− µ)2

2(σ2 + σ2
0)

}
,

因此 f(x)为 N(µ, σ2 + σ2
0)的概率密度, 易知 G2 ⊂

⋂
s≥2 Ps. ∀s ≥ 2, 令 1

2s
< r < 1

2
, 首先由

E
[
(f(X∗))−2r

]
=

√
2π(σ2+σ2

0
1−2r )

[2π(σ2 + σ2
0)]

1−2r
2

∫ +∞

−∞

1√
2π(σ2+σ2

0
1−2r )

exp
{
− (x− µ)2

2(σ2+σ2
0

1−2r )

}
dx

=

√
2π(σ2+σ2

0
1−2r )

[2π(σ2 + σ2
0)]

1−2r
2

< +∞,
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知 E
[|T ′

(X∗)f(X∗)|−2r
]
与 E

[
(f(X∗))−2r

]
有限, 同时由于正态分布各阶矩存在, 因此其余

条件也成立, 所以定理 4.1中条件均成立. 注意当 G(θ) ∈ G1

⋃
G2 时, 理论上可取足够大的 s

及 r ↑ 1
2
和满足条件的核函数使得经验贝叶斯估计的收敛速度趋向 O(n−

1
2 ).

6 数值模拟

本文参考文献 [12] 的模拟方式, 在 β 混合样本下 (β 混合的定义及与强混合的关系可
见 [13]), 模拟平均化经验贝叶斯估计的贝叶斯风险差. 首先,按如下方法可得到一个 Gibbs
Markov链 {(Xi, θi)}1≤i≤n

(a) 先从先验分布 g(θ) = dG(θ)
dθ
中抽取样本 θ1.

(b) 再从条件分布 f(x|θ1)中取得样本 X1.

(c) 再从条件分布 g(θ|X1)中取得样本 θ2.

(d) 重复步骤 (a)–(c).

由 [14]的推论 3.6及 [15]的推论 13可知 {(Xi, θi)}1≤i≤n 为 β 混合的 [12], 从而也是强混
合的, 因此可以提出以下模拟方案:

(1) 重复m次抽取Gibbs Markov链的方法抽取 n个样本,得 {X(k)
i ,1 ≤ i ≤ n}, 1≤k≤m.

(2) 利用 (1) 中m个 {X(k)
i , 1 ≤ i ≤ n}构造 f

(j)
n,k(x)(j = 0, 1. k = 1, · · · ,m), 并求其平均

值 f̄
(j)
n (x), 再将 f̄

(j)
n (x)代入 (2.3) 中得到平均化的经验贝叶斯决策 θ̃EB(x).

(3) 从总体抽取 1个样本, 得到 (X∗, θ∗), 同时计算 (θ̃EB(X∗)− θ∗)2与 (θ̂B(X∗)− θ∗)2.

(4) 重复步骤 (1)-(3) Q 次, 求平均值, 得到 R̂(θ̃EB(X∗)) = 1
Q

∑
(θ̃EB(X∗) − θ∗)2 与

R̂(θ̂B(X∗)) = 1
Q

∑
(θ̂B(X∗) − θ∗)2, 并将 R̂(θ̃EB(X∗)) − R̂(θ̂B(X∗)) 作为 R(θ̃EB(X∗)) −

R(θ̂B(X∗))的估计值.

取 f(x|θ)为方差 σ2
0 = 1, 均值为参数 θ的正态分布, 考虑先验分布 g1(θ) = 1

10
I(−5,5)(θ),

g2(θ) = 1√
2π

exp (− θ2

2
), g3(θ) = 1√

2π
exp (− (θ−1)2

2
). 令 s = 2, 取核函数 K0(x) = 15

16
(1 −

x2)2I[−1,1](x), K1(x) = − 15
4

(1−x2)xI[−1,1](x),易知K0(X), K1(x)满足假设 (iii). 取Q = 200,
考虑 n = 50, 100, 200, m = 5, 10, 20, 得出模拟结果见表 1. 由表 1 可见, 在固定 m的情况

下, 随着 n增大, 总体而言, R(θ̃EB(X∗))−R(θ̂B(X∗))的估计值缩小, 这与定理 4.1结论相符.

表 1 θ̃EB(X∗)与 θ̂B(X∗)的贝叶斯风险差

m n
R̂(θ̃EB(X∗))−R̂(θ̂B(X∗))

g1(θ) g2(θ) g3(θ)

5
50 0.432 0.226 0.248
100 0.355 0.192 0.135
200 0.335 0.124 0.203

10
50 0.284 0.139 0.141
100 0.268 0.114 0.074
200 0.146 0.074 0.073

20
50 0.141 0.077 0.102
100 0.148 0.026 0.043
200 0.079 0.033 0.042
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AVERAGE EMPIRICAL BAYES ESTIMATION FOR

ONE-PARAMETER EXPONENTIAL FAMILIES UNDER STRONG

MIXING SAMPLES

WANG Jia-wei , LIU Lu-qin

(School of Mathematics and Statistics, Wuhan University, Wuhan 430072, China)

Abstract: In this paper, the Empirical Bayes(EB) Estimator is investigated by using an

average method under strong mixing samples. Meanwhile the convergence rates of proposed EB

estimators are obtained under suitable conditions, which generalize some results in literature. The

simulation result shows the performance of EB Estimation under β mixing samples.

Keywords: One-parameter exponential families; empirical bayes estimation; recursive

kernel estimation; strong mixing; average method
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