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非线性二阶离散周期边值问题的 Ambrosetti–Prodi型结果
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摘要: 本文研究了二阶离散周期边值问题





∆2u(t− 1) + f(t, u(t), ∆u(t− 1)) = s, t ∈ [1, T ]Z,

u(0)− u(T ) = ∆u(0)−∆u(T ) = 0

解的个数与参数 s的关系,其中 f(t, u, v) : [1, T ]Z × R2 → R关于 (u, v) ∈ R2 连续, s ∈ R.利用上下解

方法和拓扑度理论, 获得了 Ambrosetti–Prodi型结果, 推广了已有文献的相关结果.
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1 引言

Ambrosetti–Prodi型结果描述的是形如

F (x) = s (1.1)

的方程所对应的边值问题解 x的个数与参数 s之间的关系, 当参数 s变化时,解的个数相应
改变. 1972 年, A.Ambrosetti和 G.Prodi在文献 [1]中对二阶椭圆边值问题





∆u + f(u) = g, x ∈ Ω

u |∂Ω= 0
(1.2)

进行了研究,得到如下定理:
定理 A 设 Ω ⊂ Rn 是一个边界充分光滑的有界子集, g ∈ C0,α(Ω̄), α ∈ (0, 1). 令

λ1, λ2, λ3, · · · 为线性齐次问题




∆u + f(u) = 0, x ∈ Ω

u |∂Ω= 0

的特征值.若 f : R→ R为 C2连续的函数,且满足以下条件:
(A1) f(0) = 0;
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(A2) f ′′(t) > 0;
(A3) lim

t→−∞
f ′(t) = h′, 0 < h′ < λ1;

(A4) lim
t→+∞

f ′(t) = h′′, λ1 < h′′ < λ2.

则存在M ⊂ C0,α(Ω̄),在 C0,α(Ω̄)\M 中存在两个连通分支 A1, A2,并且有如下结论:
(i) 若 g ∈ A1,则问题 (1.2)没有解;
(ii) 若 g ∈ A2,则问题 (1.2)有两个解;
(iii) 若 g ∈ M ,则问题 (1.2)有一个解.
1986 年, Fabry, Mawhin和 Nkashama在文献 [2]中运用上下解方法获得二阶周期边值

问题 



u′′ + F (t, u, u′) = s, t ∈ [0, 2π]

u(0) = u(2π), u′(0) = u′(2π)
(1.3)

解的 Ambrosetti–Prodi型结果,其中 F : [0, 2π]×R2 → R连续且关于 t是 2π周期的,并满足
以下条件:

(B1) 存在 R1 > 0及 S1,使得对任意 t ∈ R及 x 6 −R1,有 F (t, x, 0) > s1 > F (t, 0, 0) 成
立;

(B2) F 满足 Bernstein–Nagumo 条件, 即对任意 R ∈ (0,+∞), 存在连续函数 hR :
(0,+∞) → [aR,+∞)(hR > 0),使得对所有的 |x| 6 R, t ∈ R, y ∈ R,有 |F (t, x, y)| 6 hR(|y|),
及

+∞∫
aR

s
hR(s)

ds = +∞成立;

(B3) lim
|u|→∞

F (t, u, v) = +∞对 (t, v) ∈ [0, 2π]× R一致成立.

得到如下定理.
定理 B 若函数 F 连续,关于 t是 2π周期的,满足条件 (B1)–(B3),则存在常数 s0 < s1,

使得当 s0 < s1,问题 (1.3)无 2π– 周期解;当 s ∈ (s0, s1]时,问题 (1.3)至少有一个 2π– 周期
解.

近几年来, 对 Ambrosetti–Prodi 型结果的研究已经拓展到微分方程的多个领域, 然
而据了解, 对差分方程 Ambrosetti–Prodi 型结果的研究较少. 在研究二阶周期边值问题的
Ambrosetti–Prodi型结果时,解的先验界估计是关键的一部分;同样的,对于二阶离散周期
边值问题,研究其 Ambrosetti–Prodi型结果,对解的先验界估计是我们所克服的主要困难.
Fabry, Mawhin和 Nkashama在文献 [2]中给非线性函数 F 加上了 Bernstein–Nagumo条件,
一个自然的问题是,我们在对二阶离散周期边值问题的 Ambrosetti–Prodi型结果的研究中不
加 Bernstein–Nagumo条件,能否获得周期解的存在性以及解的个数与参数之间的关系?
基于此,本文研究二阶离散周期边值问题





∆2u(t− 1) + f(t, u(t),∆u(t− 1)) = s, t ∈ [1, T ]Z,

u(0)− u(T ) = ∆u(0)−∆u(T ) = 0
(1.4)

解的个数与参数 s的关系,其中 T > 1, [1, T ]Z = {1, 2, · · · , T}, ∆是前向差分算子,且满足
∆u(t) = u(t + 1)− u(t), ∆2u(t) = ∆(∆u(t)), f(t, u, v) : [1, T ]Z × R2 → R关于 (u, v) ∈ R连
续, s ∈ R.
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本文总假定:
(H1) f : [1, T ]Z × R2 → R为连续函数,且 lim

|u|+|v|→∞
f(t, u, v) = +∞对任意 t ∈ [1, T ]Z

一致成立.
定理 1.1 假定条件 (H1)成立,则存在常数 s1 ∈ R,使得
(i) 当 s < s1时,问题 (1.4)无解;
(ii) 当 s = s1时,问题 (1.4)至少有一个解;
(iii) 当 s > s1时,问题 (1.4)至少有两个解.

2 预备知识

设 X = {u | u : [0, T ]Z → R, u(0) − u(T ) = ∆u(0) − ∆u(T ) = 0} 在范数 ‖u‖ =
max

t∈[1,T ]Z
|u(t)| 下构成 banach空间.令

u+ = max{u, 0}, u− = max{−u, 0}.

uL = min
t∈[1,T ]Z

u(t), uM = max
t∈[1,T ]Z

u(t).

定义投影算子P, Q : X → X, Pu(t) = u(0), Qu(t) = 1
T

T∑
s=1

u(s), t ∈ [1, T ]Z.算子H : X → X

定义为Hu(t) =
T∑

s=1

u(s), t ∈ [1, T ]Z. 因为 f : [1, T ]Z ×R2 → R连续,其相应的 Nemytskii算

子可定义为 Nf : X → X, Nf (u)(t) = f(t, u(t),∆u(t − 1)), t ∈ [1, T ]Z. 对任意函数 h ∈ X,
定义 α := Qφ(h)如下

T∑
t=1

φ−1(h(t)− α) = 0,

进一步,函数 Qφ : X → R连续.
下面给出二阶周期边值问题





∆2u(t− 1) = f(t, u(t),∆u(t− 1)), t ∈ [1, T ]Z,

u(0)− u(T ) = ∆u(0)−∆u(T ) = 0
(2.1)

上下解的定义.
定义 2.1 函数 α ∈ X 是问题 (2.1)的下解,是指 α满足





∆2α(t− 1) > f(t, α(t),∆α(t− 1)), t ∈ [1, T ]Z,

α(0) = α(T ), ∆α(0) > ∆α(T ).

函数 β ∈ X 是问题 (2.1)的上解,是指 β 满足





∆2β(t− 1) 6 f(t, β(t),∆β(t− 1)), t ∈ [1, T ]Z,

β(0) = β(T ), ∆β(0) 6 ∆β(T ).
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引理 2.2 若问题 (2.1) 有一个下解 α(t) 和一个上解 β(t), 使得 α(t) 6 β(t), 则问题
(2.1) 有一个解 u(t), 使得 α(t) 6 u(t) 6 β(t); 若 α 是严格上解, β(t) 是严格下解, 则有
α(t) < u(t) < β(t).
证 构造辅助函数

ũ(t) =





β(t), u > β(t),
u, α(t) 6 u 6 β(t),
α(t), u < α(t).

考虑修正问题





∆2u(t− 1)− f(t, ũ(t),∆ũ(t− 1))− (u(t)− ũ(t)) = 0, t ∈ (1, T )Z,

u(0)− u(T ) = ∆u(0)−∆u(T ) = 0.
(2.2)

当 α(t) 6 u(t) 6 β(t), t ∈ [1, T ]Z 时,问题 (2.2)和问题 (2.1)等价,由 Brouwer不动点定理可
以得到问题 (2.2)至少有一个解,要证明 α(t) 6 u(t), t ∈ [1, T ]Z.反设存在 l ∈ [0, T +1]Z,使得
α(l) − u(l) > 0, α(t) − u(t) = max

τ∈[0,T+1]Z
(α(τ) − u(τ)) > 0,根据 α(0) − u(0) = α(T ) − u(T )

和 ∆(α(0)− u(0)) = ∆(α(T )− u(T )),可得 t ∈ [0, T ]Z.因为当 α(τ)− u(τ) < α(0)− u(0) =
α(T )− u(T )时, τ ∈ [0, T ]Z,有

0 > α(1)− u(1)− (α(0)− u(0)) > α(T + 1)− u(T + 1)− (α(T )− u(T )) > 0,

矛盾.因此

∆2(α(t− 1)− u(t− 1)) = α(t + 1)− u(t + 1)− 2(α(t)− u(t)) + (α(t− 1)− u(t− 1)) 6 0,

则
∆2α(t− 1) 6 ∆2u(t− 1) = f(t, ũ(t),∆ũ(t− 1)) + (u(t)− ũ(t))

= f(t, α(t),∆α(t− 1)) + (u(t)− α(t))

< f(t, α(t),∆α(t− 1)) 6 ∆2α(t− 1)

.

矛盾.因此 α(t) 6 u(t),类似可证 u(t) 6 β(t).即问题 (2.1)至少有一个解 u(t),使得 α(t) 6
u(t) 6 β(t), t ∈ [1, T ]Z.
引理 2.3 若 u ∈ X, 则 ‖∆u(t− 1)‖ 6 T‖(∆2u(t− 1))±‖.
证 根据差分中值定理, u(t)定义在 [0, T ]Z 上,存在 c ∈ [1, T − 1]Z,使得 ∆u(c − 1) 6

u(T )−u(0)
T−0

,结合边界条件,当 t ∈ (c, T ),可以得到

∆u(t− 1) =
t−1∑
s=c

∆2u(s− 1) + ∆u(c− 1) 6
t−1∑
s=c

∆2u(s− 1) +
u(T )− u(0)

T − 0

6
t−1∑
s=c

∆2u(s− 1) 6
T∑

s=1

∆2u(s− 1)

6 T‖(∆2u(t− 1))+‖.
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当 t ∈ (0, c),再应用差分中值定理,得到∆u(c) > u(T )−u(0)
T−0

,结合边界条件,则有

∆u(t− 1) =
t−1∑

s=c+1

∆2u(s− 1) + ∆u(c) > −
c+1∑

s=t−1

∆2u(s− 1) > −
T∑

s=1

∆2u(s− 1)

> −T‖(∆2u(t− 1))+‖.

故 ‖∆u(t− 1)‖ 6 T‖(∆2u(t− 1))+‖,同理可证 ‖∆u(t− 1)‖ 6 T‖(∆2u(t− 1))−‖.
引理 2.4 对问题 (1.4),假设条件 (H1)成立,对任意常数 b ∈ R,若 b > min f(t, u, v), (t, u, v) ∈

[1, T ]Z × R2,则存在 ρ̂ > 0,使得对任意 s 6 b,问题 (1.4)的所有可能解 u均属于开球 Bρ̂中.
证 令 ρb = max{b− f(t, u, v), (t, u, v) ∈ [1, T ]Z × R2},则 ρb ∈ (0,∞),对任意的 s 6 b,

设 u为问题 (1.4)的解,则 (∆2u(t−1))+ = (s−f(t, u(t),∆u(t−1)))+ 6 (b−f(t, u(t),∆u(t−
1)))+ 6 ρb. 对问题 (1.4)方程两端从 t = 1到 t = T 求和分,再结合周期边界条件,得到

s =
1
T

T∑
t=1

f(t, u(t),∆u(t− 1)) = QNf (u).

根据引理 2.3可知, ‖∆u(t− 1)‖ 6 T‖(∆2u(t− 1))±‖ 6 Tρb. 由条件 (H1)得对任意 b ∈ R,存
在 R > 0,使得当 |u|+ |v| > R时, f(t, u, v) > b. 如果 uL > R,那么

|u|+ |v| > R, s =
1
T

T∑
t=1

f(t, u(t),∆u(t− 1)) = QNf (u) > b,

这与 s 6 b矛盾,因此 uL < R,同理可得 uM > −R.

设 c, d ∈ [1, T ]Z,使得 uM = u(c), uL = u(d),由 uM − uL =
c∑

t=d+1

∆u(t− 1)得

uM 6 uL +
T∑

t=1

|∆u(t− 1)|,

从而 ‖u‖ 6 R + T 2ρb.取 ρ̂ > R + 2T 2ρb,则问题 (1.4)的所有可能解均属于开球 Bρ̂中.
引理 2.5 [9] 问题 (2.1)的解可表示为

u = Pu + QNf (u) + [H ◦ (I −Qφ) ◦H(I −Q)] ◦QNf (u) := Φ(u)

其中 Φ : X → X 全连续.
引理 2.6 [9] 假设存在M > 0,对任意的 (t, u, v) ∈ [0, T ] × R2, |f(t, u, v)| < M 成立,若

问题 (2.1) 存在下解 α 和上解 β, 满足 α(t) 6 β(t), t ∈ [0, T ], 则问题 (2.1) 存在解 u, 满足
α(t) 6 u(t) 6 β(t), t ∈ [0, T ],若 β, α为问题 (2.1)的严格上下解,且有 α(t) < u(t) < β(t),则

dLS [I − Φ,Ωα,β, 0] = 1.

其中 Ωα,β = {u ∈ X : α(t) < u(t) < β(t), |u′(t)| < c, t ∈ [0, T ]}.

c > 2M + r + 1, r = ‖α‖+ ‖β‖.
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3 主要结果的证明

定理 1.1 的证明 令 Sj = {s ∈ R : (1.1)至少有 j 个解 } (j > 1).
(a) 首先宣称 S1 6= Ø.
取 s∗ > max

t∈[1,T ]Z
f(t, 0, 0),由条件 (H1)知,存在 R∗ < 0,使得

min
t∈[1,T ]Z

f(t, R∗, 0) > s∗.

则 α ≡ R∗ < 0为 s = s∗ 时问题 (1.4)的严格下解, β = 0是问题 (1.4)的严格上解.对任意
s∗ ∈ R,取 n > min

t∈[1,T ]Z
f(t, R∗, 0) > s∗. 设 ρn = max{n − f(t, u, v), (t, u, v) ∈ [1, T ]Z × R2}.

由条件 (H1)知,对任意 n > 0,存在 R∗ > 0,使得当 |u| + |v| > R∗ 时, f(t, u, v) > n. 设 u(t)
为 s = s∗时问题 (1.4)的可能解,根据引理 2.4可知, uL < R∗成立,令 ρ > |R∗|+ 2T 2ρn.

记 f̃(t, u, v)为 f(t, u, v)的截断函数.

f̃(t, u, v) =





f(t, ρ, ρ), (t, u, v) ∈ [1, T ]Z × [ρ,+∞)× [ρ,+∞),
f(t, ρ, v), (t, u, v) ∈ [1, T ]Z × [ρ,+∞)× [−ρ, ρ],
f(t, ρ,−ρ), (t, u, v) ∈ [1, T ]Z × [ρ,+∞)× (−∞,−ρ],
f(t, u,−ρ), (t, u, v) ∈ [1, T ]Z × [−ρ, ρ]× (−∞,−ρ],
f(t, u, v), (t, u, v) ∈ [1, T ]Z × [−ρ, ρ]× [−ρ, ρ],
f(t, u, ρ), (t, u, v) ∈ [1, T ]Z × [−ρ, ρ]× [ρ,+∞),
f(t,−ρ,−ρ), (t, u, v) ∈ [1, T ]Z × (−∞,−ρ]× (−∞,−ρ],
f(t,−ρ, v), (t, u, v) ∈ [1, T ]Z × (−∞,−ρ]× [−ρ, ρ],
f(t,−ρ, ρ), (t, u, v) ∈ [1, T ]Z × (−∞,−ρ]× [ρ,+∞),

则 f̃(t, u, v)为有界函数,构造辅助问题




∆2u(t− 1) + f̃(t, u(t),∆u(t− 1)) = s, t ∈ [1, T ]Z,

u(0)− u(T ) = ∆u(0)−∆u(T ) = 0.
(3.1)

记 K = [1, T ]Z × [−ρ, ρ] × [−ρ, ρ] 为一闭区域,由引理 2.6知,辅助问题 (3.1)存在解 u1(t),
满足 α(t) 6 u1(t) 6 β(t), t ∈ [1, T ]Z,显然 u1(t)也是问题 (1.4)的解,因此根据引理 2.6知,
s∗ ∈ S1.

(b) 如果 s̃ ∈ S1,且 s̃ < s,则 s ∈ S1.
令 ũ(t)为 s = s̃时问题 (3.1)的解,对任意给定的 n,若 s ∈ (s̃, n),类似于 (a)中的截断技

巧, ũ(t)为此时问题 (3.1)的严格上解,再取 R1 < ũL,使得

min
t∈[1,T ]Z

f(t, R1, 0) > s,

则 α ≡ R1 < 0为问题 (3.1)的严格下解,由引理 2.6及 n的任意性可知,当 n → ∞时,若
s > s̃,则 s ∈ S1.

(c) s1 = inf S1 < ∞且 S1 ⊃ (s1,∞).
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令 s ∈ R,设 u为辅助问题 (3.1)的一个解,则 ‖∆u(t− 1)‖ 6 ρ, s = QNf (u),且有 s > c,
其中 c = inf

[1,T ]Z×R×[−ρ,ρ]
f(t, u, ∆u(t− 1)).若 s = c,则 s1 = inf S1 < ∞,运用 (b)的结论,即得

S1 ⊃ (s1,∞).
(d) S2 ⊃ (s1,∞).
令 s3 < s1 < s2 < n,对于任意的 s ∈ (−∞, n),令Φ(s, ·)为问题 (3.1)在X的不动点算子,

根据引理 2.4,可以找到相应的 ρ̂,使得对于 s ∈ [s3, s2]时, I−Φ(s, ·)的任意可能零点 u均满足

u ∈ Bρ̂.因此 Leray-schauder度 deg[I − Φ(s, ·), Bρ̂, 0]有定义,且不依赖于参数 s,利用 c的结

论,对于 u ∈ X, u−Φ(s3, ·) 6= 0,说明 deg[I−Φ(s3, ·), Bρ̂, 0] = 0,且 deg[I−Φ(s2, ·), Bρ̂, 0] = 0.
根据 Leray-schauder度的切除性可知,如果 ρ′ > ρ̂,则 deg[I − Φ(s2, ·), Bρ′ , 0] = 0.
令 û为 s ∈ (s1, s2)时问题 (3.1)的解,则 û是 s = s2时问题 (3.1)的严格上解,取 R < ûL

满足 min
t∈[1,T ]Z

f(t, R, 0) > s2,则 R为 s = s2 时问题 (3.1)的严格下解,由引理 2.6知,当 s = s2

时,问题 (3.1)在 ΩR,û 中有一个解,且满足 deg[I − Φ(s2, ·),ΩR,û, 0] = 1,取 ρ′ 充分大,利用
Leray-schauder度的可加性可得

deg[I − Φ(s2, ·), Bρ′\ΩR,û, 0] = deg[I − Φ(s2, ·), Bρ′ , 0]− deg[I − Φ(s2, ·),ΩR,û, 0] = −1,

则 s = s2时,问题 3.1在 Bρ′\ΩR,û中有第二个解,当 n →∞时, S2 ⊃ (s1,∞).
(e) s1 ∈ S1.
令 {ηk} 为 (s1, n) 中收敛到 s1 的一个序列, 若 uk 为 s = ηk 时问题 (3.1) 的解, 则

uk = Φ(ηk, uk), 由引理 2.4 知, 对任意的 k > 1, 存在 ρk > 0, 使得 ‖uk‖ < ρk. 由 Φ 的紧
性, uk 收敛到当 s = s1时问题 (3.1)的解 u.由 n任意性, s1 ∈ S1,若 u是辅助问题 (3.1)的解,
则 u一定是问题 (1.4)的解,因此,当 f 满足条件 (H1)时,存在 s1 ∈ R,使得当 s < s1时,问题
(1.4)无解;当 s = s1时,问题 (1.4)至少有一个解;当 s > s1时,问题 (1.4)至少有两个解.

4 应用

例 1 考虑二阶离散周期边值问题




∆2u(t− 1) + u2(t) + (∆u(t− 1))2 = s, t ∈ [1, T ]Z,

u(0)− u(T ) = ∆u(0)−∆u(T ) = 0
(4.1)

解的存在性及解的个数与参数的关系.
解 这里取 f(t, u(t),∆u(t− 1)) = u2(t) + (∆u(t− 1))2,因为当 |u(t)|+ |∆u(t− 1)| → ∞

时, u2(t) + (∆u(t− 1))2 → +∞,所以 lim
|u|+|v|→∞

f(t, u, v) = +∞对任意 t ∈ [1, T ]Z 一致成立.

又 f : [1, T ]Z × R2 → R为连续函数,则 f 满足条件 (H1).
根据定理 1.1,存在常数 s1 ∈ R,使得当 s < s1 时,问题 (4.1)无解;当 s = s1 时,问题

(4.1)至少有一个解;当 s > s1时,问题 (4.1)至少有两个解.
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AMBROSETTI–PRODI TYPE RESULTS FOR NONLINEAR

SECOND-ORDER DISCRETE PERIODIC BOUNDARY VALUE

PROBLEMS
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Abstract: In this paper, we discuss the relationship between the number of the solutions for

second-order discrete periodic boundary value problem





∆2u(t− 1) + f(t, u(t), ∆u(t− 1)) = s, t ∈ [1, T ]Z,

u(0)− u(T ) = ∆u(0)−∆u(T ) = 0

and the parameter s, where f(t, u, v) : [1, T ]Z × R2 → R is continuous with respect to (u, v) ∈ R2,

s ∈ R. By using the method of the upper and lower solutions and topological degree techniques,

Ambrosetti-Prodi type result is obtained, and some related conclusions on this topic are general-

ized.

Keywords: second-order periodic BVPs; Ambrosetti–Prodi type results; upper and lower

solutions; topological degree techniques
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