
Vol. 41 ( 2021 )
No. 3

数 学 杂 志
J. of Math. (PRC)

Diffeological 空间范畴中光滑映射的分解

詹 妍, 赵 浩

(华南师范大学数学科学学院, 广东 广州 510631)

摘要: 本文研究了 diffeological 空间范畴中光滑映射的分解问题. 利用经典同伦论中映射分解

的方法, 获得了任何一个光滑映射都可以分解为一个光滑同伦等价和光滑纤维化或光滑上纤维化的复

合的结果, 推广了拓扑空间范畴中的相关结果.
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0 引言

纤维化作为复叠空间的自然推广, 对同伦论的研究有着重要的作用 [1]. 在拓扑空间范畴
中, 对纤维化理论的研究已经完善. 1966 年, Spanier[2] 研究了复叠空间理论, 引入纤维丛和
Hurewicz 纤维化的概念. 特别地, 文 [2] 给出了升腾函数的概念并证明了映射 p : E → B 是

纤维化当且仅当存在 p 的升腾函数. 与之对偶地, 文 [2] 也给出了收缩函数的概念并证明了函
数 f : X

′ → X 是上纤维化当且仅当存在 f 的收缩函数. 利用升腾函数与收缩函数的概念, 文
[2] 给出了诱导纤维化的相关结论: 对任一空间 X, 映射 p : E → B 诱导映射 p∗ : EX → BX ,
由 p∗(g) = p ◦ g 定义, 其中 EX 与 BX 表示映射空间. 若 p 是纤维化, 则 p∗ 也是纤维化. 与
之对偶地, 对任一空间 Y , 映射 f : X

′ → X 诱导映射 f∗ : Y X → Y X
′
, 由 f∗(g) = g ◦ f 定义.

若 f 是上纤维化, 则 f∗ 是纤维化. 1970 年, Maunder[3] 根据 Hurewicz 纤维化的定义, 证明
了任何一个光滑映射既可表示为一个上纤维化和同伦等价的复合, 也可表示为一个同伦等价
和纤维化的复合.
相对于拓扑空间范畴中纤维化的理论, 在其它范畴中也有对应的纤维化理论, diffeologi-

cal 空间范畴便是其中的范畴之一. 在 diffeological 空间范畴中, 其对象为 diffeological 空间,
态射为 diffeological 空间之间的光滑映射. Diffeological 空间作为光滑流形的一般化, 最初由
Souriau[4] 在上世纪 80 年代提出. 2013 年, Iglesias-Zemmour[5] 在专著 [5] 中系统地给出了
diffeological 空间的同伦理论. 在文 [6] 中, Haraguchi-Shimakawa 研究了 diffeological 空间范
畴中的模结构, 并给出了两个光滑映射 f, f

′
: X → Y 之间的光滑同伦的另一定义, 即存在

X × I 到 Y 的光滑映射 H 使 H0 = f , H1 = f
′
, 且不失一般性地可假设 H 为 tame 同伦. 而

在文 [7] 中, Haraguchi 研究了光滑 CW 复形的同伦性质并且给出了光滑同伦等价的定义, 即
存在光滑映射 f : X → Y 和 g : Y → X, 使得 g ◦ f 光滑同伦于 1X , f ◦ g 光滑同伦于 1Y .
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根据已知的文献, 虽然有关 diffeological 空间的同伦理论得到了充分的发展, 但是有关纤
维化的一些基本概念与性质并未见到相关的结果. 鉴于此, 本文将研究 diffeological 空间范畴
有关纤维化的相关概念与性质, 得到以下的主要结果:

定理 0.1 任何一个光滑映射 f : A → B 可表示成为一个光滑同伦等价和光滑纤维化的

复合.

定理 0.2 任何一个光滑映射 f : A → B 可表示成为一个光滑上纤维化和光滑同伦等价

的复合.

本文结构安排如下: 在第一节我们给出有关 diffeological 空间范畴的一些基本概念与性
质, 在第二节给出定理 0.1 的证明, 在第三节给出定理 0.2 的证明.

1 预备知识

本节介绍有关 diffeological 空间的一些基本概念与性质.

定义 1.1 [5] 设X 是一个集合, U 是欧式空间的开子集, 任一映射 P : U → X 称为X 的

一个参数化.

定义 1.2 [5] 设 X 是一个非空集合, U 是欧式空间的开子集. X 的一个参数化族

DX = {f |f : U → X}, 称为 X 的一个 diffeology, 如果它满足以下三个条件:

(1) 常值参数化在 DX 中;

(2) 对任一映射 P : U → X, 若对于 U 中的任一点 u, 存在 u 的一个开邻域 V , 使得
P |V : V → X 在 DX 中, 则 P 在 DX 中;

(3) 对 DX 中的任一参数化 P : U → X 和任一欧式空间开子集之间的光滑映射

Q : V → U , P ◦Q 在 DX 中.

集合 X 和它的一个 diffeologyDX 一起称为一个 diffeological 空间. 称 DX 中的每个成

员为 X 的 plot.

定义 1.3 [5] 给定 diffeological 空间X 和 Y , 我们称映射 f : X → Y 是光滑的, 如果对于
X 的任一 plot P : U → X, f ◦ P 是 Y 的一个 plot.

命题 1.4 [5] 设X, Y 和 Z 都是 diffeological 空间, 若 f : X → Y , g : Y → Z 都是光滑映

射, 则复合映射 g ◦ f : X → Z 也是光滑映射.

以下介绍几类常见的 diffeological 空间及其相关的性质.

定义 1.5 [7] 设 A 是 X 的一个非空子集, i : A → X 是包含映射. A 有一个子 diffeology

DA = {P : U → A|i ◦ P : U → X ∈ DX}.

我们称具有子 diffeology 的 A 是 X 的子空间. 在本文中, 我们把单位区间 I 看成 R 的子空

间.

定义 1.6 [7] 设 X 和 Y 都是 diffeological 空间, π : X → Y 是一个光滑的、满的映射,
如果对于 Y 的任一 plot P : U → Y 和任一点 u ∈ U, 存在 u 的开邻域 V 和 X 的 plot
Q : V → X, 使得 P |V = π ◦Q, 则称映射 π 为一个除法.

命题 1.7 [5] 设X, Y 和 Z 都是 diffeological 空间, π : X → Y 是除法. 则映射 f : Y → Z

是光滑的当且仅当 f ◦ π 是光滑的.
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定义 1.8 [7] 设 X 是 diffeological 空间, Y 是非空集合. π : X → Y 是满射. Y 有一个商

diffeology

DY = {P : U → Y |任意r ∈ U,存在r的开邻域V, Q :

V → X ∈ DX ,使得P |V : V → X = π ◦Q}.
称带商 diffeology 的 Y 为X 的商空间或X 的 diffeological 商. 由以上定义可见, π 是一个除

法.
定义 1.9 [7] 设 X 与 Y 都是 diffeological 空间, 令 C∞(X, Y ) = {所有光滑映射f : X →

Y }. 则 C∞(X, Y ) 有一个函数式 diffeology

DC∞(X,Y ) = {P : U → C∞(X, Y )|任意Q : V → X

∈ DX , ev ◦ (P ×Q) : U × V → Y ∈ DY }.
其中 ev: C∞(X, Y )×X → Y 是赋值映射, 定义为 ev(f, x) = f(x).
定理 1.10 [5] 设 X, Y 和 Z 都是 diffeological 空间, C∞(X, Y ), C∞(X × Y, Z) 和

C∞(X, C∞(Y, Z)) 都带函数式 diffeology. 则 C∞(X, C∞(Y, Z)) ∼= C∞(X × Y, Z).
定义 1.11 [5] 设 H : X × I → Y 是光滑同伦, 如果存在 0 < ε < 1

2
, 使得

H(x, s) = H(x, 0), 0 ≤ s ≤ ε; H(x, s) = H(x, 1), 1− ε ≤ s ≤ 1.

则称 H 为 tame 同伦.
以下给出光滑纤维化与光滑上纤维化的概念.
定义 1.12 [2] 设 E, B 和X 都是 diffeological 空间. 如果对任一光滑映射 f : X → E, 光

滑同伦 G : X × I → B,G0 = p ◦ f, 都存在光滑同伦 F : X × I → E, 使得 F0 = f, p ◦ F =
G(F是G的提升), 则称 p 有关于空间 X 的光滑同伦提升性质. 把 X 看成 X × {0}, 设
i0 : X → X × I 是包含映射, 则有交换图表如下:

X
f //

i0

²²

E

p

²²
X × I

F

;;w
w

w
w

w

G
// B.

若对所有 diffeological 空间 X, p 都有光滑同伦提升性质, 则称 p 是光滑纤维化.
定义 1.13 [2] 设 X, Y 是 diffeological 空间, A 是 X 的子空间. 如果对任一光滑映

射 f : X → Y , 光滑同伦 G : A × I → Y, G0 = f |A, 都存在光滑同伦 F : X × I → Y, 使

得 F0 = f, F |A × I = G(F是G的扩张), 则称 f 有关于空间 X 的光滑同伦扩张性质. 设
i : A → X 是包含映射, 则有交换图表如下:

A
i //

∩

²²

X

∩

²²
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Y
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G
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// X × I.
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若对所有 diffeological 空间 X, f 都有光滑同伦扩张性质, 则称 f 是光滑上纤维化.

2 定理 0.1 的证明

定理 2.1(即定理 0.1) 任何一个光滑映射 f : A → B 可表示成为一个光滑同伦等价和

光滑纤维化的复合.
证 令 Pf = {(a, λ) ∈ A × BI , f(a) = λ(1)}, 看成乘积空间 A × BI 的子空间, 其中

BI = C∞(I, B). 令

g : Pf → B, h : A → Pf ,

(a, λ) 7→ λ(0) a 7→ (a, ef(a)).

则有以下交换图表:

A
f //

h

²²

B

Pf

g

>>~~~~~~~
.

从而可证光滑映射 f 可表示成为光滑同伦等价映射 h 和光滑纤维化 g 的复合，即证 g 是光

滑纤维化, 以及 h 是光滑同伦等价.
首先证明 g 是光滑纤维化.
(1) 证 g 是光滑映射.
任取 P : U → Pf ∈ DPf

, 设 P (u) = (a, λ), u ∈ U. 则 g ◦ P : U → B 为

U
P−−→ Pf

g−−→ B

u 7→ (a, λ) 7→ λ(0).

设 i : Pf → A×BI 是包含映射, 则 i ◦ P : U → A×BI ∈ DA×BI :

U
P−−→ Pf

i−→ A×BI

u 7→ (a, λ) 7→ (a, λ).

设 πA : A×BI → A, πBI : A×BI → BI 是自然投射,则P
′ , πBI ◦i◦P : U → BI ∈ DBI :

U
i◦P−−→ A×BI πBI−−→ BI

u 7→ (a, λ) 7−→ λ.

取 Q : U → I, Q(u) = 0, u ∈ U. 则 Q ∈ DI . 取光滑映射 l : U → U × U, l(u) = (u, u), u ∈
U. 于是, ev ◦ (P

′ ×Q) ◦ l ∈ DB :

U
l−→ U × U

P
′×Q−−−−→ C∞(I, B)× I

ev−→ B

u 7−→ (u, u) 7−→ (λ, 0) 7−→ λ(0),

即 g ◦ P = ev ◦ (P
′ ×Q) ◦ l ∈ DB : ∈ DB. 故 g 是光滑映射.
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(2) 证 g 对所有 diffeological 空间都有光滑同伦提升性质.
设 X 是任一 diffeological 空间, k : X → Pf 是任一光滑映射, G : X × I → B 是光滑同

伦使 G0 = g ◦ k. 不妨设 G 是 tame 同伦.

X
k //

i0

²²

Pf

g

²²
X × I

F

<<x
x

x
x

x

G
// B.

记 k1 , πA ◦ i ◦ k : X → A, k2 , πBI ◦ i ◦ k : X → BI . 根据指数对应法则, k2 对应

k
′
: X × I → B, k

′
(x, t) = k2(x)(t). 定义 F

′
B : X × I × I 为

F
′
B(x, s, t) =

{
k
′
(x, 2t−s

2−s
), 0 ≤ s ≤ 2t,

G(x, s− 2t), 2t ≤ s ≤ 1.

由于 G(x, 0) = g ◦ k(x) = k2(x)(0) = k
′
(x, 0), G 是 tame 映射, 故 F

′
B 是光滑的. 根据指

数对应法则, 得到光滑同伦 FB : X × I → BI .

再定义 F : X × I → A × BI 为 F (x, s) = (k1(x), FB(x, s)), 由 k1 和 FB 的光滑性得

F 是光滑的. 又 f(k1(x)) = k2(x)(1) = k
′
(x, 1) = F

′
B(x, s, 1) = FB(x, s)(1), 从而 F 是从

X × I 到 Pf 的映射. 同时, F (x, 0) = (k1(x), FB(x, 0)) = (k1(x), k
′
(x, t)) = (k1(x), k2(x)) =

k(x); g ◦ F = FB(x, s)(0) = F
′
B(x, s, 0) = G(x, s).

因此, 由 (1)(2) 知 g 是光滑纤维化.
其次证明 h 是光滑同伦等价.
(1) 证 h : A → Pf , h(a) = (a, ef(a)) 是光滑映射.
任取 P : U → A ∈ DA, h ◦ P : U → Pf 为

U
P−−→ A

h−−−−→ Pf

u 7−→ P (u) 7−→ (P (u), ef(P (u))).

要证 h ◦ P ∈ DPf
, 即证 P

′ , i ◦ h ◦ P : U → A× BI , u 7→ (P (u), ef(P (u))) ∈ DA×BI , 则

转化为证 P1 , πA ◦ P
′
: U → A ∈ DA, 和 P2 , πBI ◦ P

′
: U → BI ∈ DBI :

U
P
′

−−−−−→ A×BI πA−−−−−→ A U
P
′

−−−−−→ A×BI πBI−−−−−−→ BI

u 7−→ (P (u), ef(P (u))) 7→ P (u). u 7−→ (P (u), ef(P (u))) 7→ ef(P (u)).

可见, P1 = P ∈ DA.而要证 P2 ∈ DBI ,即证对任意Q : V → I ∈ DI ,都有 ev◦(P2×Q) ∈
DB :

U × V
P2×Q−−−→ C∞(I, B)× I

ev−−→ B

(u, v) 7−→ (ef(P (u)), Q(s)) 7−→ f(P (u)),

由 f 的光滑性得 ev ◦ (P2 ×Q) ∈ DB 成立, 从而 h ◦ P ∈ DPf
, 即 h 是光滑映射.

(2) 定义 j : Pf → A, j(a, λ) = a, 是第一个坐标的投射, 则是光滑的.
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(3) 证 j ◦ h ' 1A, h ◦ j ' 1Pf
.

首先 j ◦ h = 1A, 而 h ◦ j : 1Pf
→ 1Pf

为 h ◦ j(a, λ) = (a, ef(a)).
定义 H : Pf × I → Pf ,H(a, λ, s) = (a, λs), λs(t) = λ(t + s(1− t)), t ∈ I. 下证 H 是光滑

的.
任取 P : U → Pf × I ∈ DPf×I , 设 P (u) = (a, λ, s), u ∈ U. 需证 H ◦ P : U → Pf ∈ DPf

:

U
P−−→ Pf × I

H−−→ Pf

u 7→ (a, λ, s) 7→ (a, λs).

则需证 P
′′ , i ◦ H ◦ P : U → A × BI , P

′′
(u) = (a, λs) ∈ DA×BI . 转化为证 P

′
1 ,

πA ◦ P
′′
: U → A ∈ DA, P

′
2 , πBI ◦ P

′′
: U → BI ∈ DBI :

U
P
′′

−−→ A×BI πA−−→ A U
P
′′

−−→ A×BI πBI−−→ BI

u 7−→ (a, λs) 7−→ a, u 7−→ (a, λs) 7−→ λs.

而证 P
′
2 ∈ DBI 相当于要证对任意 Q

′
: V → I ∈ DI , 都有 ev ◦ (P

′
2 ×Q

′
) ∈ DB :

U × V
P
′
2×Q

′

−−−−→ C∞(I, B)× I
ev−→ B

(u, v) 7−→ (λs, Q
′
(v)) 7−→ λ(Q

′
(v) + s(1−Q

′
(v))).

由于 P : U → Pf × I ∈ DPf×I , 设 πPf
: Pf × I → Pf , πI : Pf × I → I 是自然投射, 得到

i ◦ πPf
◦ P : U → I ∈ DA×BI , πI ◦ P : U → I ∈ DI :

U
P−−→ Pf × I

πPf−−→ Pf
i−→ A×BI U

P−−→ Pf × I
πI−→ I

u 7→ (a, λ, s) 7→ (a, λ) 7→ (a, λ). u 7−→ (a, λ, s) 7→ s.

从而 πA ◦ i ◦πPf
◦P : U → I, u 7→ a ∈ DA, 即得到 P

′
1 ∈ DA. 另, P

′′
2 , πBI ◦ i ◦πPf

◦P : U →
I, u 7→ λ ∈ DBI .取Q : V → I, Q(v) = (Q

′
(v)+s(1−Q

′
(v))) ∈ DI ,则有 ev◦(P ′′

2 ×Q) ∈ DB :

U × V
P
′′
2 ×Q−−−−−→ C∞(I, B)× I

ev−−−−−−−−−→ B

(u, v) 7→ (λ,Q
′
(v) + s(1−Q

′
(v))) 7→ λ(Q

′
(v) + s(1−Q

′
(v))),

即 ev ◦ (P
′
2 ×Q

′
) ∈ DB. 故 H 是光滑映射. 又 H0 = 1Pf

,H1 = h ◦ j, 所以 H 是连接 1Pf
和

h ◦ j 的光滑同伦.
因此, 由 (1)(2)(3) 知 h 是光滑同伦等价.

3 定理 0.2 的证明

定义 3.1 [5] 设 X 和 Y 都是 diffeological 空间, 如果 f : X → Y 是双射, 且 f 和 f−1 都

是光滑的, 则称映射 f 为 diffeomorphism.
引理 3.2 映射 φ : X × Y/α× β → X/α × Y/β(由 φ([x, y]) = ([x], [y]) 定义) 是 diffeo-

morphism.
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证 (1) 由等价关系 α, β, α × β 的定义和映射 φ 的定义, 得 φ 是双射, 且有以下交换图
表:

X × Y
pα×pβ //

pα×β

²²

X/α× Y/β

φ−1
vvnnnnnnnnnnnn

X × Y/α× β

φ
66nnnnnnnnnnnn

.

(2) pα, pβ 是除法, 易证 pα× pβ 是光滑的. 又 pα×β 是除法, 由命题 1.7 知 φ 是光滑映射.
(3) 由于 pα × pβ 是除法, pα×β 是光滑映射, 故由命题 1.7 知 φ−1 是光滑映射.
引理 3.3 设 F : X × I → Y 是光滑同伦. 定义等价关系 α : xαx

′
当且仅当 F (x, t) =

F (x
′
, t), 任意 t ∈ I. 设 pα : X → X/α 是粘合映射. 则 F 诱导光滑同伦 F

′
: X/α × I → Y,

使得 F
′ ◦ (pα × 1I) = F.

证 设 1 是 I 上的等价关系, 定义 i1i
′
当且仅当 i = i

′
, 则 α × 1 是 X × I 上的等价关

系. 由引理 3.2 知 φ : X × I/α× 1 → X/α× I 是 diffeomorphism. 根据 F 的假设知, 存在映
射 F

′′
: X × I/α× 1 → Y 使 F

′′ ◦ pα×1 = F, 且因为 pα×1 是除法, 所以 F
′′
是光滑的. 得到

以下交换图表:

X × I
F //

pα×1

ÁÁ>
>>

>>
>>

>>
>>

>>
>>

>>
>

pα×1I

''OOOOOOOOOOO Y

X/α× I

F
′

88rrrrrr

X × I/(α× 1)

φ

OO F
′′

BB¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥¥
.

令 F
′
= F

′′ ◦ φ−1, 即是所求.
定理 3.4 (即定理 0.2) 任何一个光滑映射 f : A → B 可表示成为一个光滑上纤维化和

光滑同伦等价的复合.
证 令Mf = A×I

∐
B/ ∼为 f 的光滑映射柱,其中∼是等价关系 : (a, 1) ∼ f(a), a ∈ A.

把Mf 看成 A× I
∐

B 的商空间, 设 p : A× I
∐

B → Mf 为光滑粘合映射. 令

g : A → Mf h : Mf → B

a 7→ [a, 0]. [a, t] 7→ f(a), (a, t) ∈ A× I,

b 7→ b, b ∈ B.

则有以下交换图表：

A
f //

g

²²

B

Mf

h

>>}}}}}}}}
.

故可证光滑映射 f 可表示成为光滑上纤维化 g 和光滑同伦等价 h 的复合, 即证 g 是光滑上纤

维化, 以及 h 是光滑同伦等价.
首先证明 g 是光滑上纤维化.
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(1) 证 g 是光滑映射. 把 A 看成 A × {0}, 则是Mf 的子空间, 而 g 是相应的包含映射,
则是光滑的.

(2) 证 g 对所有 diffeological 空间都有光滑同伦扩张性质.
设 Y 是任一 diffeological 空间, k : Mf → Y 是任一光滑映射, G : A × I → Y 是光滑同

伦使 G0 = k ◦ g. 不妨设 G 是 tame 同伦.

A
g //

∩

²²

Mf

∩

²²

k
{{wwwwwwwww

Y

A× I

G

<<yyyyyyyyy

g×1I

// Mf × I.

F

ccG
G

G
G

G

定义 FB : B × I → Y 为 FB(b, s) = k(b), 和 FA : A× I × I → Y 为

FA(a, t, s)

{
k([a, 2t−s

2−s
]), 0 ≤ s ≤ 2t

G(a, s− 2t), 2t ≤ s ≤ 1.

由于 k 是光滑的, G 是 tame 同伦, 且 G(a, 0) = k ◦ g(a) = k([a, 0]), 故 FB 和 FA 是光

滑的. 因为 FA(a, 1, s) = k([a, 1]) = k(f(a)) = FB(f(a), s), 根据引理 3.3, FA ∪ FB 诱导光滑

同伦 F : Mf × I → Y, 使 F ◦ (p × 1) = FA ∪ FB. 则 F (x, 0) = FB(x, 0) = k(x), 当 x ∈ B;
F ([x, t], 0) = k([x, t]), 当 (x, t) ∈ A× I; 故 F0 = k. F ◦ (g × 1I)(a, s) = F ([a, 0], s) = G(a, s),
即 F ◦ (g × 1I) = G.

因此, 由 (1)(2) 知 g 是光滑上纤维化.
其次证明 h 是光滑同伦等价.
(1) 证 h : Mf → B 是光滑映射.
因为在Mf 中, f(a) = [a, 1], a ∈ A, 所以把 h : Mf → B 看成

h : Mf → Mf

[a, t] 7→ [a, 1], (a, t) ∈ A× I,

b 7→ b, b ∈ B.

任取 P : U → Mf ∈ DMf
, 设 P (u) = [a, t], (a, t) ∈ A × I 或 P (u) = b, b ∈ B, u ∈ U. 则

h ◦ P : U → Mf 为

U
P−−→ Mf

h−−→ Mf

u 7→ [a, t] 7−→ [a, 1], (a, t) ∈ A× I,

u 7−→ b 7−→ b, b ∈ B.

设 i1 : A×I → A×I
∐

B, i2 : B → A×I
∐

B 是包含映射,由于 P : U → Mf ∈ DMf
,则

对任意 u ∈ U,存在 u的邻域W 和Q
′
1 : W → A× I ∈ DA×I ,使得 h◦P |W = p◦ i1 ◦Q

′
1,或者

Q
′
2 : W → B ∈ DB,使得 P |W = p◦ i2 ◦Q

′
2.令 l : A×I → A×I, l(a, t) = (a, 1), (a, t) ∈ A×I.
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可见 l是光滑的,则Q1 , l◦Q′
1 ∈ DA×I .于是, h◦P |W = p◦i1◦Q1,或者 h◦P |W = p◦i2◦Q′

2.

从而 h ◦ P ∈ DMf
.

(2) 定义 j : B → Mf , j(b) = b, b ∈ B. 可见 j 是包含映射, 则是光滑的.
(3) 证明 h ◦ j ' 1B, j ◦ h ' 1Mf

.
首先 h ◦ j = 1B, 而 j ◦ h : 1Mf

→ 1Mf
为

Mf
h−−→ B

j−−→ Mf

[a, t] 7→ f(a) 7→ f(a) = [a, 1], (a, t) ∈ A× I,

b 7−→ b 7−→ b, b ∈ B.

定义 H : Mf × I → Mf 为

Mf × I → Mf

([a, t], s) 7→ [a, t + s− st], (a, t) ∈ A× I,

(b, s) 7→ b, b ∈ B.

下证 H 是光滑的.
任取 P : U → Mf × I ∈ DMf×I , 设 P (u) = ([a, t], s), (a, t) ∈ A × I 或 P (u) = b, b ∈

B, u ∈ U. 则 H ◦ P : U → Pf 为

U
P−−→ Mf × I

H−−→ Mf

u 7−→ ([a, t], s) 7→ [a, t + s− st], (a, t) ∈ A× I,

u 7−→ (b, s) 7−→ b, b ∈ B.

设 πMf
: Mf × I → Mf , πI : Mf × I → I 是自然投射, 由于 P : U → Mf × I ∈ DMf×I ,

则 P1 , πMf
◦ P : U → Mf ∈ DMf

, P2 , πI ◦ P : U → I ∈ DI :

U
P−−→ Mf × I

πMf−−−→ Mf × I U
P−−→ Mf × I

πI−→ I

u 7−→ ([a, t], s) 7−→ [a, t], u 7→ ([a, t], s) 7→ s,

u 7−→ (b, s) 7−→ b. u 7→ (b, s) 7−→ s.

于是对任意 u ∈ U, 存在 u 的开邻域 V 和Q1 : V → A× I ∈ DA×I , 使 P1|V = p ◦ i1 ◦Q1,

或者 Q2 : V → B ∈ DB, 使 P2|V = p ◦ i2 ◦Q2.

设 πA : A × I → A, π
′
I : A × I → I 为自然投射, 则 Q

′
1 , πA ◦Q1 : V → A ∈ DA, Q

′′
1 ,

π
′
I ◦ Q1 : V → I ∈ DI . 令 Q

′
: V → I 为 Q

′
(u) , Q

′′
1 (u) + P2(u) − Q

′′
1 (u)P2(u), u ∈ V.

则 Q
′ ∈ DI . 再令 Q̃ : V → A × I 为 Q(u) = (Q

′
1(u), Q

′
(u)), u ∈ V. 则 Q̃ ∈ DA×I . 于是

H ◦ P |V = P ◦ i1 ◦ Q̃. 或者令 Q̃ , Q2 : V → B ∈ DB, 有 H ◦ P |V = P ◦ i2 ◦ Q̃. 从而

H ◦ P ∈ DMf
, 即 H 是光滑映射. 又 H0 = 1Pf

,H1 = h ◦ j, 所以 H 是连接 1Mf
和 j ◦ h 的光

滑同伦.
因此, 由 (1)(2)(3) 知 h 是光滑同伦等价.
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DECOMPOSITIONS OF SMOOTH MAPS IN DIFFEOLOGICAL

SPACE CATEGORY
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Abstract: In this paper we study the decomposition problem of smooth maps in the

diffeological space category. We apply the method of decomposition of maps from the classical

homotopy theory to show that any smooth map can be decomposed as the composition of a

smooth homotopy equivalence with a smooth fibration or a smooth cofibration. It generalizes the

related results in the topological space category.
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