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摘要: 本文研究了一维直线上的奇异型 Trudinger-Moser 不等式. 利用分数次 Sobolev 空间

上函数的 Green 表示公式, 得到了一类奇异型 Trudinger-Moser 不等式. 进一步利用合适的测试函数

序列验证了不等式中常数的最佳性. 这一结果将高维空间上的奇异型 Trudinger-Moser 不等式推广到

了一维情形.
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1 引言

设 Ω ⊂ Rn 是具有 C∞ 的有界区域, W 1,p
0 (Ω) 是定义在 Ω 上的 Sobolev 空间, 其范数为

‖u‖W 1,p =
(∫

Ω
(|∇u|p + |u|p) dx

) 1
p . 由经典的 Sobolev 嵌入定理可知 (n ≥ 2)：

(1) 当 p < n 时: W 1,n
0 (Ω) 嵌入到 L

np
n−p (Ω);

(2) 当 p > n 时: W 1,n
0 (Ω) 嵌入到 Cα(Ω), 其中 α = 1− n

p
;

(3) 当 p = n 时: W 1,n
0 (Ω) 嵌入到任意的 Lq(Ω), 其中 q ≥ 1,

但是, 在 p = n 时, 并不能得到W 1,n
0 (Ω) ⊂ L∞(Ω). 1967 年 Trudinger 通过幂级数展开

法建立了一个最佳嵌入不等式, 即存在 α0 > 0, 只要 α < α0, 就有

sup
‖u‖

W
1,n
0 (Ω)

≤1

∫

Ω

exp
(
α|u| n

n−1
)
dx < +∞.

1971 年, Moser[1] 通过对称重排方法确定了使得上式成立的最大常数 αn, αn = nω
1

n−1
n−1 , 其中

ωn−1 为 Rn 上单位球面的测度. 即当 0 ≤ α ≤ αn 时, 上式成立; 但 α > αn 时, 上式中的上确
界可以任意大. 现在称Moser 得到的结果为 Trudinger-Moser 不等式, 即

sup
‖∇u‖n≤1

∫

Ω

{
exp

(
αn|u| n

n−1
)− 1

}
dx < C(Ω, α).

后来Adimurthi和K.Sandeep[2]建立了有界区域上Dirichlet范数约束下的奇异型Trudinger-
Moser 不等式: 即当且仅当 α 和 β 满足 α

αn
+ β

n
≤ 1, α > 0, β ∈ [0, n) 时, 有

sup
‖∇u‖n≤1

∫

Ω

exp
(
α|u| n

n−1
)

|x|β dx < ∞.
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关于 Trudinger-Moser 不等式的其他重要研究可以参见文献 [3–8].
一个自然的问题是当 n = 1 时, 有没有类似的 Trudinger-Moser 不等式呢? 2015 年,

Martinazzi, Iula 以及 Maalaoui 在文献 [9] 中给出了一个肯定的回答, 他们得到了定义在直
线上的分数次 Sobolev 空间上的 Trudinger-Moser 不等式, 即若 p ∈ (1,∞), 则对于任何满足
|I| < ∞ 的开区间 I ⊂ R, 当 α ≤ αp 时, 有

sup
u∈H̃

1
p

,p
(I),

∥∥∥∥(−∆)
1
2p u

∥∥∥∥
Lp(I)

≤1

∫

R
exp

(
α|u| p

p−1
)
dx = Cp|I|

成立, 其中 αp = 1
2

(
2Γ

(
1
p

)
cos

(
π
2p

)) p
p−1

, Γ(z) =
∫ +∞

0

tz−1e−tdt.

进一步, 他们证明了常数 αp 是最佳的, 即当 α > αp 时, 上式中的上确界可以无穷大.
但一维情形下分数次 Sobolev 空间上奇异型 Trudinger-Moser 不等式的研究仍是空白.

本文将着力关注、探讨并尝试建立一维情形下有界区间上的奇异型 Trudinger-Moser 不等式
并讨论常数的最佳性.
为了叙述主要结果, 首先介绍分数次 Sobolev 空间 Hs,p. 令 s ∈ (0, 1), 考虑函数空间

Ls(R):

Ls(R) =
{

u ∈ L1
loc(R) :

∫

R

|u(x)|
1 + |x|1+2s

dx < ∞
}

.

对于 u ∈ Ls(R), 定义 (−∆)su 如下:

〈(−∆)su, ϕ〉 :=
∫

R
u(−∆)sϕdx, ϕ ∈ S,

其中 S 为光滑的速降函数空间, 并且对于 ϕ ∈ S, 定义

(−∆)sϕ = F−1
(| · |2sϕ̂

)
,

其中 F−1 为 Fourier 逆变换, ϕ̂ 为 ϕ 的 Fourier 变换. 对于 s ∈ (0, 1) 及 p ∈ [1,∞), s = 1
p
, 定

义 Bessel 位势空间
Hs,p(R) =

{
u ∈ Lp(R) : (−∆)

s
2 u ∈ Lp(R)

}

以及它的子空间

H̃s,p(I) =
{
u ∈ Lp(R) : 在R\I 上, u ≡ 0, (−∆)

s
2 u ∈ Lp(R)

}
,

其中 I ⊂ R 是一个有界区间. 上述两个空间的范数是:

‖u‖p
Hs,p(R) :=

∥∥(−∆)
s
2 u

∥∥p

Lp(R)
+ ‖u‖p

Lp(R).

记 ‖u‖∗ :=
∥∥(−∆)

s
2 u

∥∥
Lp(I)

, 当 u ∈ H̃s,p(I) 时, 由 [1] 可知存在 C 使得

‖u‖Hs,p(R) ≤ C‖u‖∗,

也即在 H̃s,p(I) 上 ‖u‖Hs,p(R) 与 ‖u‖∗ =
∥∥(−∆)

s
2 u

∥∥
Lp(I)

是等价的. 所以上述 H̃s,p(I) 空间的

范数可以由 ‖u‖∗ =
∥∥(−∆)

s
2 u

∥∥
Lp(I)

替代.
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本文的主要结果如下.
定理 1.1 对于任意有限区间 I ⊂ R, p ∈ [1,∞) 及 β ∈ [0, 1), 存在常数 C(p, β), 满足对

任意的 0 ≤ α ≤ αp, 有

sup
u∈H̃

1
p

,p
(I),

∥∥∥∥(−∆)
1
2p u

∥∥∥∥
Lp(I)

≤1

1
|I|1−β

∫

R

exp
[
(1− β)αp|u|

p
p−1

]

|x|β dx ≤ C(p, β) (1.1)

成立, 其中

αp :=
1
2

[
2 cos

(
π

2p

)
Γ

(
1
p

)]p′

, p′ =
p

p− 1
,Γ(z) :=

∫ +∞

0

tz−1e−tdt.

进一步, (1.1) 式中的常数 αp 是最佳的, 即如果 α > αp, (1) 式中的上确界可以任意大.

2 定理 1.1 的证明

为了证明定理 1.1, 首先给出下面的重排定义及处理卷积重排问题时常用的 O’Neil 引理.
记 λ(s) = |{x ∈ R : f(x) > s}|, 则 f∗(t) = inf{s > 0 : λ(s) ≤ t} 为 f 的径向递减重排,

f∗∗(t) = t−1
∫ t

0
f∗(s)ds为极大值函数. 下面给出著名的O’Neil引理 (见 [10]),即若 ϕ = f ∗g,

则对于任意 t > 0 均有

ϕ∗(t) ≤ ϕ∗∗(t) ≤ tf∗∗(t)g∗∗(t) +
∫ ∞

t

f∗(s)g∗(s)ds.

引理 2.1 设 I 为 R 的有界子集, u ∈ H̃
1
p ,p(I). 则

u∗(t) ≤ (αp)
1−p

p

[
p(t)−

1
p′

∫ t

0

∣∣∣(−∆)
1
2p u

∣∣∣
∗
(r)dr +

∫ |I|

t

∣∣∣(−∆)
1
2p u

∣∣∣
∗
(r) · (r)− 1

p′

]
(2.1)

证 当 u ∈ H̃
1
p ,p(I), 可知

u(x) =
∫

I

G 1
2p

(x, y)(−∆)
1
2p u(y)dy,

其中 G 1
2p

(x, y) 是 (−∆)
1
2p 在 I 上的 Green 函数, 即对于 x ∈ I, 满足

{
(−∆)

1
2p G 1

2p
(x, .) = δx, y ∈ I

G 1
2p

(x, y) = 0, y ∈ R\I

进一步, 不难验证 G 1
2p

(x, y) 满足

0 ≤ (2αp)
p−1

p G 1
2p

(x, y) ≤ I 1
p
(x− y) = |x− y| 1p−1,

其中 I 1
p
(x) = |x| 1p−1. 上述两式证明参照文献 [1, Lemma 2.2] 以及文献 [1, Theorem 1.1] 的

证明, 此处从略.
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设 x ∈ I 时, 记 f =
∣∣∣(−∆)

1
2p u

∣∣∣, g(x) = |x| 1p−1, 则由简单计算可得

g∗(t) =
(

t

2

)− 1
p′

, g∗∗(t) = p

(
t

2

)− 1
p′

,

下面估计 u(x) 的重排函数. 由于 f ≥ 0 利用 O’Neil 引理, 可以得到

u∗(t) ≤ u∗∗(t) ≤ (2αp)
1−p

p

[
tf∗∗(t)g∗∗(t) +

∫ ∞

t

f∗(s)g∗(s)ds

]

= (2αp)
1−p

p

[
tt−1p

(
t

2

)− 1
p′

∫ t

0

∣∣∣(−∆)
1
2p u

∣∣∣
∗
(r)dr +

∫ |I|

t

∣∣∣(−∆)
1
2p u

∣∣∣
∗
(r) ·

(r

2

)− 1
p′

dr |

= (2αp)
1−p

p

[
p

(
t

2

)− 1
p′

∫ t

0

∣∣∣(−∆)
1
2p u

∣∣∣
∗
(r)dr +

∫ |I|

t

∣∣∣(−∆)
1
2p u

∣∣∣
∗
(r) ·

(r

2

)− 1
p′

]

= (αp)
1−p

p

[
p(t)−

1
p′

∫ t

0

∣∣∣(−∆)
1
2p u

∣∣∣
∗
(r)dr +

∫ |I|

t

∣∣∣(−∆)
1
2p u

∣∣∣
∗
(r) · (r)− 1

p′

]

证毕.
引理 2.2 [11] 令 0 < α ≤ 1, p ∈ (1,∞), a(s, t) 是定义在 (−∞,∞) × [0,∞) 的非负可测

函数且满足 



a(s, t) ≤ 1, 当0 < s < t 时,

supt>0

(∫ 0

−∞ a(s, t)p′ds +
∫∞

t
a(s, t)p′ds

) 1
p′

= b < ∞

若 Φ ≥ 0 且满足
∫ ∞

−∞
Φ(s)pds ≤ 1, 那么一定存在某个常数 C0 满足

∫ +∞

0

exp (−Fα(t)) dt,

其中

Fα(t) = αt− α

(∫ +∞

−∞
a(s, t)Φ(s)ds

)p′

.

定理 1.1 的证明 对 (2.1) 式做变量替换 t = e−s|I|, 可以很容易得到

u∗
(
e−s|I|) ≤ (αp)

1−p
p |I| 1p

[
p
(
e−s

) 1−p
p

∫ ∞

s

∣∣∣(−∆)
1
2p u

∣∣∣
∗ (

e−r|I|) · e−rdr+
∫ s

0

∣∣∣(−∆)
1
2p u

∣∣∣
∗ (

e−r|I|) · (e−r
) 1

p dr

] (2.2)

令

Φ(r) =

{ ∣∣∣(−∆)
1
2p u

∣∣∣
∗
(e−r|I|) · (e−r|I|) 1

p , 若r ≥ 0

0, 若r < 0
(2.3)
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以及

a(r, s) =





0, 若r ≤ 0
1, 若0 < r ≤ s

pe
s−r
p′ , 若s < r < ∞

(2.4)

结合 (2.2)–(2.4) 式, 有

u∗
(
e−s|I|) ≤ (αp)

1−p
p

∫ +∞

−∞
Φ(r) · a(r, s)dr.

通过简单的计算, 可知
(|x|−β

)∗
(t) =

(
t

2

)−β

,

并且由重排的基本性质, 可知

(
exp

[
(1− β)α|u| p

p−1
])∗

(t) = exp
[
(1− β)α |u∗| p

p−1

]
.

对于任意的 0 ≤ α ≤ αp, 利用 Hardy-Littlewood 不等式 [12], 有

1
|I|1−β

∫

I

exp
[
(1− β)α|u| p

p−1
]

|x|β dx

≤ 1
|I|1−β

∫ |I|

0

exp
[
(1− β)α |u∗| p

p−1

](
t

2

)−β

dt

=
1

|I|1−β

∫ ∞

0

exp
[
(1− β)α

∣∣u∗ (
e−s|I|)∣∣

p
p−1

]
·
(

e−s|I|
2

)−β

· e−s|I|ds

=2β

∫ ∞

0

exp
[
(1− β)α

∣∣u∗ (
e−s|I|)∣∣

p
p−1

]
· e−s(1−β)ds

=2β

∫ ∞

0

exp

[
(1− β)α

[
(αp)

1−p
p

∫ +∞

−∞
Φ(r) · a(r, s)dr

] p
p−1

]
· e−s(1−β)ds

≤2β

∫ ∞

0

exp

[
(1− β)

[∫ +∞

−∞
Φ(r) · a(r, s)dr

] p
p−1

− s(1− β)

]
ds

≤2β

∫ ∞

0

exp [−F1−β(s)] ds,

其中

F1−β(s) = s(1− β)− (1− β)
[∫ +∞

−∞
Φ(r) · a(r, s)dr

] p
p−1

.

因为 (2.4) 中的 a(s, r) 满足当 0 < r < s, a(r, s) ≤ 1, 以及

∫ 0

−∞
a(r, s)

p
p−1 dr +

∫ ∞

s

a(r, s)
p

p−1 dr = pp′
∫ ∞

s

es−rdr = pp′ < ∞,
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且有 ∫ +∞

−∞
Φ(s)pds =

∫ +∞

0

|I|
[∣∣∣(−∆)

1
2p u

∣∣∣
∗ (

e−r|I|)
]p

· e−rdr

=
∫ |I|

0

[∣∣∣(−∆)
1
2p u

∣∣∣
∗
(t)

]p

· t · 1
t
dt

=
∥∥∥(−∆)

1
2p u

∥∥∥
p

Lp(I)
≤ 1.

于是利用引理 2.2, 可以得到
∫ ∞

0

exp [−F1−β(s)] ds ≤ C0.

因此, 当 0 ≤ α ≤ αp, 可以得到

1
|I|1−β

∫

I

exp
[
(1− β)α|u| p

p−1
]

|x|β ≤ C(p, β).

下面证明常数 αp 是最佳的. 通过简单的伸缩变换, 不难发现只需证明该结论在特定区间
I = (−1, 1) 上成立即可. 证明过程分为三步.
第一步 测试函数的构造. 固定 τ ≥ 1, 令 f(y) = fτ (y) := 1

2τ
|y|− 1

p χ[− 1
2 ,−r]∪[r, 1

2 ], r := e−τ

2

直接计算可得

‖f‖p
Lp

=
2

(2τ)p

∫ 1
2

r

dy

y
=

1
(2τ)p−1

.

令 u = uτ ∈ H̃
1
2p ,2(I) 为下列方程的解

{
(−∆)

1
2p u = f, 当x ∈ I

u ≡ 0, 当x ∈ Ic

第二步 证明 u ∈ H̃
1
p ,p(I). 这里的证明与 [9] 中类似, 这里省略.

第三步 当 x ∈ I 时,

u(x) =
∫

I

G 1
2p

(x, y)f(y)dy

=
1

2τ (2αp)
p−1

p

∫

r<|y|< 1
2

dy

|x− y|1− 1
p |y| 1p

−
∫

r<|y|< 1
2

H 1
2p

(x, y)f(y)dy

=: u1(x) + u2(x)

其中 H 1
2p

(x, ·) ∈ H̃
1
2p ,2(I) + gx 是下述方程的解

{
(−∆)sHs(x, ·) = 0, 当x ∈ I

Hs(x, ·) = gx, 当x ∈ Ic

其中 gx ∈ C∞(R) 且当 y ∈ Ic 时,

gx(y) = F 1
2p

(x− y) =
1

2 cos
(

1
2p

π
)

Γ
(

1
p

)
|x− y|1− 1

p

.
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类似于 [9], 可以得到 u 在 [−r, r] 上的一个下界估计.

u1(x) =
1

2τ (2αp)
p−1

p

(∫ 1/2

r

dy

|x− y|1− 1
p |y| 1p

+
∫ −r

−1/2

dy

|y − x|1− 1
p |y| 1p

)

≥ 1

2τ (2αp)
p−1

p

(∫ 1/2

r

dy

y
+

∫ 1/2

r

dy

y + x

)

=
1

2τ (2αp)
p−1

p

(
2τ + log

(
1 + 2x

1 + x
r

))

=
1

(2αp)
p−1

p

+ O
(
τ−1

)
.

因为 H 1
2p
在 [−r, r]× [− 1

2
, 1

2

]
上有界, 可知

|u2(x)| ≤ C

∫ 1
2

r

f(y)dy ≤ Cτ−1

∫ 1
2

0

|y|− 1
p dy = O

(
τ−1

)
, x ∈ [−r, r].

于是, 对于任意的 x ∈ [−r, r], 当 τ →∞ 时,

u = uτ ≥ 1

(2αp)
p−1

p

+ O
(
τ−1

)
.

令 wτ := (2τ)
p−1

p uτ ∈ H̃
1
p ,p(I), 不难验证 ‖(−∆)

1
2p wτ‖Lp(I) = 1, 于是

∫

I

exp
[
(1− β)α |wτ |p

′]

|x|β dx ≥
∫ r

−r

exp
[
(1− β) α

αp
(τ + O(1))

]

|x|β dx

=2
∫ r

0

exp
[
(1− β) α

αp
(τ + O(1))

]

xβ
dx

=
2

1− β
r1−β exp

[
(1− β)

α

αp

(τ + O(1))
]

=
2β

1− β
exp

[
(1− β)τ

(
α

αp

− 1
)

+ (1− β)
α

αp

O(1)
]

→∞ (τ →∞)
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A FRACTIONAL SINGULAR TRUDINGER-MOSER INEQUALITY

IN DIMENSION ONE

ZHU Mao-chun , LIU Jie

(School of Mathematical Sciences, Jiangsu University, Zhenjiang 212013, China)

Abstract: This paper is devoted to studying a singular fractional Trudinger-Moser

inequality in dimension one. By the Green representation formula for functions in the fractional

Sobolev spaces, we get a singular fractional Trudinger-Moser type inequality. Furthermore, by

using a suitable test functions sequence, we can show that the constant in the inequality is optimal.

This result extends the singular Trudinger-Moser inequality in the high-dimensional spaces to the

space of dimension one.

Keywords: Trudinger-Moser inequality; fractional Sobolev space; rearrangement; optimal

constant
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