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局部单叶对数调和映射的 Bohr 半径
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摘要: 本文研究了一类局部单叶对数调和映射的若干性质. 利用复分析的方法与技巧, 获得了

该类映射的增长定理和两种新的 Bohr 半径, 推广了几何函数的理论研究结果.
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1 引言

假设 A(D) 是一类定义在单位圆盘 D := {z : |z| < 1} 上的解析函数集合. 1914 年,
Bohr[1] 得到了在单位圆盘上的解析自映射 f 级数展开式的模的大小估计. 下面是著名的
Bohr 不等式, 如果

f(z) =
∞∑

k=0

akz
k ∈ A(D), |f(z)| < 1, z ∈ D

那么
∞∑

k=0

|akz
k| ≤ 1 对于所有的 |z| ≤ 1

3
.

Bohr 实际上得到的半径 |z| = 1
6
, 后来Wiener, Riesz 和 Schur[2−4] 分别研究得到了精确的半

径 |z| = 1
3
. Bohr 不等式也可以换一种描述, 如果

f(z) =
∞∑

k=0

akz
k 和 ‖f‖∞ = sup

|z|<1

|f(z)| < ∞

那么
∞∑

k=0

|akz
k| ≤ ‖f‖∞ 对所有的 |z| ≤ 1

3
.

对于

f(z) =
∞∑

k=0

akz
k,
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Bohr 不等式的一个等价形式

d

( ∞∑
k=0

|akz
k|, |a0|

)
=

∞∑
k=1

|akz
k| ≤ d(f(0), ∂D),

这里的 d 是欧氏距离. 上述不等式描述了解析映射把单位圆盘映射到单位圆盘的边界上的
Bohr 现象. 最近, Defant 等人研究了多维 Bohr 半径与局部 Banach 空间理论之间的关系, 并
且获得了关于多圆盘 Dn [5] 对于 n 维 Bohr 半径的最佳渐近值的估计.
本文的目标是以形如 f(z) = z|z|2βh(z)g(z) 的局部单叶对数调和映射为研究对象, 扩展

了 Bohr 现象的表示公式. 此处的 h, g 在单位圆盘 D 上解析. 调和映射与对数调和映射的相
关性质以及各种记号将在文章第二部分阐述, 文章第三部分是精确的增长定理和新的 Bohr
半径等主要结果的证明.

2 预备知识

这一节, 给出一些相关记号和概念. 单位圆盘 D 上的调和函数是指复值函数

f = u + iv 以及 z = x + iy,

且满足 Laplace 方程

∆f = 4fzz̄ = 0, fz =
1
2
(fx − ify), fz̄ =

1
2
(fx + ify),

u, v 均为单位圆盘上的实值调和函数. 由此 f 有规范表示 f = h + ḡ, 这里的 h, g 均为单位圆

盘上的解析函数, 且满足 f(0) = h(0). 我们说 f 在单位圆盘上局部单叶且具有保向性是指其

Jacobian 行列式 Jf (z) > 0, 或者等价地说, 在单位圆盘上其第二复特征 ωf := g′

h′ 有此特性

|ωf (z)| < 1 [6].
假设 B(D) 表示一类由函数 ω ∈ A(D) 且满足 |ω(z)| < 1 的集合. 定义在单位圆盘 D 上

的对数调和映射就是一类非线性偏微分方程

fz̄

f̄
= ω

fz

f
,

的解, 其第二复特征 ω ∈ B(D). 因此 Jacobian 行列式

Jf = |fz|2(1− |ω|2) > 0.

当 f 是一单位圆盘上非退化的对数调和映射, 有下列表达式

f(z) = h(z)g(z),

这里的 h, g 均属于 A(D). 在文献 [7], 作者 Mao 等人对于非退化的对数调和映射引进了
Schwarz 导数概念, 研究 Schwarz 引理并获得了两种 Landau 型定理.
如果 f 是单位圆盘上的非常数对数调和映射, 其仅在 z = 0 处退化, 那么 f 有下列表达

式 [8]

f(z) = zm|z|2βmh(z)g(z),
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此处的 m 是非负整数, Reβ > − 1
2
, h, g 均为单位圆盘上的解析函数, 满足 h(0) 6= 0 和

g(0) = 1, 指数 β 仅依靠 ω(0), 有如下关系式

β =
ω(0) + |ω(0)|2

1− |ω(0)|2 .

f(0) 6= 0, 当且仅当 m = 0, 有一类单叶对数调和映射仅在原点退化, 当且仅当 m = 1, 也就
是说 f 有下列表达形式

f(z) = z|z|2βh(z)g(z) z ∈ D, (1)

此处像区域 (hg)(D) 不包含 0 且 g(0) = 1. 本文中, 用记号 S∗Lh 表示把单位圆盘映射到星形

区域的单叶对数调和映射集合, 且满足 f(0) = 0, h(0) = g(0) = 1 这一类对数调和映射近
期被广泛研究 [9−12].

3 主要结果及其证明

定理 3.1 假设 f = z|z|2βh(z)g(z) ∈ S∗Lh 是把单位圆盘 D 映射到复平面 C 的一星形区
域的保向对数调和映射, 那么下面的不等式

|z|2|β|+1 exp
( −4|z|

1 + |z|

)
≤ |f(z)| ≤ |z|2|β|+1 exp

(
4|z|

1− |z|

)
(2)

成立, 并且不等式 (2) 是精确的.
证 首先由 [8, 定理 5.1] 可得

ψ(z) :=
zh(z)
g(z)

∈ S∗,

其中 S∗ 星形函数类. 因此

h(z) = ψ(z)
g(z)
z

, f(z) = z|z|2βψ(z)|g(z)|2.

对于 |z| = r, 根据星形函数的增长定理和性质可得

|ψ(z)| ≤ r

(1− r)2
,

∣∣∣∣
zψ′(z)
ψ(z)

∣∣∣∣ ≤
1 + r

1− r
, 以及

∣∣∣∣
ω(z)

z(1− ω(z))

∣∣∣∣ ≤
1

1− r
.

又根据 [13, 定理 2], g(z)可以表示为

g(z) = exp
(∫ z

0

ψ′(t)
ψ(t)

· ω(t)
1− ω(t)

dt

)
,

所以产生

|g(z)| ≤ exp
(∫ r

0

1 + t

1− t
· 1
1− t

dt

)
= (1− r) · exp

(
2r

1− r

)
, (3)

和

|h(z)| =
∣∣∣∣ψ(z)

g(z)
z

∣∣∣∣ ≤
1

1− r
· exp

(
2r

1− r

)
. (4)
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所以结合 (3), (4) 可以得到上界

|f(z)| =
∣∣∣z|z|2βh(z)g(z)

∣∣∣ ≤ |z|2|β|+1|h(z)||g(z)| = |z|2|β|+1 · exp
(

4|z|
1− |z|

)
. (5)

对于左边下界的估计, 结合文献 [13, 定理 2],

log |h(z)| ≥ inf
0≤θ≤π

2

( −2r cos θ

1 + r cos θ
− log(1 + r)

)
≥ −2r

1 + r
− log(1 + r),

经简单运算得出

|h(z)| ≥ 1
1 + r

· exp
( −2r

1 + r

)
. (6)

与此类似 |g(z)| 的下界

log |g(z)| ≥ inf
0≤θ≤π

2

( −2r cos θ

1 + r cos θ
+ log(1 + r)

)
≥ −2r

1 + r
+ log(1 + r),

从而有

|g(z)| ≥ (1 + r) · exp
( −2r

1 + r

)
. (7)

结合 (6), (7) 可以得出

|f(z)| = |z|2|β|+1|h(z)||g(z)| ≥ r2|β|+1 · exp
( −4r

1 + r

)
, (8)

再结合 (5), (8) 可以得出不等式 (2) 成立, 为了验证不等式 (2) 的精确性, 可以分别取

g(z) = (1− z) exp
(

2z

1− z

)
, h(z) =

1
1− z

exp
(

2z

1− z

)
.

证毕.
定理 3.2 假设 f ∈ S∗Lh 是局部单叶保向对数调和映射, 其表达式 f(z) = z|z|2βh(z)g(z),

把单位圆盘映射到复平面一星形区域, h, g 分别为

h(z) = exp

( ∞∑
k=1

akz
k

)
和 g(z) = exp

( ∞∑
k=1

bkz
k

)
,

那么下列两个不等式成立

|zβ+1| · exp

( ∞∑
k=1

|ak||z|k
)
≤ d(0, ∂hβ(D)) (9)

对于 |z| ≤ rhβ
, 这里的 rhβ

是下面方程

r|β|+1

1− r
· exp

(
2r

1− r

)
=

1
2e



92 数 学 杂 志 Vol. 41

在 (0, 1) 的唯一解;

|zβ| · exp

( ∞∑
k=1

|bk||z|k
)
≤ d(0, ∂gβ(D)) (10)

|z| ≤ rgβ
, 这里的 rgβ

是方程

r|β|(1− r) · exp
(

2r

1− r

)
=

2
e

属于区间 (0, 1) 的唯一解.
证 记

hβ(z) = zβ+1h(z) = zβ+1 · exp

( ∞∑
k=1

akz
k

)
和 gβ(z) = zβg(z) = zβ · exp

( ∞∑
k=1

bkz
k

)
.

根据文献 [12, 定理 3.3],

|ak| ≤ 2 +
1
k
和 |bk| ≤ 2− 1

k
,

再结合文献 [13, Corollary 1], 有

d(0, ∂hβ(D)) ≥ 1
2e

和 d(0, ∂gβ(D)) ≥ 2
e
.

因此

r|β|+1 · exp

( ∞∑
k=1

|ak|rk

)
≤ r

|β|+1 · exp

( ∞∑
k=1

(2 +
1
k
)rk

)
= r|β|+1 · exp

(
2r

1− r
− log(1− r)

)

≤ d(0, ∂hβ(D))

当且仅当
r|β|+1

1− r
· exp

(
2r

1− r

)
≤ 1

2e
.

Bohr 半径 rhβ
是下面方程

r|β|+1

1− r
· exp

(
2r

1− r

)
=

1
2e

的唯一正解. 与此类似有下列不等式

r|β| · exp

( ∞∑
k=1

|bk|rk

)
≤ r|β| · exp

( ∞∑
k=1

(2− 1
k
)rk

)
= r|β| · exp

(
2r

1− r
+ log(1− r)

)

≤ d(0, ∂gβ(D))

当且仅当

r|β|(1− r) · exp
(

2r

1− r

)
≤ 2

e
.
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因此 Bohr 半径 rgβ
是下列方程

r|β|(1− r) · exp
(

2r

1− r

)
=

2
e

的唯一正解, 证毕.
定理 3.3 假设 f(z) = z|z|2βh(z)g(z) ∈ S∗Lh 是定义在单位圆盘到复平面上的一星形区

域的局部单叶对数调和映射, 那么对于任意的实数 s ∈ R, 使得

|z2β+1| · exp

( ∞∑
k=1

|ak + eisbk||z|k
)
≤ d(0, ∂f(D)).

对于 |z| ≤ rf , 该 Bohr 半径 rf 是下面方程

r2|β|+1 · exp
(

4r

1− r

)
=

1
e2

.

在区间 (0, 1) 唯一解.
证 首先由文献 [12, 定理 3.3] |ak| ≤ 2 + 1

k
和|bk| ≤ 2− 1

k
, 再结合文献 [13] 给出

d(0, ∂f(D)) ≥ 1
e2

因此有

r2|β|+1 · exp

( ∞∑
k=1

|ak|rk +
∞∑

k=1

|bk|rk

)
≤ r2|β|+1 · exp

( ∞∑
k=1

4rk

)
= r2|β|+1 · exp

(
4r

1− r

)

≤ d(0, ∂f(D)),

当且仅当

r2|β|+1 · exp
(

4r

1− r

)
≤ 1

e2
.

所以该 Bohr 半径 rf 是方程

r2|β|+1 · exp
(

4r

1− r

)
=

1
e2

的唯一解, 证毕.
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THE BOHR RADIUS FOR UNIVALENT LOCALLY

LOG-HARMONIC MAPPINGS

JIANG Qing-hua , YUAN Wen-jun

(School of Mathematics and Information Science Guangzhou University, Guangzhou 510006, China)

Abstract: In this paper, we study some properties of a certain class of univalent locally

log-harmonic mappings. By using complex analysis methods and techniques, we obtain the growth

theorem and two distinctive sharp Bohr radius for given the certain mappings. These results

generalize the theoretical research results of the geometric function theory.

Keywords: univalent log-harmonic mappings; Bohr radius; growth theorem; estimations
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