
Vol. 40 ( 2020 )
No. 6

数 学 杂 志
J. of Math. (PRC)

基于超前倒向随机微分方程的动态风险度量

陈 威, 李志民,张雪峰
(安徽工程大学数理学院,安徽 芜湖 241000)

摘要: 本文研究了基于超前倒向随机微分方程的时间相容的过程的动态凸 (一致性) 风险度量

的问题. 利用对超前倒向随机微分方程生成元的适当假设, 建立超前倒向随机微分方程生成元与过程

的动态凸 (一致性) 风险度量的对应模型, 证明了超前倒向随机微分方程的解可以定义时间相容的过程

的风险度量. 得到了基于超前倒向随机微分方程的风险度量, 推广了基于倒向随机微分方程的动态风

险度量. 由于超前倒向随机微分方程生成元中包含当前时刻和未来时刻的解, 因此本文的结论对风险

的预测更加可靠.
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1 引言

金融系统中传统的风险度量方法注重在一定概率空间上由随机变量描述不确定收益, 在
这种情况下, 付款通常被认为是贴现的, 时间对于风险度量来说并不重要. 然而, 货币的时间
价值可以通过一个简单的折现过程来解决的假设在很多情况下过于局限. 基于传统风险度量
所存在的问题, Artzner 等 [1] 在公理化的假设下, 讨论了一致性风险度量的方法. Föllmer 和
Schied[2] 对一致性风险度量的概念进行延伸, 引入了凸风险度量的概念.

Frittelli 和 Rosazza Gianin[3] 在此基础上讨论了一组定义凸风险度量的公理, 其中将货
币风险度量与传统的效用函数区别开的一个主要公理是现金不变性. 出于监管目的, 现金不
变性给出了风险度量最小资本要求的解释, 但它也假定未来的偿付和目前的资本储备是用相
同的数字表示的, 因此现金不变性不允许人们处理贴现不确定性的问题. 为了弥补这一缺点,
El Karoui 和 Ravanelli[4] 用现金次可加性取代了现金不变性. 在此基础上, Cheridito 等 [5]

考虑在整个时间间隔内度量价值未来演化的风险来解决贴现不确定性, 并提出了过程的一致
性和凸风险度量. 随机过程的框架允许人们放松现金不变性的公理且不丢失风险度量作为最
低资本要求的解释. 同时, Riedel[6]、Bayraktar[7]、Cheng 和 Riedel[8] 对货币时间价值的不确
定性做出了解释. Acciaio 等 [9] 引入的过程的风险度量为处理模型的模糊性提供了一个自然

地框架, 并在离散时间框架下引入了过程凸风险度量的鲁棒表示. Jiang[10] 在对生成元的适

当假设下, 建立基于 g- 期望的相关过程的风险度量.
为解决模型的模糊性以及货币时间的不确定性, Penner 和 Réveillac[11] 提供了一种连续

时间的风险度量方法, 并建立了过程的风险度量和倒向随机微分方程之间的联系. Peng 和
Yang[12] 在倒向随机微分方程 (简称:BSDEs) 和随机时滞微分方程 (简称:SDDEs) 的基础上
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引入了一类新的随机微分方程— 超前倒向随机微分方程 (简称: 超前 BSDEs), 考虑其生成
元包含当前和未来时刻的解, 证明方程解的存在唯一性, 并对解的比较定理进行研究. Xu 和
Chen[13] 对超前 BSDEs 生成元满足随机 Lipschitz 条件的情况进行研究, 得到了超前 BSDEs
解的存在唯一性和比较定理. 在对有限或无限时间间隔内的 BSDEs 生成元的适当假设下, Ji
等 [14] 建立了基于 BSDEs 的过程的动态风险度量模型, 证明了 BSDEs 生成元与过程的动态
风险度量的对应关系.
文献 [14] 中 BSDEs 的生成元只包含当前 t 时刻的解, 即通过 BSDEs 定义的风险度量

只能度量当前时刻的风险, 并不能对未来时刻的风险做预测, 这限制了理论的进一步的应用.
为此本文考虑生成元中包含将来时刻的解, 在此模型下通过对超前 BSDEs 生成元进行适当
假设, 建立基于超前 BSDEs 的过程的动态风险度量的模型, 研究超前 BSDEs 生成元与过程
的动态凸 (一致性) 风险度量的一一对应关系. 全文结构如下: 第 2 节回顾过程的动态风险度
量的有关符号和概念以及时间相容性的概念; 第 3 节考虑一种类型的超前 BSDEs 并对超前
BSDEs 生成元做适当假设, 建立了基于超前 BSDEs 的过程的动态风险度量的模型; 第 4 节
证明了超前 BSDEs 生成元与基于超前 BSDEs 的时间相容的过程的动态凸 (一致性) 风险度
量的对应关系; 第 5 节是对具体例子进行分析并对文章做一个整体性的总结.

2 动态风险度量的定义及符号

设 T ∈ [0,∞], (Ω,F ,P) 是 T 上的完备概率空间, (Wt)(t≥0) 是定义在该空间上的 d 维标

准维纳过程, (Ft)(t≥0) 是由 (Wt)(t≥0) 生成的 σ 域流. 对任意的 z ∈ Rn, 记 ‖z‖ 为欧式范数,
记W(Rn) 是所有 Rn 值, Ft 循序可测过程构成的空间.
定义过程的空间如下

L2(Ω,Ft,P) = {ξ; ξ是R值,Ft可测的,并且EP[ξ2] < ∞},
L∞(Ω,Ft,P) = {ξ; ξ是R值,Ft可测并且有界的},
S2 = {δ ∈ W(Rn); δ是右连左极的,并且EP[ sup

(t∈[0,T ])

|δ|2] < ∞}.

考虑动态框架下的风险度量, x ∈ R∞ 表示为一个模拟某种金融资产演化的价值过程, 过
程m1[t,T ] 表示时间 t ≤ T 时一次支付m 单位的现金. 对 ∀0 ≤ t ≤ s ≤ T , x ∈ R∞, r ∈ [0, T ],
定义映射 π(t,s) : R∞ → R∞ 如下

π(t,s)(X)r := 1[t,T ](r)X(r∧s), R∞(t,s) := π(t,s)(R∞), R∞t := π(t,T )(R∞).

为进一步明确风险度量, 我们引入文献 [11] 中有关过程的动态一致性风险度量的符号.
定义 2.1 对所有的 X1, X2 ∈ R∞t , 当 t ∈ [0, T ] 时的映射 ρt : R∞t → L∞(Ω,Ft,P) 满足

下列性质时, 映射 ρt 被称为过程的条件一致性风险度量:
(1) (条件现金不变性) 对 ∀m ∈ L∞(Ω,Ft,P), 有 ρt(X + m1[t,T ]) = ρt(X)−m.
(2) (条件正齐次性) 对 ∀t ∈ [0, T ], 有 ρt(X1 + X2) ≤ ρt(X1) + ρt(X2).
(3) (单调性) 如果 X1 ≤ X2, 则 ρt(X1) ≥ ρt(X2).
(4) (正则性)ρt(0) = 0.
对任意的 t ∈ [0, T ], 如果映射 ρt : R∞t → L∞(Ω,Ft,P) 是过程的条件一致性风险度量,

那么序列 (ρt)t∈[0,T ] 称为过程的动态一致性风险度量.
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考虑到一致性风险度量存在的局限性, 为了更广泛的研究金融市场的风险度量问题, 我
们接下来引入过程的动态凸风险度量的概念.
定义 2.2 对所有的 X1, X2 ∈ R∞t , 当 t ∈ [0, T ] 时的映射 ρt : R∞t → L∞(Ω,Ft,P) 满足

下列性质时, 映射 ρt 被称为过程的条件凸风险度量:
(1) (条件现金不变性) 对 ∀m ∈ L∞(Ω,Ft,P), 有 ρt(X + m1[t,T ]) = ρt(X)−m.
(2) (条件凸性) 对所有的 λ ∈ L∞(Ω,Ft,P), 有 ρt(λX1 + (1 − λ)X2) ≤ λρt(X1) + (1 −

λ)ρt(X1).
(3) (单调性) 如果 X1 ≤ X2, 则 ρt(X1) ≥ ρt(X2).
(4) (正则性)ρt(0) = 0.
对任意的 t ∈ [0, T ], 如果映射 ρt : R∞t → L∞(Ω,Ft,P) 是过程的条件凸风险度量, 那么

序列 (ρt)t∈[0,T ] 称为过程的动态凸风险度量.
容易验证一个过程的条件一致性风险度量同样也是一个过程的条件凸风险度量. 对

X ∈ R∞, 记 ρt(X) = ρt(π(t,T )(X)), 然后引入时间相容的概念.
定义 2.3 对任意的 s ∈ [t, T ], t ∈ [0, T ], X ∈ R∞, 若过程的动态风险度量 (ρt)t∈[0,T ] 满

足:ρt(X) = ρt(X1[t,s) − ρs(X)1[s,T ]), 则称过程的动态风险度量 (ρt)t∈[0,T ] 是时间相容的.

3 超前 BSDEs 的基本假设和主要结论

考虑下面一种类型的超前 BSDE:




Yt = ξT +
∫ T

t
g(s, Ys, Zs, Ys+α(s), Zs+β(s))ds− ∫ T

t
ZsdWs, t ∈ [0, T ]

Yt = ξt, t ∈ [T, T + K]
Zt = ηt, t ∈ [T, T + K]

(3.1)

其中 α(·) : [0, T ] → R+ 与 β(·) : [0, T ] → R+ 是满足下面条件的连续函数:
(a) 存在某一常数K ≥ 0, 使得对任何 t ∈ [0, T ],

t + α(t) ≤ T + K, t + β(t) ≤ T + K;

(b) 存在某一常数 C ≥ 0, 使得对任何 t ∈ [0, T ] 及非负可积函数 f(·),
∫ T

t

f(s + α(s))ds ≤ c

∫ T+K

t

f(s)ds,

∫ T

t

f(s + β(s))ds ≤ c

∫ T+K

t

f(s)ds.

上述超前BSDE的生成元 g:Ω×Rm×Rm×d×L2
F(t, T + K;Rm)×L2

F(t, T + K;Rm×d) →
L2(Ft, R

m) 是一个使得 (g(t, y, z, ξ, η))t∈[0,T ] 是循序可测的函数, 并且生成元 g 满足下面假

设条件

(1) g 在 (y, z, ξ, η) 上是随机 Lipschitz 连续的, 即存在四个正的 Ft 循序可测随

机过程:ϕ1(t), ϕ2(t), φ1(t), φ2(t), 对任意的 t ∈ [0, T ], y1,2 ∈ Rm, z1,2 ∈ Rm×d, ξ1,2 ∈
L2
F(t, T + K;Rm), η1,2 ∈ L2

F(t, T + K;Rm×d), γ1,2 ∈ [T, T + K], 有

|g(t, y1, z1, ξ
1
γ1

, η1
γ2

)− g(t, y2, z2, ξ
2
γ1

, η2
γ2

)|
≤ ϕ1(t)|y1 − y2|+ φ1(t)|z1 − z2|+ EFt [ϕ2(t)|ξ1

γ1
− ξ2

γ1
|+ φ2(t)|η1

γ2
− η2

γ2
|]
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其中,
∫ T

0

[ϕ1(t) + φ2
1(t) + ϕ2(t) + φ2

2(t)]dt < ∞.

(2) EP[
∫ T

0

|g(t, 0, 0, 0, 0)|2dt] < ∞.

(3) g 在 (y, z, ξ, η) 上是非增的.
(4) g(t, 0, 0, 0, 0) = 0.
(5) g 在 (y, z, ξ, η) 上是凸的, 即对任意的 t ∈ [0, T ], y1,2 ∈ Rm, z1,2 ∈ Rm×d, ξ1,2 ∈

L2
F(t, T+ K;Rm), η1,2 ∈ L2

F(t, T + K;Rm×d), γ1,2 ∈ [T, T + K], λ ∈ [0, 1], 有:

g(t, λy1 + (1− λ)y2, λz1 + (1− λ)z2, λξ1
γ1

+ (1− λ)ξ2
γ1

, λη1
γ2

+ (1− λ)η2
γ2

)

≤ λg(t, y1, z1, ξ
1
γ1

, η1
γ2

) + (1− λ)g(t, y2, z2, ξ
2
γ1

, η2
γ2

).

(6) g 在 (y, z, ξ, η) 上是次可加的, 即对任意的 t ∈ [0, T ], y1,2 ∈ Rm, z1,2 ∈ Rm×d,
ξ1,2 ∈ L2

F (t, T + K;Rm), η1,2 ∈ L2
F(t, T + K;Rm×d), γ1,2 ∈ [T, T + K], 有:

g(t, y1 + y2, z1 + z2, ξ
1
γ1

+ ξ2
γ1

, η1
γ2

+ η2
γ2

) ≤ g(t, y1, z1, ξ
1
γ1

, η1
γ2

) + g(t, y2, z2, ξ
2
γ1

, η2
γ2

).

(7) g 在 (y, z, ξ, η) 上是正齐次的, 即对任意的 θ ≥ 0, y1,2 ∈ Rm, z1,2 ∈ Rm×d, ξ1,2 ∈
L2
F(t, T + K; Rm), η1,2 ∈ L2

F(t, T + K;Rm×d), γ1,2 ∈ [T, T + K], 有:

g(t, θy, θz, θξ, θη) = θg(t, y, z, ξ, η).

若生成元 g满足上述假设条件 (1), (2), 对任意终端条件 ξT ∈ S2
F(T, T + K;Rm)和 ηT ∈

L2
F(t, T + K;Rm×d),由文献 [13]知存在唯一适应对 (Yt, Zt)t∈[0,T ] ∈ S2

F(0, T + K;Rm×d)× L2
F

(0, T + K;Rm×d) 满足超前 BSDE(3.1).
对任意固定的 X ∈ S2, 考虑下面形式的超前 BSDE:





Yt = −ξT +
∫ T

t
g(s, Ys + Xs, Zs, Ys+α(s), Zs+β(s))ds− ∫ T

t
ZsdWs, t ∈ [0, T ];

Yt = ξt, t ∈ [T, T + K];
Zt = ηt, t ∈ [T, T + K].

(3.2)
为了强调对于给定过程 X ∈ R∞ 的依赖关系, 我们有时候也可以用超前 BSDE(X) 来表

示超前 BSDE(3.2),用 Yt(X)表示超前 BSDE(X)在时刻 t的解 Y(t,T )(X). 由超前 BSDE(X)
解的唯一性, 我们得到 Yt(X) = Yt(π(t,T )(X)), 这是符合约定的 ρt(X) = ρt(π(t,T )(X)). 对于
s ∈ [t, T ], 也用 Y(t,s)(X) 表示 [0, s] 上的超前 BSDE(X) 在时刻 t 的解. 相应地, Y(t,s)(X) =
Y(t,s)(π(t,T )(X)).
现在研究基于超前 BSDEs 的时间一致的过程的动态风险度量与超前 BSDEs 生成元之

间的关系, 得到下面定理.
定理 3.1 设生成元 g满足假设条件 (1) ∼ (5),超前BSDE(3.2)的解 (Yt(X), Zt(X))t∈[0,T ]

通过 ρt(X) = Yt(X), t ∈ [0, T ], X ∈ R∞ 定义了时间相容的过程的动态凸风险度量.
定理 3.2 设生成元 g 满足上述假设条件 (1), (2), (4), (6), (7), 超前 BSDE(3.2) 的解

(Yt(X), Zt(X))t∈[0,T ] 通过 ρt(X) = Yt(X), t ∈ [0, T ], X ∈ R∞ 定义了时间相容的过程的动态
一致性风险度量.
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4 主要结论的证明

本节将给出上面两个定理的证明过程. 为证上述定理, 我们首先给出下面一个引理.
引理 4.1 设生成元 g 满足上述假设条件 (1), (2) 并且 X ∈ S2, 那么存在唯一一对适应

过程 (Yt(X), Zt(X))t∈[0,T ] 是超前 BSDE(3.2) 的解.
证 对任意 X ∈ S2, 定义一个新的函数 lX : Ω × Rm × Rm×d × L2

F(t, T + K;Rm) ×
L2
F(t, T + K;Rm×d) → L2(Ft, R

m),

lX(t, y, z, ξ, η) = g(t, y + Xt, z, ξ, η).t ∈ [0, T ], (y, z) ∈ R×Rd. (4.1)

明显地, lX(t, y, z, ξ, η)t∈[0,T ] 是循序可测的, 并且容易验证 lX 满足假设 (1). 根据文献 [13],
要想证明超前 BSDE(3.2) 有唯一解, 只要证明 lX 满足假设 (2). 事实上, 对任意 X ∈ S2, 由
假设 (1) 可以得到

lX(t, 0, 0, 0, 0) = g(t, 0 + Xt, 0, 0, 0) = g(t, 0, 0, 0, 0) + g(t,Xt, 0, 0, 0)− g(t, 0, 0, 0, 0)

≤ g(t, 0, 0, 0, 0) + ϕ1(t)|Xt|.

因此,

EP[
∫ T

0

|lX(t, 0, 0, 0, 0)|2dt] ≤ 2EP[
∫ T

0

|g(t, 0, 0, 0, 0)|2dt] + 2EP[(
∫ T

0

ϕ1(t)|Xt|dt)2]

≤ 2EP[
∫ T

0

|g(t, 0, 0, 0, 0)|2dt] + 2EP( sup
(t∈[0,T ])

|Xt|)2(
∫ T

0

ϕ1(t)dt)2.

由
∫ T

0
ϕ1(t)dt < ∞ 以及 X ∈ S2 可以得到

EP[
∫ T

0

|lX(t, 0, 0, 0, 0)|2dt] < ∞.

因此, lX 满足假设 (2), 引理得证.
定理 3.1的证明 为证明凸性,设X ′, X ′′ ∈ R∞, (Y ′, Z ′), (Y ′′, Z ′′)满足下面超前BSDEs:





Y ′
t = −ξ′T +

∫ T

t
g(s, Y ′

s + X ′
s, Z

′
s, Y

′
s+α(s), Z

′
s+β(s))ds− ∫ T

t
Z ′sdWs, t ∈ [0, T ];

Y ′
t = ξ′t, t ∈ [T, T + K];

Z ′t = η′t, t ∈ [T, T + K].





Y ′′
t = −ξ′′T +

∫ T

t
g(s, Y ′′

s + X ′′
s , Z ′′

s , Y ′′
s+α(s), Z

′′
s+β(s))ds− ∫ T

t
Z ′′s dWs, t ∈ [0, T ];

Y ′′
t = ξ′′t , t ∈ [T, T + K];

Z ′′t = η′′t , t ∈ [T, T + K].

设:

X̂ = λX ′ + (1− λ)X ′′; Ŷ = λY ′ + (1− λ)Y ′′; Ẑ = λZ ′ + (1− λ)Z ′′;

Ŷt+α(t) = λY ′
t+α(t) + (1− λ)Y ′′

t+α(t); Ẑt+β(t) = λZ ′
t+β(t) + (1− λ)Z ′′t+β(t).



712 数 学 杂 志 Vol. 40

其中 λ ∈ L2(Ω,Ft,P) 且 λ ∈ [0, T ], 对任意的 t ∈ [0, T ], 由假设 (5) 可以得到:

g(t, Ŷt + X̂t, Ẑt, Ŷt+α(t), Ẑt+β(t)) ≤λg(t, Y ′
t + X ′

t, Z
′
t, Y

′
t+α(t), Z

′
t+β(t))

+ (1− λ)g(t, Y ′′
t + X ′′

t , Z ′′
t , Y ′′

t+α(t), Z
′′
t+β(t)).

因此, 对任意的 t ∈ [0, T ], 由超前 BSDEs 的比较定理得到:

Ŷt = λYt(X ′) + (1− λ)Yt(X ′′)

= −λX ′
T + λ

∫ T

t

g(s, Y ′
s + X ′

s, Z
′
s, Y

′
s+α(s), Z

′
s+β(s))ds− λ

∫ T

t

Z ′sdWs − (1− λ)X ′′
T

+ (1− λ)
∫ T

t

g(s, Y ′′
s + X ′′

s , Z ′′
s , Y ′′

s+α(s), Z
′′
s+β(s))ds− (1− λ)

∫ T

t

Z ′′s dWs

= −(λX ′
T + (1− λ)X ′′

T ) +
∫ T

t

λg(s, Y ′
s + X ′

s, Z
′
s, Y

′
s+α(s), Z

′
s+β(s))

+ (1− λ)g(s, Y ′′
s + X ′′

s , Z ′′
s , Y ′′

s+α(s), Z
′′
s+β(s))ds−

∫ T

t

λZ ′
s + (1− λ)Z ′′s dWs

= Yt(X̂).

由 Yt(X̂) = Yt(λX ′ + (1− λ)X ′′) 得

λYt(X ′) + (1− λ)Yt(X ′′) ≥ Yt(λX ′ + (1− λ)X ′′).

因此, 凸性得证.
为证单调性, 对任意的 t ∈ [0, T ], 假设 X ′, X ′′ ∈ R∞, 并且 X ′′ ≤ X ′. 因此对 ∀y ∈ Rm,

y + X ′′
t ≤ y + X ′

t, 由 g 是非增的可得

lX
′′
(t, y, z, ξ, η) = g(t, y + X ′′

t , z, ξ, η) ≥ g(t, y + X ′
t, z, ξ, η) = lX

′
(t, y, z, ξ, η).

成立 a.s.dP× dt.
根据超前 BSDEs 的比较定理得到: Yt(X ′′) ≥ Yt(X ′). 单调性得证.
为证条件现金不变性, 设 X ∈ R∞, m ∈ L∞(Ω,Ft,P), 考虑如下形式的超前 BSDE:





Y ′
t = −ξT−m+

∫ T

t
g(s, Y ′

s + X ′
s+ m,Z ′

s, Y
′

s+α(s), Z
′
s+β(s))ds− ∫ T

t
Z ′sdWs, t∈ [0, T ];

Y ′
t = ξ′t, t ∈ [T, T + K];

Z ′t = η′t, t ∈ [T, T + K].

因此




Y ′
t + m= −ξT +

∫ T

t
g(s, (Y ′

s + m) + X ′
s, Z

′
s, Y

′
s+α(s), Z

′
s+β(s))ds− ∫ T

t
Z ′sdWs, t∈ [0, T ];

Y ′
t = ξ′t, t ∈ [T, T + K];

Z ′t = η′t, t ∈ [T, T + K].

由此可知 (Y ′ + m,Z ′) 是超前 BSDE(3.2) 的解. 由超前 BSDE(3.2) 解的存在性与唯一性得

Y ′
t + m = Yt(X), Y ′

t = Yt(X + m1[t,T ]).
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因此, Yt(X)−m = Yt(X + m1[t,T ]). 条件现金不变性得证.
正则性由 g(t, 0, 0, 0, 0) = 0, a.s.dP× dt 和方程解的存在性与唯一性可得.
下面证明时间相容性. 对任意的 s ∈ [t, T ], 记 (Y, Z) 是超前 BSDE(3.2) 的解. 由解得存

在性与唯一性知

Yt,T (X) = −XT +
∫ T

s

g(k, Yk + Xk, Zk, Yk+α(k), Zk+β(k))dk −
∫ T

s

ZkdWk

+
∫ s

t

g(k, Yk + Xk, Zk, Yk+α(k), Zk+β(k))dk −
∫ s

t

ZkdWk

= Ys,T (X) +
∫ s

t

g(k, Yk + Xk, Zk, Yk+α(k), Zk+β(k))dk −
∫ s

t

ZkdWk

= Yt,s(X1[t,s) − Ys,T (X)1[s]).

记 X ′′ = X1[t,s) − Ys,T (X)1[s,T ], (Y ′′, Z ′′) 是超前 BSDE(3.2) 关于 X = X ′′ 时的解, 则

Y ′′
t = Ys,T (X) +

∫ s

t

g(k, Y ′′
k + Xk, Z

′′
k , Y ′′

k+α(k), Z
′′
k+β(k))dk −

∫ s

t

Z ′′k dWk

+
∫ T

s

g(k, Y ′′
k − Yk,T (X), Z ′′

k , Y ′′
k+α(k), Z

′′
k+β(k))dk −

∫ T

s

ZkdWk

= Ys,T (X) +
∫ s

t

g(k, Y ′
k + Xk, Z

′′
k , Y ′′

k+α(k), Z
′′
k+β(k))dk −

∫ s

t

Z ′′k dWk

+ (Ys,T (X) +
∫ T

s

g(k, Y ′′
k − Yk,T (X), Z ′′

k , Y ′′
k+α(k), Z

′′
k+β(k))dk −

∫ T

s

ZkdWk)− Ys,T (X).

由解的存在性与唯一性可知

Yt,T (X) = Ys,T (X) +
∫ s

t

g(k, Y ′′
k + Xk, Z

′′
k , Y ′′

k+α(k), Z
′′
k+β(k))dk −

∫ s

t

Z ′′k dWk,

以及

Ys,T (−Ys,T (X)1[s,T ]) = Ys,T (X) +
∫ T

s

g(k, Y ′′
k − Yk,T (X), Z ′′

k , Y ′′
k+α(k), Z

′′
k+β(k))dk −

∫ s

t

Z ′′k dWk.

由条件现金不变性和正则性知

Ys,T (−Ys,T (X)1[s,T ]) = Ys,T (X).

因此, Yt(X) = Yt(X1[t,s) − Ys,T (X)1[s,T ]). 时间相容性得证.
定理 3.2 的证明 条件现金不变性和单调性以及时间相容性由定理 1 的证明可得, 下面

证明次可加性和条件正齐次性.
首先证明次可加性. 设 X ′, X ′′ ∈ R∞, (Y ′, Z ′), (Y ′′, Z ′′) 满足下面超前 BSDEs





Y ′
t = −ξ′T +

∫ T

t
g(s, Y ′

s + X ′
s, Z

′
s, Y

′
s+α(s), Z

′
s+β(s))ds− ∫ T

t
Z ′sdWs, t ∈ [0, T ];

Y ′
t = ξ′t, t ∈ [T, T + K];

Z ′t = η′t, t ∈ [T, T + K].
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Y ′′
t = −ξ′′T +

∫ T

t
g(s, Y ′′

s + X ′′
s , Z ′′

s , Y ′′
s+α(s), Z

′′
s+β(s))ds− ∫ T

t
Z ′′s dWs, t ∈ [0, T ];

Y ′′
t = ξ′′t , t ∈ [T, T + K];

Z ′′t = η′′t , t ∈ [T, T + K].

设

X̌ = X ′ + X ′′; Y̌ = Y ′ + Y ′′; Ž = Z ′ + Z ′′;

Y̌t+α(t) = λY ′
t+α(t) + (1− λ)Y ′′

t+α(t); Žt+β(t) = λZ ′
t+β(t) + (1− λ)Z ′′t+β(t).

由假设 (6) 知, 对任意的 t ∈ [0, T ]

g(t, Y̌t + X̌t, Žt, Y̌t+α(t), Žt+β(t)) ≤g(t, Y ′
t + X ′

t, Z
′
t, Y

′
t+α(t), Z

′
t+β(t))

+ g(t, Y ′′
t + X ′′

t , Z ′′
t , Y ′′

t+α(t), Z
′′
t+β(t)).

因此, 由超前 BSDEs 的比较定理, 对任意的 t ∈ [0, T ]

Y̌t = Yt(X ′) + Yt(X ′′)

= −X ′
T +

∫ T

t

g(s, Y ′
s + X ′

s, Z
′
s, Y

′
s+α(s), Z

′
s+β(s))ds−

∫ T

t

Z ′sdWs

−X ′′
T +

∫ T

t

g(s, Y ′′
s + X ′′

s , Z ′′
s , Y ′′

s+α(s), Z
′′
s+β(s))ds−

∫ T

t

Z ′′s dWs

= −(X ′
T + X ′′

T ) +
∫ T

t

g(s, Y ′
s + X ′

s, Z
′
s, Y

′
s+α(s), Z

′
s+β(s))

+ g(s, Y ′′
s + X ′′

s , Z ′′
s , Y ′′

s+α(s), Z
′′
s+β(s))ds−

∫ T

t

Z ′s + Z ′′s dWs

= Yt(X̌).

由 Yt(X̌) = Yt(X ′ + X ′′) 得

Yt(X ′) + Yt(X ′′) ≥ Yt(X ′ + X ′′).

次可加性得证.
现在证明条件正齐次性,设X ′ ∈ R∞, t ∈ [0, T ], r ∈ L∞(Ω,Ft,P), r ≥ 0并且X ′′ = rX ′,

由此可知 X ′′ ∈ R∞. 设 (Y ′, Z ′), (Y ′′, Z ′′) 是超前 BSDE(3.2) 的解, 对任意的 t ∈ [0, T ], 由假
设 (7) 可知

g(t, rY ′
t + rX ′

t, rZ
′
t, rY

′
t+α(t), rZ

′
t+β(t)) = rg(t, Y ′

t + X ′
t, Z

′
t, Y

′
t+α(t), Z

′
t+β(t)).

g(t, rY ′′
t + rX ′′

t , rZ ′′
t , rY ′′

t+α(t), rZ
′′
t+β(t)) = rg(t, Y ′′

t + X ′′
t , Z ′′

t , Y ′′
t+α(t), Z

′′
t+β(t)).

因此, 对任意的 t ∈ [0, T ],

rYt(X ′) = rY ′
t = −rX ′

T +
∫ T

t

g(s, rY ′
s + rX ′

s, rZ
′
s, rY

′
s+α(s), rZ

′
s+β(s))ds−

∫ T

t

rZ ′
sdWs.

Yt(rX ′) = Y ′′
t = −rX ′

T +
∫ T

t

g(s, Y ′′
s + rX ′

s, Z
′′
s , Y ′′

s+α(s), Z
′′
s+β(s))ds−

∫ T

t

Z ′′s dWs.
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根据超前 BSDE(3.2) 解的存在性与唯一性, 对任意的 t ∈ [0, T ], X ∈ R∞, r ∈ L∞(Ω,Ft,P),
r ≥ 0, 有 rYt(X) = Yt(rX). 条件正齐次性得证.

5 例子及讨论

例 5.1 设 ϕ1(t), ϕ2(t), φ1(t), φ2(t) 是正的 Ft 循序可测随机过程,
∫ T

0

[ϕ1(t) + φ2
1(t) +

ϕ2(t) + φ2
2(t)]dt < ∞. 考虑 g 有如下定义:

g(t, y, z, ξ, η) = −aϕ1(t)y + bφ1(t)|z|+ eϕ2(t)EFt(ξ) + fφ2(t)EFt(η). (5.1)

a, b, e, f ∈ R 并且大于等于零. 设 (Yt(X), Zt(X))t∈[0,T ] 是超前 BSDE(3.2) 的解, 定义
ρt(X) = Yt(X), t ∈ [0, T ], X ∈ R∞. 那么 (ρt)t∈[0,T ] 是时间相容的过程的动态一致性 (凸) 风
险度量.
例 5.2 设 a ≥ 0 并且 a ∈ R. 考虑 g 有如下定义:
当 |z| ≤ 1 时,

g(t, y, z, ξ, η) = −ay + z2 + ξ + η. (5.2)

当 |z| > 1 时,
g(t, y, z, ξ, η) = −ay + 2z − 1 + ξ + η. (5.3)

设 (Yt(X), Zt(X))t∈[0,T ] 是超前 BSDE(3.2) 的解, 定义 ρt(X) = Yt(X), t ∈ [0, T ], X ∈ R∞.
那么 (ρt)t∈[0,T ] 仅仅是时间相容的过程的动态凸风险度量.
由上面两个例子可以知道, 时间相容的过程的动态一致性风险度量也是一个时间相容

的过程的动态凸风险度量, 反之不成立. 因此, 在对金融市场做风险评估时, 更多的选择凸
风险度量. 由于超前 BSDEs 生成元中不仅包含当前时刻的解的情况, 也包含未来时刻的解
的情况, 因此其可以把将来不确定的目标变为当前确定的结果来做出当前的决定. 通过超前
BSDEs 定义的时间相容的过程的风险度量不仅可以对金融市场的当前的风险做更加准确评
估, 同时可以预测未来时刻存在的风险, 这在金融市场中有着十分广阔的应用前景.
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Abstract: This paper studies the problem of time-consistent dynamic convex (coherent) risk

measures for processes via anticipated backward stochastic differential equations. Using appro-

priate assumptions on the generator of the anticipated backward stochastic differential equation,

the corresponding model of the anticipated backward stochastic differential equation generator

and the dynamic convex (coherent) risk measure of the process is established, which proves that

the solution of the anticipated backward stochastic differential equation can be defined for the

risk measurement of time-consistent processes, the risk measurement based on the anticipated

backward stochastic differential equation is obtained, and the dynamic risk measurement based

on the backward stochastic differential equation is extended. Because the anticipated backward

stochastic differential equations generator contains the current and future solutions, the conclusion

of this paper is more reliable for risk prediction.
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