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摘要: 本文研究了解对参数连续依赖性的问题.利用 Kurzweil-Stieltjes积分理论和正则函数

的相关性质, 获得了无限滞后脉冲测度微分方程解对参数的连续依赖性的结果.
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1 引言

Kurzweil[1] 于 1957年提出的广义常微分方程理论在处理常微分方程、脉冲微分方程、
滞后型泛函微分方程及拓扑动力系统等问题时有重要作用, 已被许多作者进行深入广泛
的研究, 并取得了一些新的成果 [2−4]. 以下区别于文献 [5], 没有利用常数变易公式而利用
Kurzweil-Stieltjes积分理论和正则函数的性质, 讨论了无限滞后脉冲测度泛函微分方程





Dy = G(ys, s)Dµ + f(t)Dµ,

∆y(tk) = Ik(y(tk)), k = 1, 2, · · · , n,

yt0 = ϕ

(1)

解对参数的连续依赖性,所得结果是对文献 [5–6] 已有结果的推广.
方程 (1) 等价于积分方程





y(t) = ϕ +
∫ t

t0

G(ys, s)dµ(s) +
∫ t

t0

f(s)dµ(s) +
n∑

k=1

Ik(y(tk)),

yt0 = ϕ,

(2)

其中 G : O × [t0, t0 + σ] → Rn 关于第一个变量是线性的, f : [t0, t0 + σ] → Rn. 符号

yt : (−∞, 0] → Rn, yt(τ) = y(t + φ), φ ∈ (−∞, 0]表示滞后的长度, λ0 ∈ R, ρ > 0,Λ = {λ0 ∈
R : ‖λ− λ0‖ < ρ}.为了证明主要的结果,先引入相关的定义和引理及一些符号的说明.

2 预备知识

L(Rn)表示由所有 n× n阶实矩阵构成的集合, J ⊂ R是一个有限或无限的区间, ‖ · ‖表
示 L(Rn)上的算子范数. 对区间 [a, b]的任何精细分划 P,使得 a = s0 < s1 < · · · < si+1 = b,
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若 varb
aA = sup{

n(P )∑
i=1

‖A(si) − A(si−1)‖X} < ∞, 则函数 A(t) 在 [a, b] 上是有界变差的,

BV ([a, b], L(Rn))表示所有有界变差函数构成的全体. G∗([a, b], L(Rn))表示所有正则函数
A(t) : [a, b] → L(Rn)的全体.
设 O ⊂ G∗((−∞, t0 + σ],Rn) 是一个开集且具有以下性质 (延拓性质): 如果 y = y(t),

t ∈ [t0, t0 + σ]及 t̄ ∈ [t0, t0 + σ],那么 ȳ(t) ∈ O且

ȳ(t) =

{
y(t), t ∈ [ t0, t̄ ],
y(t̄+), t ∈ ( t̄, t0 + σ].

显然, 当 y ∈ O ⊂ G∗((−∞, t0 + σ],Rn) 时, 对任意的 t ∈ [t0, t0 + σ] 都有 xt ∈
G∗([−r, 0],Rn).
定义 2.1 设 G : Ω → Rn, Ω ⊆ O× [t0, t0 + σ].称函数 x : [α, β] → Rn为 Kurzweil广义

常微分方程
dx

dτ
= DG(x, t) (3)

在区间 [α, β] 上的一个解是指对所有的 t ∈ [α, β], (x(t), t) ∈ G,有

x(s2)− x(s1) =
∫ s2

s1

DG(x(τ), t), s1, s2 ∈ [α, β] (4)

成立,其中右端积分是函数 U(τ, t) = G(x(τ), t)在 [s1, s2]上的 Kurzweil积分.当 (3) 式中的
G(x, t) = A(t)x + g(t)时,称为 Kurzweil广义线性常微分

dx

dτ
= D[A(t)x + g(t)]. (5)

用更为传统的符号

∫ b

a

d[A(τ)]x(τ)来代替
∫ b

a

D[A(t)x(τ)],其中 A : [a, b] → L(Rn)为 [a, b]

上的 n × n矩阵值函数, g : [a, b] → Rn 上的 n维列向量函数,且 A, g 在 [a, b]上是有界变差
的.将 (5) 式简记为

dx = d[A]x + dg. (6)

引理 2.2 [2] 设 A ∈ BV ([a, b], L(Rn)), g ∈ G∗([a, b],Rn),称 x : [a, b] → Rn 为广义线性

微分方程
dx

dt
= d[A(t)x(t) + g(t)] (7)

满足初始条件 x(t0) = x0 ∈ X 在区间 [a, b]上的解,是指对任意的 t ∈ [a, b],有

x(t) = x0 +
∫ t

a

d[A(t)]x + g(t)− g(t0) (8)

且 x ∈ G∗([a, b],Rn).
引理 2.3 [5] 若 g, gn ∈ G∗([a, b],Rn), A, Ak ∈ BV ([a, b], L(Rn)),对每个 k ∈ N 且

lim
k→∞

‖gk − g‖∞ = 0, (9)
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α∗ = sup{varb
aAk : k ∈ N} < ∞,

lim
k→∞

‖Ak −A‖∞ = 0, (10)

则有

lim
k→∞

∥∥∥
∫ t

a

d[Ak]gk −
∫ t

a

d[A]g
∥∥∥
∞

= 0. (11)

证 因为正则函数是有限阶梯函数的一致极限,所以对任意的 ε > 0,存在有限阶梯函数

g̃ : [a, b] → Rn及 n0 ∈ N,使得 ‖ g − g̃ ‖∞< ε及对任意的 k ≥ n0,有 ‖ gk − g̃ ‖∞< ε,

‖ Ak −A ‖∞< ε.由文献 [3,命题 10] 及文献 [7,引理 3.1],对 t ∈ [a, b], k ≥ n0,则有

∥∥∥
∫ t

a

d[Ak]gk −
∫ t

a

d[A]g
∥∥∥
∞

=
∥∥∥

∫ t

a

d[Ak](gk − g̃) +
∫ t

a

d[Ak −A]g̃ +
∫ t

a

d[A](g̃ − g)
∥∥∥
∞

≤
∥∥∥

∫ t

a

d[Ak](gk − g̃)
∥∥∥
∞

+
∥∥∥

∫ t

a

d[Ak −A]g̃
∥∥∥
∞

+
∥∥∥

∫ t

a

d[A](g̃ − g)
∥∥∥
∞

≤ (2α∗ + 2 ‖ g̃ ‖BV +varb
aA) · ε

由 ε的任意性可得 (11) 式成立.

3 解对参数的连续依赖性

下面主要介绍无限滞后脉冲测度微分方程





yk(t) = yk(t0) +
∫ t

t0

Gk((yk)s, s)dµk(s) +
∫ t

t0

fk(s)dµk(s) +
n∑

k=1

Ip
k(y(tk)),

(yk)t0 = ϕk

(12)

解对参数的连续依赖性.其中 µk : [t0, t0 +σ] → R是不减的, Gk : O× [t0, t0 +σ] → Rn关于第

一个变量是线性的, fk : [t0, t0 + σ] → Rn且 ϕk ∈ O.对 p = 1, 2, · · · 及 y ∈ S,定义如下函数

(i) Fk(y, t)(v) =





0, −∞ < v ≤ t0,∫ v

t0

Gk(ys, s)dµk(s), t0 ≤ v ≤ t ≤ t0 + σ,
∫ t

t0

Gk(ys, s)dµk(s), t0 ≤ t ≤ v ≤ t0 + σ,

(13)

(ii) (gk(t))(v) =





0, −∞ < v ≤ t0,∫ v

t0

fk(s)dµk(s), t0 ≤ v ≤ t ≤ t0 + σ,
∫ t

t0

fk(s)dµk(s), t0 ≤ t ≤ v ≤ t0 + σ.

(14)

给定一个 tc
k ∈ [t0,∞),定义

∫ c

k

(t) =

{
0, t0 ≤ t ≤ tc

k,

1, tc
k < t.
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则方程 (2) 中的脉冲项可定义为

(iii) Jk(y, t)(v) =
n∑

k=1

∫ c

k

(t)
∫ c

k

(v)Ip
k(y(tk)). (15)

方程 (12)右端的积分是关于不减函数 µk : [t0, t0 + σ] → R的 Kurzweil-Stieltjes积分,而且
Gk, fk, I

p
k : Rn → Rn需满足以下条件

(H1)对任意的 y ∈ O, t ∈ [t0, t0 + σ],使得
∫ t

t0

G(ys, s)dµk(s)存在, k ∈ N ;

(H2)对任意的 y, z ∈ O, s1, s2 ∈ [t0, t0 + σ],存在一个函数Mk : [t0, t0 + σ] → R+关于 µk

是 Kurzweil-Stieltjes积分,使得

∣∣∣
∣∣∣
∫ s2

s1

(Gk(ys, s)− Gk(zs, s))dµk(s)
∣∣∣
∣∣∣ ≤

∫ s2

s1

Mk(t)‖ys − zs‖∞dµk(s);

(H3)对任意的 k ∈ N ,积分
∫ s2

s1

fk(s)dµk(s)存在;

(H4)对任意的 k ∈ N,存在一个函数 Nk : [t0, t0 + σ] → R+关于 µk 是 Kurzweil-Stieltjes
积分,使得 ∣∣∣

∣∣∣
∫ s2

s1

fk(s)dµk(s)
∣∣∣
∣∣∣ ≤

∫ s2

s1

Nk(s)dµk(s);

(H5)对任意的 k ∈ {1, 2, · · · ,m}, p = 0, 1, · · · , x ∈ Rn, Q1 > 0,有

‖Ip
k(x)‖ ≤ Q1;

(H6)对任意的 k ∈ {1, 2, · · · ,m}, x, y ∈ Rn, Q2 > 0,有

‖Ip
k(x)− Ip

k(y)‖ ≤ Q2|x− y|.

定理 3.1 对任意的 k ∈ N, p = 0, 1, · · · , 定义 Ak(t)y = Fk(y, t) + Jk(y, t). 假设
µk : [t0, t0 + σ] → R是不减的左连续函数, Gk, fk, I

p
k 满足条件 (H1)–(H6),且满足以下条件

(1) 对任意的 y ∈ O, lim
k→∞

sup
t∈[t0,t0+σ]

∥∥∥
∫ t

t0

Gk(ys, s)dµk(s)−
∫ t

t0

G0(zs, s)dµ0(s)
∥∥∥ = 0.

(2) lim
k→∞

sup
t∈[t0,t0+σ]

∥∥∥
∫ t

t0

fk(s)dµk(s)−
∫ t

t0

f0(s)dµ0(s)
∥∥∥ = 0.

(3) 存在一个常数 η > 0,使得

∫ t

t0

Mk(t)dµk(s) ≤ η,对 k ∈ N.

(4) 对任意的 x ∈ Rn, k = 1, 2, · · · ,m,使得 lim
p→∞

Ip
k(x) = I0

k(x).

若 yk : [t0, t0 + σ] → Rn, k = 1, 2, · · · 是方程 (12) 在 [t0, t0 + σ] 上的一个解,使得

lim
k→∞

yk(s) = y0(s). (16)
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则 y0 : [t0, t0 + σ] → Rn是方程




Dy = G0(ys, s)Dµ(s) + f0(t)Dµ(s),
∆y(tk) = I0(y(tk)), k = 1, 2, · · · ,m,

yt0 = ϕ0

(17)

的一个解.
证 因 Ak(t)y = Fk(y, t) + Jk(y, t),其中 Fk, Jk, gk 分别由 (13),(15),(14) 式给出, k ∈ N.

由文献 [8,定理 3.2] 知, Ak, gk 是正则且左连续函数.对区间 [t0, t0 + σ]的任意分划 t0 = s0 <

s1 < · · · < sk = t0 + σ,对 y ∈ G∗((−∞, t0], L(Rn)),有

‖Ak(t)y‖∞ ≤ sup
v∈[t0,t0+σ]

|Fk(y, t)(v)|+ sup
v∈[t0,t0+σ]

|Jk(y, t)(v)|

≤ sup
v∈[t0,t]

∥∥∥∥
∫ v

t0

Gk(ys, s)dµk(s)
∥∥∥∥ + Ip

k(y(tk))
∫

tk

(v)vart
t0

(y)

≤ ‖y‖∞
∫ t

t0

Mk(s)dµk(s) + Q1‖y‖∞,

则由函数 G 的线性知, Ak(t) ∈ L(Rn). 即对 t0 ≤ si−1 < si ≤ t0 + σ 及 y ∈ G∗((−∞, t0 +
σ], L(Rn)),由条件 (H2),有

‖[Ak(s2)−Ak(s1)]y‖∞ ≤ sup
v∈[t0,t0+σ]

‖ ([Ak(s2)−Ak(s1)]y)(v) ‖

≤ sup
v∈[si−1,si]

∥∥∥
∫ v

si−1

Gk(ys, s)dµk(s)
∥∥∥ + Ip

k(y(tk))
∫

tk

(v)vart
t0

(y)

≤ ‖y‖∞
∫ si

si−1

Mk(s)dµk(s) + Q1‖y‖∞.

因此

‖Ak(si)−Ak(si−1)‖∞ ≤
∫ si

si−1

Mk(s)dµk(s) + Q1 ≤ η + Q1.

对任何 i = 1, 2, · · · , n,又有

n∑
i=1

‖A(si)−A(si−1)‖ ≤ η + Q1.

在上式右端对 [t0, t0+σ]的所有分划取上确界得 varb
aA ≤ γ,其中 γ = η+Q1.对 t ∈ [t0, t0+σ],

设

xk(t)(ϑ) =

{
yk(ϑ), ϑ ∈ [t0 − r, t],
yk(t), ϑ ∈ [t, t0 + σ],

k = 1, 2, · · · 且
x0(t)(ϑ) =

{
y0(ϑ), ϑ ∈ [t0 − r, t],
y0(t), ϑ ∈ [t, t0 + σ].

则对 k ∈ N,由引理 2.2知 xk : [t0, t0 + σ] → O是方程 (8) 的一个解.
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对 y ∈ O,由 Ak(t)y, k ∈ N 的定义有

‖ Ak(t)y −A0(t)y ‖∞≤ sup
v∈[t0,t0+σ]

‖ [Ak(t)y −A0(t)y](v) ‖

≤ sup
v∈[t0,t0+σ]

∥∥∥∥
∫ v

t0

Gk(ys, s)dµk(s)−
∫ v

t0

G0(zs, s)dµ0(s)
∥∥∥∥

+
∫

tk

(v)
∥∥Ip

k(y)− I0
k(y)

∥∥.

对任意的 t ∈ [t0, t0 + σ].因此

sup
t∈[t0,t0+σ]

‖ Ak(t)y −A0(t)y ‖∞≤ sup
v∈[t0,t0+σ]

∥∥∥∥
∫ v

t0

Gk(ys, s)dµk(s)−
∫ v

t0

G0(zs, s)dµ0(s)
∥∥∥∥

+
∫

tk

(v)
∥∥Ip

k(y)− I0
k(y)

∥∥.

故

lim
k→∞

sup
t∈[t0,t0+σ]

‖ Ak(t)y −A0(t)y ‖∞= 0, y ∈ O.

类似地,有

‖gk(t)− g0(t)‖∞ ≤ sup
t∈[t0,t0+σ]

∥∥∥∥
∫ v

t0

fk(s)dµk(s)−
∫ v

t0

f0(s)dµ0(s)
∥∥∥∥, t ∈ [t0, t0 + σ],

且 lim
k→∞

‖gk − g0‖∞ = 0成立.

由 (16) 式很容易证明 lim
k→∞

‖xk − x0‖∞ = 0.由文献 [6,定理 19,定理 20],对 k ∈ N,函数

yk(ϑ) =

{
xk(t0)(ϑ), ϑ ∈ [t0 − r, t0],
xk(ϑ)(ϑ), ϑ ∈ [t0, t0 + σ]

是方程 (12) 的解,且

‖ yk(t)− y0(t) ‖ =‖ xk(t)(t)− x0(t)(t) ‖
≤‖ xk(t)− x0(t) ‖∞
≤ sup

ϑ∈[t0,t0+σ]

‖xk(ϑ)− x0(ϑ)‖∞.

故

lim
k→∞

yk(s) = y0(s).

即 y0为方程 (17) 的解,从而定理得证.
注 定理 3.1主要是对无限滞后脉冲测度微分方程解对参数的连续依赖性结果的证明,

其结果是文 [5–6] 中相应结果的推广.当然,我们也可借助 Φ- 有界变差函数理论与 Kurzweil
方程理论建立方程 (2) 的 Φ- 有界变差解对参数的连续依赖性定理.
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CONTINUOUS DEPENDENCE OF SOLUTIOUS TO PARAMETER

OF THE INFINITE DELAY IMPULSIVE MEASURE

DIFFERENTIAL EQUATIONS
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Abstract: In this paper, we study the problem of continuous dependence on parameters. By

using the integration theory of Kurzweil-Stieltjes and the related properties of regular functions,

we obtain the results of continuous dependence of solutions of differential equations with infinite

delay impulse measures on parameters.
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