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摘 要: 本文研究了测度微分方程的 Lipschitz稳定性问题. 利用广义常微分方程

的 Lipschitz稳定性结果, 在测度微分方程等价于广义常微分方程的基础上, 获得了测度微分方程的

变差一致 Lipschitz 稳定性与一致整体 Lipschitz稳定性定理, 是对测度微分方程稳定性理论的实质

性推广.
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1 引言

当常微分方程 dx
dt

= f(x, t) 所描述的系统受到扰动时,对受到扰动的系统导出的常微分
方程形式如下

dx

dt
= f(x, t) + g(x, t).

如果扰动项 g(x, t)是连续可积的,那么受扰动之后的系统仍旧是常微分方程,它的解仍旧是
连续的,如果扰动项是脉冲型的,那么扰动之后系统的状态就不会随着时间连续变化而变化,
而是呈现出一种瞬时状态.为了研究这类问题,我们对上述方程加上一种脉冲型的扰动,这就
给出如下形式的方程

Dx = f(x, t) + g(x, t)Du, (1.1)

其中 Dx和 Du分别表示函数 x和 u的分布导数.形如 (1.1)的方程叫做测度微分方程.由于
测度微分方程的解没有连续性,又没有随机系统那么复杂,因此,我们可以说测度微分方程是
一种不同于经典不连续系统的新的不连续系统.测度微分方程已经被很多学者研究 (见文献
[1–4]).
在文 [5]中 Dannan和 Elaydi研究了常微分方程的 Lipschitz稳定性;文 [6]中作者讨论

了一类脉冲微分系统的 Lipschitz稳定性;文 [7]中作者给出了脉冲泛函微分方程的 Lipschitz
稳定性;文 [8]中作者建立了广义常微分方程的变差一致 Lipschitz稳定性,一致 Lipschitz稳
定性和一致整体 Lipschitz稳定性,并通过滞后型脉冲微分方程在一定条件下与广义常微分方
程的等价关系,讨论了滞后型脉冲微分方程的 Lipschitz稳定性.本文是在文 [8]的基础上,通
过测度微分方程与广义常微分方程的等价关系,定义了测度微分方程

Dx = f(x, t)Dg(t) (1.2)
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和扰动后的测度微分方程

Dx = f(x, t)Dg(t) + p(t) (1.3)

的变差一致 Lipschitz稳定性,一致 Lipschitz稳定性和一致整体 Lipschitz稳定性,并建立了
测度微分方程和扰动后的测度微分方程的 Lipschitz稳定性定理.方程 (1.2)和方程 (1.3)的等
价方程为

x(t) = x(t0) +
∫ t

t0

f(x(s), s)dg(s), t ∈ [t0,+∞) (1.4)

和

x(t) = x(t0) +
∫ t

t0

f(x(s), s)dg(s) +
∫ t

t0

p(s)ds, t ∈ [t0,+∞), (1.5)

其中 f : Bc × [t0,+∞) → Rn, Bc = {y ∈ Rn, ‖y‖ < c}, g : [t0,+∞) → R, p : [t0,+∞) → Rn

是比 Lebesgue-Stieltjes 可积更广泛的 Kurzweil-Henstock-Stieltjes 可积函数和 Kurzweil-
Henstock可积函数 (见文 [10] ).
函数 x : [a, b] → Rn为 [a, b]上的正则函数是指若函数 x的左右极限

x(t+) = lim
σ→0+

x(t + σ), t ∈ [a, b), x(t−) = lim
σ→0−

x(t + σ), t ∈ (a, b]

分别存在且有限 (正则函数在有限区间上有界,在无穷区间上不一定有界).记G∗([a, b], Rn), [a, b]
⊂ [t0,+∞) 是定义在 [a, b] 上的正则函数全体, 并且是左连续的. G∗([t0,+∞), Rn) 为关于
函数 x : [t0,+∞) → Rn 的一个向量空间, 使得对所有 [a, b] ⊂ [t0,+∞), x|[a,b] 属于空间

G∗([a, b], Rn). G∗
0([t0,+∞), Rn)是关于所有 x ∈ G∗([t0,+∞), Rn)的一个向量空间,使得

sup
s∈[t0,+∞)

e−(s−t0)‖x(s)‖ < +∞.

在 G∗
0([t0,+∞), Rn)上定义范数

‖x‖[t0,+∞) = sup
s∈[t0,+∞)

e−(s−t0)‖x(s)‖, x ∈ G∗
0([t0,+∞), Rn),

G∗
0([t0,+∞), Rn)为 Banach空间.
记 Ω = Bc × [t0,+∞),本文假定函数 f : Ω → Rn, g : [t0,+∞) → R, p : [t0,+∞) → Rn

满足下列条件

(H1) 函数 g : [t0,+∞) → R在 [t0,+∞)上是不减的左连续函数.
(H2) 对每一个 x ∈ G∗([t0,+∞), Rn), s1, s2 ∈ [t0,+∞), Kurzweil-Henstock-Stieltjes积

分
∫ s2

s1
f(x(t), t)dg(t)存在.

(H3) 存在一个关于 g的局部Kurzweil-Henstock-Stieltjes可积函数M : [t0,+∞) → R+,
使得对任意的 x ∈ G∗([t0,+∞), Rn), s1, s2 ∈ [t0,+∞), s1 < s2,∥∥∥∥

∫ s2

s1

f(x(s), s)dg(s)
∥∥∥∥ ≤

∫ s2

s1

M(s)dg(s).

(H4) 存在一个关于 g的局部 Kurzweil-Henstock-Stieltjes可积函数 L : [t0,+∞) → R+,
使得对任意的 x, z ∈ G∗

0([t0,+∞), Rn), s1, s2 ∈ [t0,+∞), s1 < s2,∥∥∥∥
∫ s2

s1

[f(x(s), s)− f(z(s), s)]dg(s)
∥∥∥∥ ≤ ‖x− z‖[t0,+∞)

∫ s2

s1

L(s)dg(s).



602 数 学 杂 志 Vol. 40

(H5) 对每一个x ∈ G∗([t0,+∞), Rn), s1, s2 ∈ [t0,+∞), Kurzweil-Henstock积分
∫ s2

s1
p(t)dt

存在.
(H6) 存在一个局部 Kurzweil-Henstock可积函数 N : [t0,+∞) → R+,使得对任意的

x ∈ G∗([t0,+∞), Rn), s1, s2 ∈ [t0,+∞), s1 < s2,
∥∥∥∥

∫ s2

s1

p(s)ds

∥∥∥∥ ≤
∫ s2

s1

N(s)ds.

本文主要分为三个部分.第二部分给出了本文所需要的一些定义和引理,第三部分定义
了测度微分方程和扰动后的测度微分方程的变差一致 Lipschitz稳定性,一致 Lipschitz稳定
性和一致整体 Lipschitz稳定性,并建立了测度微分方程和扰动后的测度微分方程的 Lipschitz
稳定性定理.

2 预备知识

本节介绍了广义常微分方程的相关定义和引理及测度微分方程与广义常微分方程的等

价关系.
定义 2.1 [9] 称函数 U : [a, b] × [a, b] → Rn 在区间 [a, b] 上 Kurzweil可积, 如果存在

I ∈ Rn,使得对任意的 ε > 0,存在正值函数 δ : [a, b] → (0,+∞),使得对 [a, b]上的任何 δ(τ)-
精细分划D = {(τj , [αj−1, αj ]), j = 1, 2, · · · , k},其中 τj ∈ [αj−1, αj ] ⊂ [τj − δ(τj), τj + δ(τj)],
有 ∥∥∥∥

k∑
j=1

[U(τj , αj)− U(τj , αj−1)]− I

∥∥∥∥ < ε,

称 I 为 U 在 [a, b]上的Kurzweil积分,记作 I =
∫ b

a
DU(τ, t).特别地,当 U(τ, t) = f(τ)g(t)时,∫ b

a
DU(τ, t) =

∫ b

a
f(s)dg(s).

定义 2.2 [9] 设函数 F : Ω → Rn,如果对所有的 t ∈ [α, β], (x(t), t) ∈ Ω,且对任意的
s1, s2 ∈ [α, β],有等式 x(s2)− x(s1) =

∫ s2

s1
DF (x, t) 成立,则称 x : [α, β] → Rn 是广义常微分

方程
dx

dτ
= DF (x, t) (2.1)

在区间 [α, β] ⊂ [t0,+∞)上的解.
定义 2.3 [9] 设不减函数 h : [t0,+∞) → R,函数 F : Ω → Rn 属于函数族 F(Ω, h),是指

F 满足以下条件:对任意的 (x, s1), (x, s2) ∈ Ω,有

‖F (x, s2)− F (x, s1)‖ ≤ |h(s2)− h(s1)|, (2.2)

且对任意的 (x, s1), (x, s2), (y, s1), (y, s2) ∈ Ω,有

‖F (x, s2)− F (x, s1)− F (y, s2) + F (y, s1)‖ ≤ ‖x− y‖|h(s2)− h(s1)|. (2.3)

引理 2.1 [9] 设 F : Ω → Rn 满足 (2.2)式,如果 x : [α, β] → Rn, [α, β] ⊂ [t0,+∞)是方程
(2.1)的一个解,则 x在 [α, β]上有界变差,且 varβ

αx ≤ h(β)− h(α) < +∞, 并且在 [α, β]上 x

与函数 h具有相同的连续性,其中 varβ
αx表示 x在 [α, β]上的全变差.
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引理 2.2 [10] 假设 f : Ω → Rn 满足条件 (H2),(H3),(H4),并且 g : [t0,+∞) → R满足条

件 (H1),对任意的 τ0 ∈ [t0,+∞),并且定义函数 F : Ω → Rn为

F (x, t) =
∫ t

τ0

f(x(s), s)dg(s), (x, t) ∈ Ω, (2.4)

则 F ∈ F(Ω, h),其中 h : [t0,+∞) → R是不减的左连续函数,且

h(t) =
∫ t

τ0

(M(s) + L(s))dg(s), t ∈ [t0,+∞).

引理 2.3 [11] 假设 f : Ω → Rn 满足条件 (H2),(H3),(H4),并且 g : [t0,+∞) → R满足条

件 (H1),且 p : [t0,+∞) → Rn 满足条件 (H5)和 (H6),对任意的 τ0 ∈ [t0,+∞),并且定义函数
G : Ω → Rn为

G(x, t) =
∫ t

τ0

f(x(s), s)dg(s) +
∫ t

τ0

p(s)ds, (x, t) ∈ Ω, (2.5)

则 G ∈ F(Ω, h),其中 h : [t0,+∞) → R是不减的左连续函数,且

h(t) =
∫ t

τ0

(M(s) + L(s))dg(s) +
∫ t

τ0

N(s)ds, t ∈ [t0,+∞).

引理 2.4 [10] 假设 f : Ω → Rn 满足条件 (H2), (H3), (H4),并且 g : [t0,+∞) → R满足条

件 (H1),如果函数 x : [a, b] → Rn, [a, b] ⊂ [t0,+∞) 是测度微分方程 (1.2)的解,当且仅当 x是

广义常微分方程
dx

dτ
= DF (x, t) (2.6)

在 [a, b]上的解,其中函数 F 由 (2.4)式给定.
引理 2.5 [11] 假设 f : Ω → Rn满足条件 (H2),(H3),(H4),并且 g : [t0,+∞) → R满足条件

(H1),且 p : [t0,+∞) → Rn满足条件 (H5)和 (H6),如果函数 x : [a, b] → Rn, [a, b] ⊂ [t0,+∞)
是测度微分方程 (1.3)的解,当且仅当 x是广义常微分方程

dx

dτ
= DG(x, t) (2.7)

在 [a, b]上的解,其中函数 G由 (2.5)式给定.
引理 2.6 [9] 设 F ∈ F(Ω, h),假设 x : [α, β] → Rn, [α, β] ⊂ [t0,+∞)在 [α, β]上是有界变

差函数,使得对每一个 s ∈ [α, β], (x(s), s) ∈ Ω,则积分
∫ β

α
DF (x(τ), t)存在.

引理 2.7 [9] 设 F ∈ F(Ω, h),假设 V : [t0,+∞)× Rn → R+ 是使得对任意的 y ∈ Rn,函
数 V (·, y) : [t0,+∞) → R+在 (t0,+∞)上是左连续的,假设以下条件成立

(i)对任意的 (t, x), (t, y) ∈ [t0,+∞)×Rn,常数 L > 0,有 |V (t, x)− V (t, y)| ≤ L‖x− y‖.
(ii) 存在一个实函数 Φ : Rn → R, 使得对于广义常微分方程 (2.6) 在区间 (a, b) ⊂

[t0,+∞)上的每一个解 y : (a, b) → Rn,对于 t ∈ (a, b),有

lim
η→0+

sup
V (t + η, y(t + η))− V (t, y(t))

η
≤ Φ(y(t)). (2.8)
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若 y : [α, β] → Rn, t0 ≤ α < β < +∞是区间 [α, β]上的有界变差函数,并且在 (α, β]上是左
连续的,则不等式

V (β, y(β))− V (α, y(α)) ≤ Lvarβ
α[y(s)−

∫ s

α

DF (y(τ), t)] + B(β − α)

成立,其中 B = sup
t∈[α,β]

Φ(y(t)), F 由 (2.4)式给定.

引理 2.8 [9] 设 G ∈ F(Ω, h),假设 V : [t0,+∞)× Rn → R+ 是使得对任意的 y ∈ Rn,函
数 V (·, y) : [t0,+∞) → R+在 (t0,+∞)上是左连续的,假设以下条件成立:

(i)对任意的 (t, x), (t, y) ∈ [t0,+∞)×Rn,常数 L > 0,有 |V (t, x)− V (t, y)| ≤ L‖x− y‖.
(ii) 存在一个实函数 Φ : Rn → R, 使得对于广义常微分方程 (2.7) 在区间 (a, b) ⊂

[t0,+∞)上的每一个解 y : (a, b) → Rn,对于 t ∈ (a, b),有

lim
η→0+

sup
V (t + η, y(t + η))− V (t, y(t))

η
≤ Φ(y(t)). (2.9)

若 y : [α, β] → Rn, t0 ≤ α < β < +∞是区间 [α, β]上的有界变差函数,并且在 (α, β]上是左
连续的,则不等式

V (β, y(β))− V (α, y(α)) ≤ Lvarβ
α[y(s)−

∫ s

α

DG(y(τ), t)] + B(β − α)

成立,其中 B = sup
t∈[α,β]

Φ(y(t)), G由 (2.5)式给定.

3 主要结果

本节定义了测度微分方程 (1.2)及扰动后的测度微分方程 (1.3)的变差一致 Lipschitz稳
定性,一致 Lipschitz稳定性和一致整体 Lipschitz稳定性.利用广义常微分方程的 Lipschitz
稳定性结果给出了测度微分方程的变差一致 Lipschitz稳定性,一致整体 Lipschitz稳定性定
理及其证明.
定义 3.1 测度微分方程 (1.2) 的平凡解 x ≡ 0 是变差一致 Lipschitz 稳定的, 若存在

A > 0,以及 δ > 0,使得若 x : [α, β] → Bc, t0 ≤ α < β < +∞是 [α, β]上的有界变差函数,并
且在 (α, β]上左连续,当 ‖x(α)‖ < δ和

varβ
α[x(s)−

∫ s

α

f(x(t), t)dg(t)] < δ (3.1)

时,则有
‖x(t)‖ ≤ A‖x(α)‖, t ∈ [α, β].

定义 3.2 测度微分方程 (1.2)的平凡解 x ≡ 0是
(i) 一致 Lipschitz稳定的,若存在 A > 0, δ > 0,使得若 x : [α, β] → Bc, t0 ≤ α < β <

+∞是测度微分方程 (1.2)在 [α, β]上的一个解,当 ‖x(α)‖ < δ 时,则 ‖x(t)‖ ≤ A‖x(α)‖, t ∈
[α, β].

(ii) 一致整体 Lipschitz稳定的,若存在A > 0,使得若 x : [α, β] → Bc, t0 ≤ α < β < +∞
是测度微分方程 (1.2)在 [α, β]上的一个解,则 ‖x(t)‖ ≤ A‖x(α)‖, t ∈ [α, β].
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注 若测度微分方程 (1.2) 的平凡解 x ≡ 0 是变差一致 Lipschitz 稳定的, 则它是一致
Lipschitz稳定的.
定义 3.3 测度微分方程 (1.3) 的平凡解 x ≡ 0 是变差一致 Lipschitz 稳定的, 若存在

A > 0,以及 δ > 0,使得若 x : [α, β] → Bc, t0 ≤ α < β < +∞是 [α, β]上的有界变差函数,并
且在 (α, β]上左连续,当 ‖x(α)‖ < δ和

varβ
α[x(s)− (

∫ s

α

f(x(t), t)dg(t) +
∫ s

α

p(t)dt)] < δ (3.2)

时,则有
‖x(t)‖ ≤ A‖x(α)‖, t ∈ [α, β].

定义 3.4 测度微分方程 (1.3)的平凡解 x ≡ 0是
(i) 一致 Lipschitz稳定的,若存在 A > 0, δ > 0,使得若 x : [α, β] → Bc, t0 ≤ α < β <

+∞是测度微分方程 (1.3)在 [α, β]上的一个解,当 ‖x(α)‖ < δ 时,则

‖x(t)‖ ≤ A‖x(α)‖, t ∈ [α, β].

(ii) 一致整体 Lipschitz稳定的,若存在A > 0,使得若 x : [α, β] → Bc, t0 ≤ α < β < +∞
是测度微分方程 (1.3)在 [α, β]上的一个解,则

‖x(t)‖ ≤ A‖x(α)‖, t ∈ [α, β].

注 若测度微分方程 (1.3) 的平凡解 x ≡ 0 是变差一致 Lipschitz 稳定的, 则它是一致
Lipschitz稳定的.
定理 3.1 设 V : [t0,+∞)×Bρ → R+,其中 Bρ = {y ∈ Rn, ‖y‖ ≤ ρ}, 0 < ρ < c,假设 V

满足以下条件

(i) 对所有的 t ∈ [t0,+∞),有 V (t, 0) = 0.
(ii) 对所有的 x ∈ Bρ,有 V (·, x) : [t0,+∞) → R+在 (t0,+∞)上是左连续的.
(iii)存在一个常数K > 0,使得

|V (t, z)− V (t, y)| ≤ K‖z − y‖, t ∈ [t0,+∞), z, y ∈ Bρ.

(iv) 存在一个单调递增函数 b : [0,+∞) → [0,+∞) 满足 b(0) = 0, 使得对所有的
t ∈ [t0,+∞), x ∈ Bρ,有 V (t, x) ≥ b(‖x‖).

(v) 对于方程 (1.2)的所有解 x : [α, β] → Bρ,有

D+V (t, x(t)) = lim
η→0+

sup
V (t + η, x(t + η))− V (t, x(t))

η
≤ 0, t ∈ [α, β].

则方程 (1.2)的平凡解 x ≡ 0是变差一致 Lipschitz稳定的.
证 根据引理 2.2, 需验证 F ∈ F(Ω, h), F 由 (2.4) 式给定, Ω = Bc × [t0,+∞). 因为

f : Ω → Rn 满足条件 (H2),(H3),(H4),并且 g : [t0,+∞) → R满足条件 (H1),使得对任意的
(x, s2), (x, s1) ∈ Ω,有

‖F (x, s2)− F (x, s1)‖ =
∥∥∥∥

∫ s2

τ0

f(x, s)dg(s)−
∫ s1

τ0

f(x, s)dg(s)
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
∫ s2

s1

f(x, s)dg(s)
∥∥∥∥

≤
∫ s2

s1

M(s)dg(s) ≤ h(s2)− h(s1),
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且对任意的 (x, s2), (x, s1), (z, s2), (z, s1) ∈ Ω,由条件 (H4),有

‖F (x, s2)− F (x, s1)− F (z, s2) + F (z, s1)‖

=
∥∥∥∥

∫ s2

s1

f(x, s)dg(s)−
∫ s2

s1

f(z, s)dg(s)
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
∫ s2

s1

[f(x, s)− f(z, s)]dg(s)
∥∥∥∥

≤ ‖x− z‖[t0,+∞)

∫ s2

s1

L(s)dg(s) ≤ ‖x− z‖[t0,+∞)[h(s2)− h(s1)].

所以 F ∈ F(Ω, h),其中 h(t) =
∫ t

τ0
[M(s) + L(s)]dg(s), τ0 ∈ [t0,+∞),且 h : [t0,+∞) → R是

不减的左连续函数.
由引理 2.4可知,测度微分方程 (1.2)的解也是广义常微分方程 (2.6)的解,因此它们的解

都是有界变差函数.
以下证明测度微分方程 (1.2)的平凡解 x ≡ 0是变差一致 Lipschitz稳定的.
设 x : [α, β] → Bρ, [α, β] ⊂ [t0,+∞)是 [α, β]上的有界变差函数,并且在 (α, β]上是左连

续的.由条件 (iii),(v)及引理 2.4和引理 2.7,其中 Φ ≡ 0.对任意的 t ∈ [α, β],有

V (t, x(t))− V (α, x(α)) ≤ Kvart
α[x(s)−

∫ s

α

DF (x(τ), r)] + B(t− α)

= Kvart
α[x(s)−

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r)] + B(t− α)

= Kvart
α[x(s)−

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r)]

≤ Kvarβ
α[x(s)−

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r)],

(3.3)

因为 Φ ≡ 0,所以 B = sup
t∈[α,β]

Φ(x(t)) = 0. 且由条件 (i)和 (iii),有 |V (α, x(α)) − V (α, 0)| ≤
K‖x(α)‖, 即

V (α, x(α)) ≤ K‖x(α)‖. (3.4)

对于 ε > 0,使得不等式 0 < b(ε) ≤ b(‖x(α)‖+ ε)成立.设 δ > 0,使得 2Kδ < b(ε).若

‖x(α)‖ < δ, varβ
α[x(s)−

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r)] < δ.

因此由 (3.3)和 (3.4)式,有

V (t, x(t)) ≤ V (α, x(α)) + Kvarβ
α[x(s)−

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r)] ≤ K‖x(α)‖+ Kδ ≤ 2Kδ.

由于 2Kδ < b(ε),则有

V (t, x(t)) ≤ 2Kδ < b(ε) ≤ b(‖x(α)‖+ ε), t ∈ [α, β]. (3.5)

另外,由条件 (iv),有
b(‖x(t)‖) ≤ V (t, x(t)), t ∈ [α, β]. (3.6)
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则由 (3.5)和 (3.6)式,有 b(‖x(t)‖) ≤ V (t, x(t)) ≤ b(‖x(α)‖+ ε). 由于 b是增函数,则

‖x(t)‖ ≤ ‖x(α)‖+ ε, t ∈ [α, β].

由定义 3.1,取 A = 1,并且由 ε的任意性,则 ‖x(t)‖ ≤ A‖x(α)‖满足,则测度微分方程
(1.2)的平凡解 x ≡ 0是变差一致 Lipschitz稳定的.
定理 3.2 设 V [t0,+∞)×Bρ → R+满足定理 3.1中的条件 (i),(ii),(iii) 和 (v),并且满足

条件

(iv
′
) 对所有的 (t, x) ∈ [t0,+∞)×Bρ,有 V (t, x) ≥ ‖x‖.

则方程 (1.2)的平凡解 x ≡ 0是一致整体 Lipschitz稳定的.
证 设 x : [α, β] → Bρ, [α, β] ⊂ [t0,+∞)是测度微分方程 (1.2)在 [α, β]上的解.由条件

(iii),(v)及引理 2.4和引理 2.7,其中 Φ ≡ 0,所以 B = sup
t∈[α,β]

Φ(x(t)) = 0,对任意的 t ∈ [α, β],

有

‖x(t)‖ ≤ V (t, x(t)) ≤ V (α, x(α)) + Kvart
α[x(s)−

∫ s

α

DF (x(τ), r)] + B(t− α)

= V (α, x(α)) + Kvart
α[x(s)−

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r)] + B(t− α)

= V (α, x(α)) + Kvart
α[x(s)−

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r)]

≤ V (α, x(α)) + Kvarβ
α[x(s)−

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r)]

≤ V (α, x(α))

≤ K‖x(α)‖.

因为 varβ
α[x(s) − ∫ s

α
f(x(r), r)dg(r)] = 0, 并且 V (α, x(α)) ≤ K‖x(α)‖ (见 (3.4) 式), 则

‖x(t)‖ ≤ K‖x(α)‖ 满足定义 3.2 中的 (ii), 则测度微分方程 (1.2) 的平凡解 x ≡ 0 是一致
整体 Lipschitz稳定的.
定理 3.3 设 V : [t0,+∞)×Bρ → R+,其中 Bρ = {y ∈ Rn, ‖y‖ ≤ ρ}, 0 < ρ < c,假设 V

满足以下条件

(i) 对所有的 t ∈ [t0,+∞),有 V (t, 0) = 0.
(ii) 对所有的 x ∈ Bρ,有 V (·, x) : [t0,+∞) → R+在 (t0,+∞)上是左连续的.
(iii)存在一个常数K > 0,使得

|V (t, z)− V (t, y)| ≤ K‖z − y‖, t ∈ [t0,+∞), z, y ∈ Bρ.

(iv) 存在一个单调递增函数 b : [0,+∞) → [0,+∞) 满足 b(0) = 0, 使得对所有的
t ∈ [t0,+∞), x ∈ Bρ,有 V (t, x) ≥ b(‖x‖).

(v) 对于方程 (1.3)的所有解 x : [α, β] → Bρ,有

D+V (t, x(t)) = lim
η→0+

sup
V (t + η, x(t + η))− V (t, x(t))

η
≤ 0, t ∈ [α, β].

则方程 (1.3)的平凡解 x ≡ 0是变差一致 Lipschitz稳定的.
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证 根据引理 2.3,需验证 G ∈ F(Ω, h), G由 (2.5)式给定, Ω = Bc × [t0,+∞).因为 f :
Ω → Rn 满足条件 (H2),(H3),(H4),并且 g : [t0,+∞) → R满足条件 (H1), p : [t0,+∞) → Rn

满足条件 (H5)和 (H6),使得对任意的 (x, s2), (x, s1) ∈ Ω,有

‖G(x, s2)−G(x, s1)‖ =
∥∥∥∥

∫ s2

τ0

f(x, s)dg(s) +
∫ s2

τ0

p(s)ds−
∫ s1

τ0

f(x, s)dg(s)−
∫ s1

τ0

p(s)ds

∥∥∥∥

=
∥∥∥∥

∫ s2

s1

f(x, s)dg(s) +
∫ s2

s1

p(s)ds

∥∥∥∥

≤
∫ s2

s1

M(s)dg(s) +
∫ s2

s1

N(s)ds

≤ h(s2)− h(s1),

且对任意的 (x, s2), (x, s1), (z, s2), (z, s1) ∈ Ω,由条件 (H4),有

‖G(x, s2)−G(x, s1)−G(z, s2) + G(z, s1)‖

=
∥∥∥∥

∫ s2

s1

f(x, s)dg(s)−
∫ s2

s1

f(z, s)dg(s)
∥∥∥∥ =

∥∥∥∥
∫ s2

s1

[f(x, s)− f(z, s)]dg(s)
∥∥∥∥

≤ ‖x− z‖[t0,+∞)

∫ s2

s1

L(s)dg(s) ≤ ‖x− z‖[t0,+∞)[h(s2)− h(s1)].

所以 G ∈ F(Ω, h), 其中 h(t) =
∫ t

τ0
[M(s) + L(s)]dg(s) +

∫ t

τ0
N(s)ds, τ0 ∈ [t0,+∞), 且 h :

[t0,+∞) → R是不减的左连续函数.
由引理 2.5可知,测度微分方程 (1.3)的解也是广义常微分方程 (2.7)的解,因此它们的解

都是有界变差函数.
以下证明测度微分方程 (1.3)的平凡解 x ≡ 0是变差一致 Lipschitz稳定的.
设 x : [α, β] → Bρ, [α, β] ⊂ [t0,+∞)是 [α, β]上的有界变差函数,并且在 (α, β]上是左连

续的.由条件 (iii),(v)及引理 2.5和引理 2.8,其中 Φ ≡ 0,对任意的 t ∈ [α, β],有

V (t, x(t))− V (α, x(α)) ≤ Kvart
α[x(s)−

∫ s

α

DG(x(τ), r)] + B(t− α)

= Kvart
α[x(s)− (

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r) +
∫ s

α

p(r)dr)] + B(t− α)

= Kvart
α[x(s)− (

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r) +
∫ s

α

p(r)dr)]

≤ Kvarβ
α[x(s)− (

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r) +
∫ s

α

p(r)dr)],

(3.7)
因为 Φ ≡ 0,所以 B = sup

t∈[α,β]

Φ(x(t)) = 0. 且由条件 (i)和 (iii),有 |V (α, x(α)) − V (α, 0)| ≤
K‖x(α)‖, 即

V (α, x(α)) ≤ K‖x(α)‖. (3.8)

对于 ε > 0,使得不等式 0 < b(ε) ≤ b(‖x(α)‖+ ε)成立.设 δ > 0,使得 2Kδ < b(ε).若

‖x(α)‖ < δ, varβ
α[x(s)− (

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r) +
∫ s

α

p(r)dr)] < δ.
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因此由 (3.7)和 (3.8)式,有

V (t, x(t)) ≤ V (α, x(α)) + Kvarβ
α[x(s)− (

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r) +
∫ s

α

p(r)dr)]

≤ K‖x(α)‖+ Kδ ≤ 2Kδ.

由于 2Kδ < b(ε),则有

V (t, x(t)) ≤ 2Kδ < b(ε) ≤ b(‖x(α)‖+ ε), t ∈ [α, β]. (3.9)

另外,由条件 (iv),有

b(‖x(t)‖) ≤ V (t, x(t)), t ∈ [α, β]. (3.10)

则由 (3.9)和 (3.10)式,有 b(‖x(t)‖) ≤ V (t, x(t)) ≤ b(‖x(α)‖+ ε). 由于 b是增函数,则

‖x(t)‖ ≤ ‖x(α)‖+ ε, t ∈ [α, β].

由定义 3.3,取 A = 1,并且由 ε的任意性,则 ‖x(t)‖ ≤ A‖x(α)‖满足,则测度微分方程
(1.3)的平凡解 x ≡ 0是变差一致 Lipschitz稳定的.

定理 3.4 设 V : [t0,+∞)×Bρ → R+满足定理 3.3中的条件 (i),(ii),(iii) 和 (v),并且满
足条件:

(iv
′
) 对所有的 (t, x) ∈ [t0,+∞)×Bρ,有 V (t, x) ≥ ‖x‖.

则方程 (1.3)的平凡解 x ≡ 0是一致整体 Lipschitz稳定的.

证 设 x : [α, β] → Bρ, [α, β] ⊂ [t0,+∞)是测度微分方程 (1.3) 在 [α, β]上的解.由条件
(iii),(v)及引理 2.5和引理 2.8,其中 Φ ≡ 0,所以 B = sup

t∈[α,β]

Φ(x(t)) = 0,对任意的 t ∈ [α, β],

有

‖x(t)‖ ≤ V (t, x(t))

≤V (α, x(α)) + Kvart
α[x(s)−

∫ s

α

DG(x(τ), r)] + B(t− α)

=V (α, x(α)) + Kvart
α[x(s)− (

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r) +
∫ s

α

p(r)dr)] + B(t− α)

=V (α, x(α)) + Kvart
α[x(s)− (

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r) +
∫ s

α

p(r)dr)]

≤V (α, x(α)) + Kvarβ
α[x(s)− (

∫ s

α

f(x(r), r)dg(r) +
∫ s

α

p(r)dr)]

≤V (α, x(α)) ≤ K‖x(α)‖.

因为 varβ
α[x(s)− (

∫ s

α
f(x(r), r)dg(r) +

∫ s

α
p(r)dr)] = 0,并且 V (α, x(α)) ≤ K‖x(α)‖ (见 (3.8)

式), 则 ‖x(t)‖ ≤ K‖x(α)‖满足定义 3.4中的 (ii),则测度微分方程 (1.3)的平凡解 x ≡ 0是一
致整体 Lipschitz稳定的.
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Abstract: In this paper, we study the Lipschitz stability of measure differential equations. By

using the Lipschitz stability of generalized ordinary differential equations, under the condition that

the measure differential equations is equivalent to the generalized ordinary differential equations,

the theorems of variational uniformly Lipschitz stability and uniformly globally Lipschitz stability

of measure differential equations are obtained, which is an essential generalization of the stability

theorem of measure differential equations.
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