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基于积极集识别技术的半无限 minimax 问题非单调有限记忆
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摘要: 本文研究了半无限 minimax 问题. 利用积极集识别技术结合非单调有限记忆序列二次

规划 (SQP) 方法来求解半无限 minimax 问题．在适当的条件下证明了算法的收敛性. 数值结果表明

新算法在降低求解规模和迭代次数等方面均优于采用 Armijo 型线搜索的 SQP 方法.
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1 引言

半无限 minimax 优化问题是一类非常重要的优化问题, 有着广泛的应用背景, 例如工
程设计、最优控制、金融工程等领域的很多问题可以归结为求解这类优化问题, 很多学者对
此进行了研究, 获得了丰富的研究成果 (如文献 [1–12]). 由于其特殊的结构, 大多数传统的
方法不再适用, 离散化方法是求解这类型问题的重要数值方法之一 (如文献 [1–8]). 半无限
minimax 问题具有如下形式





min
x∈Rn

max
y∈Y

f(x, y),

s.t.g(x, ω) ≤ 0, ω ∈ Ω,
(1.1)

其中指标集 Y = [1, 2, · · ·m] , f : Rn × Y → R, 关于 x, y 都连续可微关于 x 连续可微

g : Rn × [0, 1] → R. 为了方便起见, 记问题 (1.1) 的可行集 X 和水平集 l (x0,Ω)：

X = {x ∈ Rn|g(x, ω) ≤ 0, ω ∈ Ω} , l
(
x0,Ω

)
=

{
x ∈ X|f(x, y) ≤ f

(
x0, y

)}
.

再记: 对于任意的 x ∈ Rn, FY (x) = max
y∈Y

f(x, y). 对于 Ŷ ⊂ Y, FŶ (x) = max
y∈Ŷ

f(x, y) 的方向导

数

F ′
Ŷ
(x, d) = max

y∈Y

(
f(x, y) +∇xf(x, y)T d

)− FY (x).

离散化方法的主要思想通过不断离散连续变量的连续区间来逼近约束函数, 将求
解半无限规划问题转化为求解其离散后的一系列有限约束优化问题. 将 Ω 离散成有限
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集：ΩE =
{

0, 1
q
, 2

q
, · · · q−1

q
, 1

}
, 其中 q 反映了离散水平, q 越大离散水平越好. 定义 Ω 和 ΩE

之间的 Hausdorff 距离为 dist (ΩE,Ω) = max
ω∈Ω

min
ω∈ΩE

‖ωE − ω‖, 其中集列 {Ωqi

E }i∈N+ 满足条件

Ωqi

E ⊂ Ω, |Ωqi

E | < ∞, i ∈ N+, lim
i→∞

dist (Ωqi

E ,Ω) = 0. (1.2)

基于离散化方法求解原问题 (1.1) 可归结为求解一系列具有如下形式的 minimax 离散化问
题:

min
x∈Rn

max
y∈Y

f(x, y)s.t.g(x, ω) ≤ 0, ω ∈ ΩE. (1.3)

在一定的条件下, 当 dist (ΩE,Ω) → 0 时式 (1.3) 的最优解趋向于原问题 (1.1) 的最优解. 当 q

非常大的时候, 问题 (1.3) 的约束个数非常多, 求解的成本也会很高, 如何设计高效的算法求
解问题 (1.3) 是解决半无限 minimax 问题的一个关键. 文献 [5] 提出了一种求解半无限规划
问题的超线性收敛的模松弛 SQP 算法, 每次迭代只需要求解一个 QP 子问题就可以获得搜
索方向, 遗憾的是上述算法要求初始点可行, 而通常求解可行点的计算量很大. 为了克服这一
问题, 文献 [6] 提出了一种初始点任意的模松弛强次可行 SQP 算法. 另外, 在模松弛强次可
行方向法中常利用线搜索来确定步长, 传统的线搜索方法都要求目标函数值严格下降, 其缺
点是当迭代点“陷入很窄的峡谷时”, 常常会导致小步长或出现锯齿现象, 而采用非单调线搜
索技术可以克服这些缺点 (如文献 [13–15]). 文献 [9] 提出一种约束积极集识别技术, 可以对
积极集进行精确识别和估计来减少计算量. 文献 [16] 提出了一种求解无约束优化问题的有限
记忆 BFGS 修正规则 (简称 L-BFGS), L-BFGS 修正方法无需存贮近似海森矩阵 Hk, 从而大
大减少了计算机存储量, 提高运行效率, 对大规模的优化问题更有效. 受文献 [5–9] 启发, 本
文结合离散化方法和模松弛强次可行 SQP 方法, 基于新型约束积极集识别技术, 采用非单调
搜索和有限记忆 L-BFGS 修正方法更新 Hk, 提出了一种新的求解半无限 minimax 问题的非
单调 SQP 算法.

2 算法描述

定义 2.1 点x称为QP子问题 (2.1)的稳定点 (KKT点),如果存在乘子向量 λω, (ω ∈ ΩE);
γy, (y ∈ Y ) 使得

∑
y∈Y

γy∇xf(x, y) +
∑

ω∈ΩE

λω∇xg(x, ω) = 0,
∑
y∈Y

γy = 1, (2.1)

{
0 ≤ γy ⊥ (f(x, y)− FY (x) ≤ 0,∀y ∈ Y,

0 ≤ λω ⊥ g(x, ω) ≤ 0,∀ω ∈ ΩE.
(2.2)

以下给出了式 (1.3) 的拉格朗日函数 L(x, λ, y), 可行集 XE 和有效集 Y (x) 和 ΩE(x):

L(x, λ, γ) =
∑
y∈Y

γyf(x, y) +
∑
ω∈ΩE

λωg(x, ω),

XE = {x ∈ Rn, g(x, ω) ≤ 0,∀ω ∈ ΩE} ,

Y (x) = {y ∈ Y : f(x, y) = F (x)},
ΩE(x) = {ω ∈ ΩE : g(x, ω) = 0} .
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由式 (2.1), (2.2), 定义如下的约束积极集识别函数

φ(x, λ, γ) =




∇xL(x, λ, γ)∑
y∈Y γk

y − 1
min (FY (x)e− f(x, y), γ)

min(−g(x, ω), λ)


 , (2.3)

ρ(x, λ, γ) = ‖φ(x, λ, γ)‖δ.

其中 e = (1, 1, · · · , 1)T ∈ Rn, 0 < δ < 1, 由文 [5] 可得到问题 (1.3) 的两个积极约束识别集

{
Y (x, λ, γ) = {y ∈ Y : f(x, y)− FY (x) + ρ(x, λ, γ) ≥ 0} ,

ΩE(x, λ, γ) = {ω ∈ ΩE : g(x, ω) + ρ(x, λ, γ) ≥ 0} .
(2.4)

为了叙述方便, 对任给的 xk ∈ Rn, Ŷ ⊂ Y (x, λ, γ),Ωk ⊂ ΩE(x, λ, γ), 定义记号如下

φ(x) = max
{

0, max
ω∈ΩE

g(x, ω)
}

,

ϕk = ϕ
(
xk

)
= max

{
0, max

ω∈Ωk

g
(
xk, ω

)}
= max

{
0, g

(
xk, ω

)
, ω ∈ Ωk

}
,

Ω−k = Ω−
(
xk

)
=

{
ω ∈ Ωk|g

(
xk, ω

) ≤ 0
}

,Ω+
k = Ω+

(
xk

)
=

{
ω ∈ Ωk|g

(
xk, ω

)
> 0

}
.

构造如下的 QP 子问题




min r0z + 1
2
dT Hkd,

s.t. F ′
Ŷ

(
xk, d

) ≤ r0z + rϕθ
k,

g
(
xk, ω

)
+∇xg

(
xk, ω

)T
d ≤ rωσkz,∀ω ∈ Ω−k ,

g
(
xk, ω

)
+∇xg

(
xk, ω

)T
d ≤ rωσkz − εkz

2 + φk,∀ω ∈ Ω+
k ,

(2.5)

其中参数 r0, r, rω (ω ∈ ΩE) , θ 都是正的常数, σk 是随迭代调整的正参数, Hk 是 ∇2
xxf

(
xk, y

)

的近似矩阵. 我们引入一个重要的项 −εkz
2 是为了确保当 dk → 0 有 zk → 0. 以下引理说明

QP 子问题具有良好的性质.
假设 2.1 对于任意的 y ∈ Y, ω ∈ Ω, 函数 f(·, y) 和 g(·, ω) 在可行集上至少一阶连续可

微.
假设 2.2 对于任意的 x ∈ XE , 弱 MFCQ 成立, 即存在 d ∈ Rn 使得 ∇xg(x, ω)T d < 0,

对于所有的 ω ∈ Ω(x) 成立.
引理 2.1 设假设 2.1 和假设 2.2 成立, xk ∈ X, Hk 是对称正定, 若 (zk, d

k) 是子问题
(2.5) 的最优解, 则

(1) r0zk + 1
2

(
dk

)T
Hkd

k ≤ 0, zk ≤ 0;
(2) zk = 0 ⇔ dk = 0;
(3) zk = 0 ⇒ xk 是问题(1.3) 的一个稳定点;
(4) 如果 xk /∈ X 则zk < 0;
(5) 若 dk 6= 0, 则 zk < 0, dk 为问题 (1.3) 在 xk 处的可行下降方向.
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证 (1), (2) 的证明类似于文献 [9](引理 2.2,2.3) 其余证明可参考文献 [7](引理 2.1).
在文献 [13] 中 Zhang 和 Hager 提出了新的非单调搜索技术, 受文献 [13] 启发, 本文对其

进行了改进, 具体形式如下

FŶ

(
xk + αkd

k
) ≤ Ck + δαk

[
∇xf(x, y)T dk +

1
2
αkγLk

∥∥dk
∥∥2

]
, (2.6)

Ck =

{
FŶ

(
xk

)
, k = 1;

ηCk−1 + (1− η)FŶ

(
xk

)
, k ≥ 2.

(2.7)

其中 γ ∈ [0, 2), δ ∈ (
0, 1

2

)
, sk = −∇xf(x,y)T dk

Lk‖dk‖2 , t ∈ (0, 1), αk 为 {sk, tsk, t
2sk, · · · } 中满足上

式的最大者, Lk 的调整规则参见文献 [15].
由于采用离散化技术后, 问题 (1.3) 的约束个数较多, 导致算法求解的计算量增加, 效率

降低, 如何降低计算量成为本文的关键. 在 SQP 算法中通常用 BFGS 公式更新 Hk, 文 [16]
提出一种新的有限记忆 L-BFGS 更新规则, 它最显著的特点是不需要存储 Hk, 对给定的 Hk

和非负整数m, 利用前m 步的信息对 H0 进行修正m 次得到 Hk, 仅存贮m + 1 个向量组就
能计算 Hk+1, 从而降低了算法对计算量和存储量的要求, 本文将其应用到算法设计中更新
Hk.
算法 A (求解离散化问题 (1.3))
步 1 初始化. 取适当大正整数 q, 将区间 [0,1] 离散成有限集 Ωk 选取参数 r0, r, rω, θ ∈

(0, 1), σk, η ∈ (0, 1). 选取初始可行点 x0 ∈ XE , 初始对称正定矩阵 H0, (λ0, γ0)T =
(1, 1, · · · , 1)T ∈ Rm+q+1, 并令 k := 0.
步 2 由 (2.3) 式计算 ρ

(
xk, λk, γk

)
, 由 (2.4) 式生成积极约束识别集 Y

(
xk, λk, γk

)
和

ΩE

(
xk, λk, γk

)
. 如果 ρ

(
xk, λk, γk

)
= 0, 则 xk 是问题 (1.3) 的一个稳定点, 停止. 否则进入步

3.
步 3 计算搜索方向. 对当前迭代点 xk 求解 QP 子问题 (2.5) 得到一个 KKT 点对

(zk, d
k). 如果 dk = 0, 则 xk 是问题 (1.3) 的一个稳定点, 停止. 否则进入步 4.
步 4 求搜索步长. 由新的非单调搜索 (2.6) 获得步长 αk.
步 5 令 xk+1 = xk + αkd

k, 对称正定矩阵 kk+1 可按文献 [16] 中 L-BFGS 更新规则得
到, σk+1 由 σk+1 = min

{
σ̄, σ1

∥∥dk
∥∥ξ

}
,∀k ≥ 1 获得, 其中 σ̄, σ1, ξ 均为正常数. 置 k = k + 1,

返回步 2.
对于半无限 minimax 问题的离散化方法, 由文献 [7] 可知, 若下面的假设 2.3 成立, 且

存在 x0 ∈ X, 使得 l (x0,Ωq0
E ) 紧, 那么离散化问题 (1.3) 解序列的某个子列 {x̃qi

}i∈Nk , Nk ⊆
N, k ∈ R 收敛于原问题 (1.1) 的解 x̃.
假设 2.3 集列 {Ωqi

E }i∈N+ 满足条件 (1.2), 且 Ωqi

E ⊆ Ωqi+1
E , i ∈ N+ 成立.

下面给出求解原问题 (1.1) 的算法
算法 B
初始步 给定参数: {πi}i∈N+ 满足 0 < ε < πi+1 < πi,∀i ∈ N+ 和 lim

i→∞
πi = 0,

q0 ∈ N+\{0}, ε = 10−4 以及算法 A 的初始化参数.
步 1 选取 x0 ∈ X 离散集 Ωc0

E ⊂ Ω, 满足 |Ωq0
E | < ∞. 令 i = 0.

步 2 利用算法 A 求解离散化问题 (1.3), 其最优解记为 x̃qi
.
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步 3 如果 dist (Ωqi

E ,Ω) ≤ ε, 则算法停止, 否则, 取更为精细的离散集 Ωqi+1
E ⊂ Ω, 使得

{ωqi
} ∪ Ωqi

E ⊂ Ωqi+1
E , 其中 qi ∈ Ωqi+1

E , |Ωqi+1
E | < ∞ 和 dist (Ωqi+1

E ,Ω) ≤ dist (Ωqi

E ) ≤ πi+1, 且满
足 g (x̃qi

, ω) = max
ω∈Ωqi+1

g (x̃qi
, ω).

步 4 令 x0 = x̃qi
, i = i + 1, 转步 2.

3 收敛性分析

本节对算法 B 进行收敛性分析, 首先给出如下的记号

Φ(x) = max
{

0,max
ω∈Ω

g(x, ω)
}

, ϕqi
(x) = max

{
0, max

ω∈Ω
qi
E

(x, ω)
}

, X = {x ∈ Rn|g(x, ω) ≤ 0, ω ∈ Ω} ,

Ω(x) = {ω ∈ Ω|g(x, ω) = 0},Ωqi

E (x) = {ω ∈ Ωqi

E |g(x, ω) = 0} .

对于算法 B, 定义如下的水平集

l
(
x0,Ωq0

E

)
=

{
x ∈ Rn|ϕq0(x) ≤ Φ

(
x0

)}
, l

(
x0,Ωqi

E

)
=

{
x ∈ Rn|ϕqi

(x) ≤ Φ
(
x0

)}
. (3.1)

假设 3.1 水平集 l (x0,Ωq0
E ) 有界, 且存在 Lipschitz 常数 lgx

和常数 lgw
使得下式成立.

|g (x1, ω)− g (x2, ω)| ≤ lgx
‖x1 − x2‖ , ω ∈ Ω, x1, x2 ∈ l (x0,Ωq0

E ) ,

|g (x, ω1)− g (x, ω2)| ≤ lgw
‖ω1 − ω2‖ , ω1, ω2 ∈ Ω, x ∈ l (x0,Ωq0

E ) .
(3.2)

假设 3.2 问题 (1.1) 在点 x̃ ∈ X 时有 {∇xg(x̃, ω), ω ∈ Ω(x̃)} 线性无关.
引理 3.1 [7] 若 {x̃qi

}i⊂N+ 为算法 B 生成的迭代点列, 则序列 {x̃qi
}i⊂N+ 存在聚点 x̃.

引理 3.2 令 {x̃qi
}Nk , Nk ⊂ N+,

∣∣Nk
∣∣ = ∞ 是算法 B 生成的序列 {x̃qi

}i⊂N+ 存在聚点

x̃ 的一个收敛于 x̃ 的子列, 则 {ϕqi
(x̃qi

)}i∈Nk 收敛, 且 lim
i→∞,i∈Nk

ϕqi
(x̃qi

) = Φ(x̃).

证 先证 0 ≤ Φ(x)− ϕqi
(x) ≤ lgw

dist (Ωqi

E ,Ω) ,∀x ∈ l (x0,Ωq0
E ) , i ∈ N+.

若 Φ(x) = 0, 则以上的关系式显然成立. 若 Φ(x) > 0, 取 ω ∈ X, 则存在 ωqi
∈ Ωq

E, 满足
‖ω − ωqi

‖ ≤ lgo
dist (Ωqi

E ,Ω), 因而有

0 ≤ Φ(x)− ϕqi
(x) ≤ g(x, ω)− g (x, ωqi

) ≤ lgω
‖ω − ωqi

‖ ≤ lgω
dist (Ωqi

E ,Ω) . (3.3)

再证 {ϕqi
(x̃qi

)}i∈Nk 收敛. 由式 (3.3) 可知 ϕqi
(x̃qi

) ≤ Φ(x̃qi
) 且有

ϕ (x̃qi
) = ϕ (x̃qi

)− Φ(x̃qi
) + Φ (x̃qi

) ≥ −lgw
dist (Ωqi

,Ω) + Φ (x̃qi
) ≥ −lgω

πi + Φ(x̃qi
) .

由算法 B 可知 lim
πi→∞

πi = 0. 根据式 (3.3) 可知 lim
i→∞,i∈Nk

ϕqi
(x̃qi

) = Φ (x̃qi
).

引理 3.3 令 {x̃qi
}i∈Nk , Nk ⊆ N+,

∣∣Nk
∣∣ = ∞ 是算法 B 生成的序列 {x̃qi

}i⊂N+ 的一个

收敛于 x̃ 的子列, 则对于 ω̃ ∈ Ω(x̃), 存在点列 {ωqi
}i∈Nk 使得 qi ∈ Ω

qi(x̃qi)
E 对于充分大的满

足 ωqi
→ ω̃.
证明可参考文献 [7] 的引理 6.1.4.
定理 3.1 若假设 3.1, 3.2 成立, 如果 {x̃qi

}i⊂N+ 是由算法 B 生成的迭代点列, 则存在
{x̃qi

}i⊂N+ 的一个聚点 x̃ 是半无限minimax 问题 (1.1) 的 KKT 点, 即算法 B 是收敛的.
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证 类似于文献 [8] 中定理 2.1 的证明过程, 由引理 3.1 可知序列 {x̃qi
}i⊂N+ 存在聚点 x̃,

取其收敛于 x̃ 的子列, {x̃qi
} , Nk ⊆ N+,

∣∣Nk
∣∣ = ∞. 由算法 B 可知 x̃qi 是问题 (1.3) 的 KKT

点. 因此, 由 Caratheodory 定理, 对于m = n + 1, i ∈ Nk 和ωqi
∈ Ωqi

E (x̃qi
), 有

∇f (x̃qi,y) +
m∑

j=1

ζj
i∇xg

(
x̃qi

, ωj
qi

)
= 0, (3.4)

ξj
i · g

(
x̃qi

, ω′qi

)
= 0, j = 1, 2, · · · ,m, (3.5)

ξj
i ≥ 0, (3.6)

ϕqi
(x̃qi

) = 0. (3.7)

由文献 [7] 中引理 2.3.2, 3.3.3 可知, 乘子序列
{
ξj
i

}
i∈Nk , j = 1, 2, · · · ,m 有界, 故存在

子列收敛于 ξ̃j , j = 1, 2, · · · ,m, 不妨记为原数列. 再记 J(x̃) 为 Ωqi
E (x̃) 的指标集, 由引理

3.3 知, 对于 ω̃j ∈ Ω(x̃), j ∈ J(x̃), 存在点列
{
ωj

qi

}
i∈Nk 使得 ωj

qi
∈ Ωqi

E (x̃qi
). 对充分大的

i ∈ Nk 满足, 即若 i ∈ Nk 充分大, 则通过整理可使得 K(= 1, 2, · · · ,m) 中前 l(= |J(x̃)|) 个
对应的 Ωqi

E (x̃qi
) 中的指标 ωj

qi
→ ω̃j , j = l + 1, · · · ,m. 此外由 |K| < ∞ 和 Ω 是紧集可知,

序列
{
ωj

qi

}
i∈Nk , j = l + 1, · · · ,m 收敛于 ω̃j ∈ Ω, j = l + 1, · · · ,m. 在式 (3.4)–(3.7) 中令

i →∞, i ∈ Nk, 再结合引理 3.2 可得

c∇f(x̃, y) +
m∑

j=1

ζj∇xg
(
x̃, ω̃j

)
= 0, (3.8)

ξj · g (
x̃, ω̃j

)
= 0, j = 1, 2, · · · ,m, (3.9)

ξj ≥ 0, (3.10)

Φ(x̃) = 0. (3.11)

由式 (3.11) 可知 x̃ ∈ X. 结合文 [7] 中定义 6.1.2, 并由式 (3.8)–(3.11) 可知, x̃ 是半无限

minimax 问题 (1.1) 的 KKT 点.

4 数值实验

本节将对算法 B 在MATLAB2016a 上编程序进行数值实验. 其中 P1, P2, P3 三个算例
来源于文献 [4], 三个问题如下

minmax{f(x), 0},
s.t. g(x, ω) ≤ 0, ω ∈ Ω.
P1 : f(x) = 1.21 exp (x1) + exp (x2) + x3,

s.t. g(x, ω) = ω − exp (x1 + x2 + x3) ≤ 0,∀ω ∈ [0, 1], 初始点(−1,−1.5, 2);
P2 : f(x) = x2

1 + x2
2,

s.t. g(x, ω) = x1 + x2 exp(ω) + exp(2ω)− 2 sin(4ω) ≤ 0,∀ω ∈ [0, 1], 初始点(−1,−2);
P3 : f(x) = 1.21 exp (x1) + exp (x2) + x3,

s.t. g(x, ω) = ω − exp (x1 + x2 + x3) ≤ 0,∀ω ∈ [0, 1], 初始点(1, 1, 1).
将算法与文献 [7] 中的算法 C (文献 [7] 第二章 2.6 节的算法) 进行对比. 参数选取

q = 100, r0 = 5, r = 1, rω = 0.01, θ = 0.1, γ = 1, δ = 0.38, Lk = 1, t = 0.87, Lk = 1,
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σ̄ = 0.01, σ1 = 100, ζ = 0.5,H0 = I. 算法的终止准则为 |zk| <≤ 10−4, 其中 Ni 为迭代次数,
x0 为初始点, x∗ 为算法终止时近似的最优解, F (x∗) 为相应的最优值. P 为所有迭代求解问
题使用的约束个数, 数值结果见表 1.

表 1 数值结果

算例 x0 算法 P Ni x∗ F (x∗)
P1 (-1,-1.5,2) B 50 7 (-0.205594,-1.356656,1.859369) 5.33452113

(-1,-1.5,2) C 53 13 (-0.203265,-1.361444,1.853371) 5.33468779
P2 (-1,-2) B 95 8 (-0.807574,-0.618937) 0.19474636

(-1,-2) C 97 17 (-0.750250,-0.618031) 0.19445626
P3 (1,1,1) B 52 10 (-0.203781,-1.339076,1.86535) 5.37027732

(1,1,1) C 54 15 (-0.207218,-1.374695,1.83673) 5.33485403

数值实验表明, 算法 B 的迭代次数较算法 C 有明显减少, 近似最优值略有差距, 求解问
题所使用的约束个数也有所减少. 在精度要求不太高的情况下, 算法 B 采用的积极约束集识
别技术和非单调技术可以降低求解计算量和迭代次数, 因而本文所提出的算法是有效的.
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A NON-MONOTONE SQP ALGORITHM WITH L-BFGS UPDATE

FOR SOLVING SEMI-INFINITE MINIMAX PROBLEM BASED ON

ACTIVE SET TECHNIQUE

YANG Yong-liang, WANG Fu-sheng, ZHEN Na

(Department of Mathematics, Taiyuan Normal University, Jinzhong 030619, China)

Abstract: This paper studies the semi-infinite minimax problem. By using active set recog-

nition technology combined with non-monotonic finite memory sequential quadratic programming

(SQP) method to solve the semi-infinite minimax problem. The convergence of the algorithm is

proved under appropriate conditions. Numerical results show that the new algorithm is superior

to the SQP method using Armijo-type line search in terms of reducing the solution scale and the

number of iterations.

Keywords: minimax problem; constraint active set; discretization method; SQP algorithm;

non-monotone technique
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