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摘要: 本文研究了带有固定效应的空间误差面板数据模型的经验似然推断问题. 利用经验似然

方法, 通过鞅差序列将空间误差面板数据模型估计方程中的二次型转化为线性形式, 构造了空间误差

面板数据模型参数的经验似然比统计量, 得到了统计量的极限分布.
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1 引言

空间计量经济学是在区域经济模型中处理由于空间因素导致的特殊性质的一系列

方法
[1]. 空间计量经济学可应用于区域科学、地理经济学、城市经济学等领域, 具体来说, 如

研究区域经济、房屋价值、人均收入等问题.空间面板数据模型是空间计量经济学中经典模
型之一, 它同时考虑了空间相关性和时间依赖性, 将传统的时间序列方法、横截面数据方法以
及普通面板数据模型进行综合, 学者们对此模型也进行了诸多研究.如 Elhorst[2] 研究了空间
面板数据模型的分类和估计问题; Kapoor 等 [3] 研究了误差项是空间自相关的面板数据模型

的参数估计; Yu 等 [4] 研究了带固定效应空间动态面板数据模型的拟极大似然估计 (QMLE);
Lee 和 Yu[5] 进一步研究了带固定效应的空间自回归面板数据模型的 QMLE, 并提出正交转
换的间接估计方法; 文利霞 [6] 研究了空间误差面板数据模型的拟极大似然估计及其渐近性

质; 戴晓文等 [7] 基于工具变量法研究了含有个体固定效应的空间误差面板数据模型参数的

分位回归估计, 并与均值回归方法做比较, 结果表明在处理空间面板数据时工具变量回归估
计方法优于均值回归方法; Qin[8] 研究了空间误差模型的经验似然估计. 由于人为或者客观原
因, 我们得到的数据不一定是完整的; Wang 和 Lee[9] 研究了数据随机缺失情形下空间面板数

据模型的广义矩估计、非线性最小二乘估计和两阶段最小二乘估计估计, 并对这三种估计方
法得到的结果进行了比较; 于力超和金勇进 [10] 研究了数据缺失机制为非随机缺失情形的面

板数据参数估计方法.
对空间计量模型进行估计, 使用比较多的估计方法是 (拟) 极大似然估计法 (如文献

[4,5,11])、广义矩估计法 (如文献 [9,13])、两阶段最小二乘法 (如文献 [9,13]) 等. 空间计量
模型的理论和应用研究均比较深入且成熟. 经验似然是 Owen[14] 于 1988 年在完全样本下
提出的一种非参数统计推断方法, 其是在一定约束条件下将参数似然比极大化, 有类似于
Bootstrap 的抽样特性. 经验似然方法应用广泛, 可应用于各种统计模型, 学者们对经验似然
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也进行了诸多研究. Owen[15,16] 将经验似然应用到线性回归模型的统计推断; 石坚 [17] 运用

经验似然方法修正了线性相关模型中误差方差的传统最小二乘估计, 修正后的估计的渐近方
差比传统估计的更小; Cui 和 Chen[18] 将经验似然应用到线性变量含误差模型; Kostov[19] 研

究了空间分位数回归模型的经验似然推断; 陈燕红 [20] 研究了时间序列模型的经验似然推断.
据我们所知, 目前尚没有研究面板数据空间计量经济模型的文献报导. 于是, 本文探讨空间面
板数据模型的经验似然推断, 在正则条件下构造了空间面板数据模型的经验似然统计量, 证
明了该统计量的极限分布为卡方分布.

2 空间面板数据模型

一般的空间面板数据模型 [5]

{
Ynt = ρMnYnt + Xntβ + Unt + Vnt,

Vnt = λWnVnt + εnt, t = 1, · · · , T,
(2.1)

其中 Ynt = (y1t, · · · , ynt)′ 为 n× 1 维被解释变量; Xnt 为 n× k维非随机解释变量向量; β 为

k× 1维系数向量. Mn 和Wn均为 n× n维空间权重矩阵, 其中mij 为矩阵Mn的 (i, j)元素,
mii = 0; wij 为矩阵Wn的 (i, j)元素, wii = 0. Unt为 n× 1维固定效应向量. Vnt为自相关误

差项. εnt = (ε1t, ε2t, · · · , εnt)′ 为 n × 1维随机扰动项, 其分量的均值为 0,协方差为 σ2, 且独
立同分布. ρ 和 λ为空间相关系数.在本文中,“′”表示矩阵转置.
由于 t = 1, · · · , T ,模型 (2.1) 可改写为 [1]

{
Y = ρ(IT ⊗Mn)y + Xβ + U + V,

V = λ(IT ⊗Wn)V + ε,
(2.2)

其中 Y = (Y ′
n1, · · · , Y ′

nT )′ 为 nT × 1 维因变量向量, Ynt = (y1t, · · · , ynt)′ 为 n × 1 维向量.
X = (X ′

n1, · · · , X ′
nT )′ 为 nT × k 维解释变量向量, Xnt = (X∗

1t, X
∗
2t, · · · , X∗

nt)
′ 为 n × k 维向

量. β 为 k × 1维系数向量. U 为 nT × 1维固定效应向量. IT 表示 T × T 维单位矩阵. Mn 和

Wn 均表示 n × n维空间权重矩阵, 其中 mij 和 wij 分别表示Mn 和Wn 的 (i, j)元素. V 为

自相关误差项. ε = (ε′n1, · · · , ε′nT )′ 为 nT × 1维随机扰动项, 其均值为 0,协方差阵为 σ2InT ,
εnt = (ε1t, ε2t, · · · , εnt)′ 为 n × 1维向量. ρ和 λ为空间相关系数. ⊗表示矩阵的 Kronecker
积. 空间面板数据模型 (2.2) 分为空间滞后面板数据模型和空间误差面板数据模型两个大类.

(1) 当 λ = 0时, 模型 (2.2) 即为空间滞后面板数据模型

Y = ρ(IT ⊗Mn)Y + Xβ + U + ε. (2.3)

(2) 当 ρ = 0时, 模型 (2.2) 即为空间误差面板数据模型

{
Y = Xβ + U + V,

V = λ(IT ⊗Wn)V + ε.
(2.4)

3 空间误差面板数据模型的经验似然估计
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为了完整性,我们重述空间误差面板数据模型
{

Y = Xβ + U + V,

V = λ(IT ⊗Wn)V + ε,
(3.1)

其中 Y = (Y ′
n1, · · · , Y ′

nT )′ 为 nT × 1 维因变量向量, Ynt = (y1t, · · · , ynt)′ 为 n × 1 维向量.
X = (X ′

n1, · · · , X ′
nT )′为 nT ×k维解释变量向量, Xnt = (X∗

1t, X
∗
2t, · · · , X∗

nt)
′为 n×k维向量.

β为 k×1维系数向量. U 为 nT×1维固定效应向量. IT 表示 T×T 维单位矩阵. Wn表示 n×n

维空间权重矩阵, wij 表示矩阵Wn 的 (i, j)元素. V 为自相关误差项. ε = (ε′n1, · · · , ε′nT )′ 为
nT × 1维随机扰动项, 其均值为 0,协方差阵为 σ2InT , εnt = (ε1t, ε2t, · · · , εnt)′为 n× 1维向
量. λ为空间相关系数. ⊗表示矩阵的 Kronecker积.
为了描述方便,我们重新记 nT × k维解释变量向量

X = (X ′
n1, · · · , X ′

nT )′ = (X∗
11, · · · , X∗

n1, · · · , X∗
1T , · · · , X∗

nT )′ =̂ (X̃1, X̃2, · · · , X̃nT )′,

其中 X̃ ′
i = (x̃i1, · · · , x̃ik)为 1× k维行向量. nT × 1维随机扰动项

ε = (ε′n1, · · · , ε′nT )′ = (ε11, · · · , εn1, · · · , ε1T , · · · , εnT )′ =̂ (ε̃1, ε̃2, · · · , ε̃nT )′.

记 RnT (λ) = InT − λ(IT ⊗Wn), 且 RnT (λ) = (R̃1, R̃2, · · · , R̃nT )′ 为 nT × nT 维向量, R̃′
i =

(Ri1, · · · , Ri,nT ) 为 1× nT 维向量. 假设 RnT (λ)可逆,则模型 (3.1) 可改写为

Y = Xβ + U + R−1
nT (λ)ε, (3.2)

其中 ε = R(λ)(Y −Xβ − U). 被解释变量 Y 的拟对数似然函数

L = −nT

2
ln(2π)− nT

2
ln(σ2) + ln |RnT (λ)| − 1

2σ2
ε′ε, (3.3)

其中 ε = RnT (λ)(Y −Xβ − U).
令 GnT = (IT ⊗Wn)R−1(λ)且 G̃nT = 1

2
(GnT + G′

nT ). GnT 和 G̃nT 均为 nT × nT 维矩

阵, 且 G̃nT 是对称矩阵. 由文献 [1] 可得

∂L

∂β
=

1
σ2

ε′R(λ)X,
∂L

∂U
=

1
σ2

ε′R(λ),

∂L

∂λ
= −tr((IT ⊗Wn)R−1

nT (λ)) +
1
σ2

ε′R−1
nT (λ)ε =

1
σ2

(ε′GnT ε− σ2tr(GnT ))

=
1
σ2

(ε′G̃nT ε− σ2tr(G̃nT )),

∂L

∂σ2
= − nT

2σ2
+

1
2σ4

ε′ε =
1

2σ4
(ε′ε− nTσ2).

令以上偏导数等于 0, 我们有以下式子

X ′R′(λ)ε = 0, R′(λ)ε = 0,

ε′G̃nT ε− σ2tr(G̃nT ) = 0, ε′ε− nTσ2 = 0. (3.4)
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分别用 gij 和 g̃ij 表示矩阵 GnT 和 G̃nT 的 (i, j) 元素, 用 bi表示矩阵 X ′R′(λ)的第 i列,
用 ri 表示矩阵 R′

nT (λ)的第 i列. 由于 X ′R′(λ) = (R(λ)X)′ ,根据 X 及 R(λ)的表达式可知,
bi和 ri分别为

bi = (
nT∑
j=1

Rijx̃j1, · · · ,

nT∑
j=1

Rijx̃jk)′, ri = (Ri1, Ri2, · · · , Ri,nT )′, (3.5)

其中 i = 1, 2, · · · , nT .
我们规定,当求和符号的上标等于 0时我们令该和为 0. 为将 (3.4) 式的二次型转化为线

性形式, 引入一个鞅差序列 [21]. 定义 σ- 域: F = {∅,Ω}, Fi = σ(ε̃1, ε̃2, · · · , ε̃i), 1 ≤ i ≤ nT .
令

Ỹi,nT = g̃ii(ε̃2
i − σ2) + 2ε̃i

i−1∑
j=1

g̃ij ε̃j , (3.6)

则Fi−1 ⊆ Fi, Ỹi,nT 是Fi- 可测的, 并且 E(Ỹi,nT | Fi−1) = 0. 因此 {Ỹi,nT ,Fi, 1 ≤ i ≤ nT}
构成一个鞅差序列, 且

ε′G̃nT ε− σ2tr(G̃nT ) =
nT∑
i=1

Ỹi,nT . (3.7)

我们提出 θ = (β′, U ′, λ, σ2)′ ∈ Rk+nT+2的经验似然比统计量LnT (θ) = sup
pi,1≤i≤nT

∏nT

i=1(nTpi),

其中 pi满足

pi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ nT,

nT∑
i=1

pi = 1,

nT∑
i=1

pibiε̃i = 0,

nT∑
i=1

piriε̃i = 0,

nT∑
i=1

pi(g̃ii(ε̃2
i − σ2) + 2ε̃i

i−1∑
j=1

g̃ij ε̃j) = 0,

nT∑
i=1

pi(ε̃2
i − σ2) = 0.

令

ωi(θ) =




biε̃i

riε̃i

g̃ii(ε̃2
i − σ2) + 2ε̃i

∑i−1

j=1 g̃ij ε̃j

ε̃2
i − σ2


 , (3.8)

其中 ωi(θ)为 (k + nT + 2)× 1维, ε̃i 为 ε = RnT (λ)(Y −Xβ − U) 的第 i部分. 由 Owen[15],
有

lnT (θ) = −2LnT (θ) = 2
nT∑
i=1

log{1 + γ′(θ)ωi(θ)}, (3.9)

其中 γ(θ) ∈ Rk+nT+2 是下面等式的解

1
nT

nT∑
i=1

ωi(θ)
1 + γ′(θ)ωi(θ)

= 0. (3.10)
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在本文中, 记 µj = Eε̃j
1, j = 3, 4.用 Vec(diagA)表示由矩阵 A 的主对角线上的元素构成

的列向量. ‖a‖表示向量 a的 L2 范数. 用 1nT 表示元素均为 1的 nT 维列向量. 给出以下假
设条件

(A1) n为无限大常数, T 为有限常数 [6].
(A2) {ε̃i, i = 1, 2, · · · , nT}为均值为 0, 方差 σ2 有限的独立同分布随机变量序列,且存

在 δ > 0,使 E |ε|4+δ
< ∞.

(A3) RnT (λ)为非奇异矩阵.
(A4) 矩阵Wn , RnT (λ)元素的绝对值的行和与列和均一致有界.
(A5) {X̃i, 1 ≤ i ≤ nT}一致有界.
(A6) 存在常数 C1, C2, 使 0 < C1 ≤ λmin( 1

nT
Σk+nT+2) ≤ λmax( 1

nT
Σk+nT+2) ≤ C2 < ∞,

其中 λmin(A), λmax(A) 分别表示矩阵 A 的最小和最大特征值. Σk+nT+2表示如下

Σk+nT+2 = Σ′k+nT+2 = Cov{
nT∑
i=1

ωi(θ)} =




Σ11 Σ12 Σ13 Σ14

Σ21 Σ22 Σ23 Σ23

Σ31 Σ32 Σ33 Σ34

Σ41 Σ42 Σ43 Σ44


 , (3.11)

其中 Σ11 = σ2X ′R′
nT (λ)X, Σ12 = 2σ2X ′R′

nT (λ)RnT (λ) , Σ13 = 2µ3X
′R′

nT (λ)Vec(diagG̃nT ),
Σ14 = 2µ3X

′R′
nT (λ)1nT , Σ22 = σ2R′

nT (λ)RnT (λ), Σ23 = 2µ3R
′
nT (λ)Vec(diagG̃nT ), Σ24 =

2µ3R
′
nT (λ)1nT , Σ33 = 2σ4tr(G̃2

nT ) + (µ3 − 3σ4)‖Vec(diagG̃nT )‖2, Σ34 = 2(µ4 − σ4)tr(G̃nT ),
Σ44 = nT (µ4 − σ4).
注 (A1) 源于文献 [6], 本文考虑 n无限而 T 有限的情形. (A2) 和 (A3) 是空间面板数

据模型的常见假设,如 Lee 和 Yu[5], Yu 等 [4,22]. (A3) 保证 (3.2) 的表示方法是有效的. (A4)
源于 Kelejian 和 Prucha[21,23], 在 Lee[13] 中也有用到. (A5) 和 (A6) 保证了本文的 QnT 满足

假设条件 C2.
引理 1 [15] 令 ξ1, · · · , ξnT 是一个平稳随机变量序列, 且对常数 s > 0有 E |ξ1|s < ∞ ,那

么 max
1≤i≤nT

|ξi| = o((nT )1/s). a.s.

证 见文献 [15] 中引理 3的证明.
引理 2 的准备 需要用到文献 [21] 中的定理 1, 我们对此定理做以下描述. 考虑线性二

次型

Q̃n = ε′nAnεn + b′nεn =
n∑

i=1

n∑
j=1

anijεniεnj +
n∑

i=1

bniεni,

其中 εni 是 (实值) 随机变量, anij 和 bni 分别代表二次型和线性形式的 (实值) 系数. 需要以
下假设.

(C1) 实值随机变量序列 {εni, 1 ≤ i ≤ n, n ≥ 1}满足 E(εni) = 0, 且对每一个 n ≥ 1随机
变量 εn1, · · · , εnn完全独立. 且存在 δ1 > 0使 sup

1≤i≤n,n≥1
E |εni|4+δ1 < ∞.

(C2) 对所有 1 ≤ i, j ≤ n, n ≥ 1有 anij = anji, sup
1≤j≤n,n≥1

n∑
i=1

|anij | < ∞,存在 δ2 > 0, 有

sup
n

n∑
i=1

|bni|2+δ2 < ∞.
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在这些假设下, Q̃n 的均值 µQ̃n
和方差 σ2

Q̃n
分别为

µQ̃n
=

n∑
i=1

aniσ
2
ni,

σ2
Q̃n

= 2
n∑

i=1

n∑
j=1

a2
nijσ

2
niσ

2
nj +

n∑
i=1

b2
niσ

2
ni +

n∑
i=1

{a2
nii(µ

4
ni − 3σ4

ni) + 2bnianiiµ
(3)
ni },

其中 σ2
ni = E(ε2

ni), µ
(s)
ni = E(εs

ni), s = 3, 4.
引理 2 若假设条件 (C1) 和 (C2) 成立, 且存在常数 C > 0满足 n−1σ2

Q̃n
≥ C,则

Q̃n − µQ̃n

σQ̃n

d→ N(0, 1).

证 见文献 [21] 中的定理 1.
引理 3 若假设条件 (A1)–(A6) 满足, 那么当 n →∞时,

ZnT = max
1≤i≤nT

‖ωi(θ)‖ = op((nT )1/2), (3.12)

Σ−1/2
k+nT+2

nT∑
i=1

ωi(θ)
d→ N(0, Ik+nT+2), (3.13)

(nT )−1

nT∑
i=1

ωi(θ)ω′i(θ) = (nT )−1Σk+nT+2 + op(1), (3.14)

nT∑
i=1

‖ωi(θ)‖3 = Op(nT ). (3.15)

证 见第四章.
定理 1 在 (A1)–(A6) 假设条件下,当 n →∞时, 有

lnT (θ) d→ χ2
(k+nT+2), (3.16)

其中 χ2
(k+nT+2)表示自由度为 k + nT + 2的卡方分布.
证 令 γ(θ) = γ , ρ0 = ‖γ‖ , γ = ρ0η0.下面证明 ‖γ‖ = Op((nT )−1/2).由 (3.10) 式, 有

1
nT

nT∑
j=1

η′0ωj(θ)(1 + γ′ωj(θ))− η′0ωjγ
′ωj(θ)

1 + γ′ωj(θ)
= 0,

即

η′0
nT

nT∑
j=1

ωj(θ)− ρ0

nT

nT∑
j=1

(η′0ωj(θ))2

1 + γ′ωj(θ)
= 0,

则有 ∣∣∣∣∣η
′
0

1
nT

nT∑
j=1

ωj(θ)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ρ0

nT

nT∑
j=1

(η′0ωj(θ))2

1 + γ′ωj(θ)

∣∣∣∣∣ . (3.17)
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根据 (3.12) 式有

|1 + γ′ωj(θ)| ≤ 1 + ‖γ‖ ‖ωj(θ)‖ ≤ 1 + ρ0 max
1≤j≤nT

‖ωj(θ)‖ = 1 + ρ0ZnT . (3.18)

记 ω̄ = 1
nT

nT∑
j=1

ωj(θ), S0 = 1
nT

nT∑
j=1

ωj(θ)ω′j(θ), 由 (3.17), (3.18) 式及二次型的极值理论 [24],有

|η′0ω̄| ≥
ρ0

nT

nT∑
j=1

(η′0ωj(θ))2

1 + ρ0ZnT

=
ρ0

1 + ρ0ZnT

η′0
1

nT
{

nT∑
j=1

ωj(θ)ω′j(θ)}η0

=
ρ0

1 + ρ0ZnT

η′0S0η0 ≥ ρ0

1 + ρ0ZnT

λmin(S0)η′0η0 =
ρ0

1 + ρ0ZnT

λmin(S0),

即 |η′0ω̄| ≥ ρ0
1+ρ0Zn

λmin(S0), 即

|η′0Σ1/2
k+nT+2Σ

−1/2
k+nT+2ω̄| ≥

ρ0

1 + ρ0ZnT

λmin(S0). (3.19)

而

|η′0Σ1/2
k+nT+2Σ

−1/2
k+nT+2ω̄| = |(Σ1/2

k+nT+2η0)′Σ
−1/2
k+nT+2ω̄| ≤

∥∥∥Σ1/2
k+nT+2η0

∥∥∥
∥∥∥Σ−1/2

k+nT+2ω̄
∥∥∥

=
√

η′0Σk+nT+2η0

∥∥∥Σ−1/2
k+nT+2ω̄

∥∥∥ ≤
√

λmax(Σk+nT+2)η′0η0

∥∥∥Σ−1/2
k+nT+2ω̄

∥∥∥
= λmax(Σ

1/2
k+nT+2)

∥∥∥Σ−1/2
k+nT+2ω̄

∥∥∥ ,

(3.20)
由 (3.19) 和 (3.20) 二式有

λmax(Σ
1/2
k+nT+2)

∥∥∥Σ−1/2
k+nT+2ω̄

∥∥∥ ≥ ρ0

1 + ρ0ZnT

λmin(S0),

进而
ρ0

1 + ρ0ZnT

≤ 1
λmin(S0)

λmax(Σ
1/2
k+nT+2)

∥∥∥Σ−1/2
k+nT+2ω̄

∥∥∥ . (3.21)

由条件 (A6) 及引理 3, S0
P→ (nT )−1Σk+nT+2, 所以

λmin(S0)
P→ λmin((nT )−1Σk+nT+2),

1
λmin(S0)

P→ 1
λmin((nT )−1Σk+nT+2)

,

故
1

λmin(S0)
= Op(1). (3.22)

另外

(nT )−1/2λmax(Σ
1/2
k+nT+2) = (nT )

1
2 (λmax(Σk+nT+2))

1
2 = λmax(

1
nT

Σk+nT+2)
1
2 ≤ C

1
2 , (3.23)

‖Σ−1/2
k+nT+2ω̄‖ = ‖ 1

nT
Σ−1/2

k+nT+2

nT∑
j=1

ωi(θ)‖ =
1

nT
‖Σ−1/2

k+nT+2

nT∑
j=1

ωi(θ)‖ =
1

nT
Op(1), (3.24)
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综合 (3.21)–(3.24) 几个式子,得

ρ0

1 + ρ0ZnT

= Op((nT )−1/2),

由 (3.12) 得
ρ0 = Op((nT )−1/2). (3.25)

令 ξi = γ′ωi(θ), 由 (3.25) 式及 (3.12) 式得到

max
1≤i≤nT

|ξi| = Op((nT )1/2)Op((nT )−1/2) = op(1). (3.26)

由 (3.10) 式, 也有

1
nT

nT∑
j=1

ωj(θ)
1 + γ′ωj(θ)

=
1

nT

nT∑
j=1

ωj(θ)(1 + γ′ωj(θ))− ωj(θ)γ′ωj(θ)
1 + γ′ωj(θ)

=
1

nT

nT∑
j=1

ωj(θ)− 1
nT

nT∑
j=1

ωj(θ)γ′ωj(θ)
1 + γ′ωj(θ)

=
1

nT

nT∑
j=1

ωj(θ)− 1
nT

nT∑
j=1

ωj(θ)γ′ωj(θ)(1 + γ′ωj(θ))− ωj(θ)(γ′ωj(θ))2

1 + γ′ωj(θ)

=
1

nT

nT∑
j=1

ωj(θ)− 1
nT

nT∑
j=1

ωj(θ)γ′ωj(θ) +
1

nT

nT∑
j=1

ωj(θ)(γ′ωj(θ))2

1 + γ′ωj(θ)

=
1

nT

nT∑
j=1

ωj(θ)− (
1

nT

nT∑
j=1

ωjω
′
j)γ +

1
nT

nT∑
j=1

ωj(θ)(γ′ωj(θ))2

1 + γ′ωj(θ)

= ω̄ − S0γ +
1

nT

nT∑
j=1

ωj(θ)ξ2
j

1 + ξj

= 0,

所以

γ = S−1
0 ω̄ + S−1

0

1
nT

nT∑
j=1

ωj(θ)ξ2
j

1 + ξj

=̂S−1
0 ω̄ + ζ. (3.27)

由于 (nT )−1
nT∑
j=1

‖ωj(θ)‖3 ‖ξ‖2 = (nT )−1Op(nT )Op((nT )−1) = Op((nT )−1), 所以 ζ 是有界的.

利用泰勒展开式, 有

log(1 + γ′(θ)ωi(θ)) = log(1 + ξi) = ξi − 1
2
ξ2
i + di, (3.28)

其中 di = 1
3(1+h)3

ξ3
i =̂Bξ3

i , h介于 0与 ξi 之间, 0 < B < ∞. 由 (3.25) 式及引理 3, 当 n →∞
时,

‖
nT∑
i=1

di‖ ≤ B

nT∑
i=1

|ξi|3 ≤ Bρ3
0

nT∑
i=1

‖ωi(θ)‖3 = Op((nT )−1/2) = op(1). (3.29)
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另外, 由引理 3得 λmax(S0)
p→ λmax((nT )−1Σk+nT+2) ≤ C2, 即 λmax(S0) = Op(1), 所以

nTζ ′S−1
0 ζ ≤ nT · λmax(S0)ζ ′ζ = nT · λmax(S0) ‖ζ‖2 = Op((nT )−1) = op(1). (3.30)

根据 (3.27) 及 (3.28) 二式,

ln(θ) =2
nT∑
i=1

log(1 + γ′(θ)ωi(θ)) = 2
nT∑
i=1

(ξi − 1
2
ξ2
i + di) = 2

nT∑
i=1

ξi −
nT∑
i=1

ξ2
i + 2

nT∑
i=1

di

=2γ′
nT∑
i=1

ωi(θ)− γ′{
nT∑
i=1

ω′i(θ)ωi(θ)}γ + 2
nT∑
i=1

di = 2nTγ′ω̄ − nTγ′S0γ + 2
nT∑
i=1

di

=2nT (S−1
0 ω̄ + ζ)′ω̄ − nT (S−1

0 ω̄ + ζ)′S0(S−1
0 ω̄ + ζ) + 2

nT∑
i=1

di

=2nT (S−1
0 ω̄)′ω̄ + 2nTζ ′ω̄ − (nT ω̄′S−1

0 ω̄ + 2nT ω̄′ζ + nTζ ′S−1
0 ζ) + 2

nT∑
i=1

di

=nT · ω̄′S−1
0 ω̄ − nT · ζ ′S−1

0 ζ + op(1)

=nT · ω̄′Σ−1/2
k+nT+2(Σ

−1/2
k+nT+2)

−1S−1
0 (Σ−1/2

k+nT+2)
−1Σ−1/2

k+nT+2ω̄ − nT · ζ ′S−1
0 ζ + 2

nT∑
i=1

di

=(nTΣ−1/2
k+nT+2ω̄)′(nTΣ−1/2

k+nT+2S0Σ
−1/2
k+nT+2)

−1(nTΣ−1/2
k+nT+2ω̄)− nT · ζ ′S−1

0 ζ + 2
nT∑
i=1

di.

由假设条件 A(6) 及引理 3,得

(nTΣ−1/2
k+nT+2ω̄)′(nTΣ−1/2

k+nT+2S0Σ
−1/2
k+nT+2)

−1(nTΣ−1/2
k+nT+2ω̄) d→ χ2

k+nT+2. (3.31)

由 (3.29)–(3.31) 三个式子就完成了定理 1的证明.

4 引理 3的证明

(3.12) 式的证明

ZnT ≤ max
1≤i≤nT

‖biε̃i‖+ max
1≤i≤nT

‖riε̃i‖+ max
1≤i≤nT

|g̃ii(ε̃
2
i − σ2) + 2ε̃i

i−1∑
j=1

g̃ij ε̃j |+ max
1≤i≤nT

‖ε̃2
i − σ2‖

≤ max
1≤i≤nT

‖biε̃i‖+ max
1≤i≤nT

‖riε̃i‖+ max
1≤i≤nT

|g̃ii(ε̃
2
i − σ2)|+ max

1≤i≤nT
|2ε̃i

i−1∑
j=1

g̃ij ε̃j |+ max
1≤i≤nT

∥∥ε̃2
i − σ2

∥∥ ,

由条件 (A1)–(A5) 及引理 1, 有

max
1≤i≤nT

‖biε̃i‖ = max
1≤i≤nT

‖bi‖ op((nT )1/4) = op((nT )1/4), (4.1)

max
1≤i≤nT

‖riε̃i‖ = max
1≤i≤nT

‖ri‖ op((nT )1/4) = op((nT )1/4), (4.2)

max
1≤i≤nT

∣∣g̃ii(ε̃2
i − σ2)

∣∣ = max
1≤i≤nT

|g̃ii| op((nT )1/2) = op((nT )1/2), (4.3)

max
1≤i≤nT

|ε̃i

i−1∑
j=1

g̃ij ε̃j | = ( max
1≤i≤nT

|ε̃i|)2 + max
1≤i≤nT

|
i−1∑
j=1

g̃ij |) = op((nT )1/2), (4.4)
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max
1≤i≤nT

∥∥ε̃2
i − σ2

∥∥ = op((nT )1/4), (4.5)

由 (4.1)–(4.5) 式可知 ZnT = op((nT )1/2), (3.12) 式得证.
(3.13) 式的证明 对任意给定的 l = (l′1, l′2, l3, l4)′ ∈ Rk+nT+2, ‖l‖ = 1, 其中

l1 = (l11, · · · , l1k)′ ∈ Rk, l2 = (l21, · · · , l2,nT )′ ∈ RnT , l3 ∈ R1, l4 ∈ R1. 则

l′ωi(θ) = l′1biε̃i + l′2riε̃i + l3{g̃ii(ε̃2
i − σ2) + 2ε̃i

i−1∑
j=1

g̃ij ε̃j}+ l4(ε̃2
i − σ2)

= (l3g̃ii + l4)(ε̃2
i − σ2) + 2ε̃i

i−1∑
j=1

l3g̃ij ε̃j + l′1biε̃i + l′2riε̃i

= (l3g̃ii + l4)(ε̃2
i − σ2) + 2ε̃i

i−1∑
j=1

l3g̃ij ε̃j + (l′1bi + l′2ri)ε̃i,

其中 g̃ij , bi , ri如第 3节所述, 所以

nT∑
i=1

l′ωi(θ) =
nT∑
i=1

(l3g̃ii + l4)(ε̃2
i − σ2) + 2

nT∑
i=1

i−1∑
j=1

l3g̃ij ε̃iε̃j +
nT∑
i=1

(l′1bi + l′2ri)ε̃i.

令 QnT =
nT∑
i=1

nT∑
j=1

uij ε̃iε̃j +
nT∑
i=1

viε̃i, 其中 uii = l3g̃ii + l4, uij = l3g̃ij(i 6= j), vi = l′1bi + l′2ri, 则

QnT =
nT∑
i=1

l′wi(θ) =
nT∑
i=1

{uii(ε̃2
i − σ2) + 2

i−1∑
j=1

uij ε̃iε̃j + viε̃i}.

接下来检验 QnT 是否满足条件 (C2). 由假设条件 (A4), 有

nT∑
i=1

|uij | ≤ |l3|
nT∑
i=1

|g̃ij |+ |l4| . (4.6)

接下来证 (nT )−1
∑nT

i=1 |vi|3 ≤ C.由 |vi|3 = |l′1bi + l′2ri|3 ≤ C(|l′1bi|3 + |l′2ri|3),有

(nT )−1

nT∑
i=1

|vi|3 ≤ (nT )−1

nT∑
i=1

C(|l′1bi|3 + |l′2ri|3) ≤ (nT )−1

nT∑
i=1

C |l′1bi|3 + (nT )−1

nT∑
i=1

C |l′2ri|3 .

根据假设条件 (A4) 和 bi 的表达式,得

|l′1bi| =|l11
nT∑
j=1

Rijx̃j1 + · · ·+ l1k

nT∑
j=1

Rijx̃jk| ≤ C|Ri1|
∥∥∥X̃1

∥∥∥ + C|Ri2|‖X̃2‖+ · · ·+ C|Ri,nT |‖X̃nT‖

≤C max
1≤i≤nT

‖X̃i‖(
nT∑
j=1

|Rij |) ≤ C max
1≤i≤nT

‖X̃i‖,
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即 |l′1bi| ≤ C max
1≤i≤nT

‖X̃i‖ . 同理

|l′2ri| = |l21Ri1 + l22Ri2 + · · ·+ l2,nT Ri,nT | ≤ C

nT∑
j=1

|Rij | ≤ C,

再由假设条件 (A5),有

(nT )−1

nT∑
i=1

C|l′1bi|3 ≤ C(nT )−1

nT∑
i=1

{C max
1≤i≤nT

‖X̃i‖}3 ≤ C max
1≤i≤nT

‖X̃i‖3 ≤ C, (4.7)

因此 (nT )−1
nT∑
i=1

|vi|3 ≤ C. 故 QnT 满足条件 (C2).

令 ei为坐标轴 i方向上的单位向量, 下面求 QnT 的方差. 由 uij 和 vi的表达式, 有

nT∑
i=1

nT∑
j=1

u2
ij =

nT∑
i=1

{(l3g̃ii + l4)
2 +

∑

i6=j

(l3g̃ij)
2} =

nT∑
i=1

{(l3g̃ii)
2 + 2l3l4g̃ii + l24 +

∑

i6=j

(l3g̃ij)
2}

=2l3l4

nT∑
i=1

g̃ii + nT · l24 +
nT∑
i=1

nT∑
j=1

(l3g̃ij)
2 = 2l3l4tr(G̃nT ) + nT · l24 + l23tr(G̃

2
nT ),

nT∑
i=1

u2
ii =

nT∑
i=1

{l3g̃ii + l4}2 =
nT∑
i=1

{(l3g̃ii)
2 + 2l3l4g̃ii + l24}

=l23

nT∑
i=1

g̃2
ii + 2l3l4tr(G̃nT ) + nT · l24

=l23‖Vec ( diagG̃nT )‖2 + 2l3l4tr(G̃nT ) + nT · l24,
nT∑
i=1

v2
i =

nT∑
i=1

(l′1bi + l′2ri)
2 =

nT∑
i=1

(l′1bib
′
il1 + l′2rir

′
il2 + l′1bir

′
il2 + l′2rib

′
il1)

=l′1{
nT∑
i=1

bib
′
i}l1 + l′2{

nT∑
i=1

rir
′
i}l2 + 2l′1{

nT∑
i=1

bir
′
i}l2

=l′1{
nT∑
i=1

X ′R′nT (λ)eie
′
iRnT (λ)X}l1 + l′2{

nT∑
i=1

R′nT (λ)eie
′
iRnT (λ)}l2

+ 2l′1{
nT∑
i=1

X ′R′nT (λ)eie
′
iRnT (λ)}l2

=l′1X
′R′nT (λ)RnT (λ)Xl1 + l′2R

′
nT (λ)RnT (λ)l2 + 2l′1X

′R′nT (λ)RnT (λ)l2,

nT∑
i=1

uiivi =
nT∑
i=1

(l3g̃ii + l4)(l
′
1bi + l′2ri) =

nT∑
i=1

(l3g̃iil
′
1bi) +

nT∑
i=1

(l3g̃iil
′
2ri) +

nT∑
i=1

(l4l
′
1bi) +

nT∑
i=1

(l4l
′
2ri)

=l′1{
nT∑
i=1

g̃iibi}l3 + l′2{
nT∑
i=1

g̃iiri}l3 + l′1{
nT∑
i=1

bi}l4 + l′2{
nT∑
i=1

ri}l4

=l′1{
nT∑
i=1

g̃iiX
′R′nT (λ)ei}l3 + l′2{

nT∑
i=1

g̃iiR
′
nT (λ)ei}l3 + l′1{

nT∑
i=1

X ′R′nT (λ)ei}l4 + l′2{
nT∑
i=1

R′nT (λ)ei}l4

=l′1X
′R′nT (λ)(

nT∑
i=1

g̃iiei)l3 + l′2R
′
nT (λ)(

nT∑
i=1

g̃iiei)l3 + l′1X
′R′nT (λ)(

nT∑
i=1

ei)l4 + l′2R
′
nT (λ)(

nT∑
i=1

ei)l4

=l′1X
′R′nT (λ)Vec(diagG̃nT )l3 + l′2R

′
nT (λ)Vec(diagG̃nT )l3 + l′1X

′R′nT (λ)1nT l4 + l′2R
′
nT (λ)1nT l4,
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其中 1nT 为元素均为 1的 nT 维列向量. 则 QnT 的方差为

σ2
QnT

=2
nT∑
i=1

nT∑
j=1

u2
ijσ

4 +
nT∑
i=1

v2
i σ

2 +
nT∑
i=1

{u2
ii(µ4 − 3σ4) + 2uiiviµ3}

=2σ4{2l3l4tr(G̃nT ) + nT l24 + l23tr(G̃
2
nT )}

+ σ2{l′1X ′R′
nT (λ)RnT (λ)Xl1 + l′2R

′
nT (λ)RnT (λ)l2 + 2l′1X

′R′
nT (λ)RnT (λ)l2}

+ (µ4 − 3σ4){l23‖Vec (diagG̃nT )‖2 + 2l3l4tr(G̃nT ) + nT · l24}
+ 2µ3{l′1X ′R′

nT (λ)Vec(diagG̃nT )l3 + l′2R
′
nT (λ)Vec(diagG̃nT )l3 + l′1X

′R′
nT (λ)1nT l4

+ l′2R
′
nT (λ)1nT l4}

=l′Σk+nT+2l,

根据假设条件 (A6),

(nT )−1σ2
QnT

= (nT )−1l′ · Σk+nT+2 · l ≥ λmin((nT )−1Σk+nT+2) · l′l
= λmin((nT )−1Σk+nT+2) ≥ C1 > 0,

根据引理 2, 有
QnT − E(QnT )

σQnT

d→ N(0, 1).

令 E(QnT ) = 0, 得到 (3.13)式.
(3.14) 式的证明 类似文献 [8] 中引理 3中 (13) 式的证明. 略.
(3.15) 式的证明 由 ωi(θ)的表达式 (3.8), 有

nT∑
i=1

E ‖ωi(θ)‖3 ≤
nT∑
i=1

E ‖biεi‖3 +
nT∑
i=1

E ‖riεi‖3 +
nT∑
i=1

E|g̃ii(ε2
i − σ2)

+ 2εi

i−1∑
j=1

g̃ijεj |3 +
nT∑
i=1

E|ε2
i − σ2|3.

根据假设条件 (A1)–(A5), bi的表达式及独立随机变量和的矩不等式,有

‖biε̃i‖ =
√
‖biε̃i‖2 = {(

nT∑
j=1

Rijx̃j1)2 + · · ·+ (
nT∑
j=1

Rijx̃jk)2}1/2 · |ε̃i|

≤ |
nT∑
j=1

Rijx̃j1 + · · ·+
nT∑
j=1

Rijx̃jk| · |ε̃i| ≤ {‖X̃1‖|Ri1|+ · · ·+ ‖X̃nT‖|Ri,nT |} · |εi|

≤ max
1≤i≤nT

‖X̃i‖{
nT∑
j=1

|Rij |} · |ε̃i| ≤ C max
1≤i≤nT

‖X̃i‖ · |ε̃i|,

进而有
nT∑
j=1

E ‖biε̃i‖3 ≤ CnT max
1≤i≤nT

∥∥∥X̃i

∥∥∥
3

E|ε̃1|3 = O(nT ). (4.8)
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同理
nT∑
i=1

E‖riε̃i‖3 ≤
nT∑
j=1

E
{‖ri‖3 |ε̃i|3

} ≤ nT max
1≤i≤nT

‖ri‖3 E|ε̃1|3 = O(nT ), (4.9)

nT∑
i=1

E|g̃ii(ε̃
2
i − σ2) + 2ε̃i

i−1∑
j=1

g̃ij ε̃j |3 ≤ C
nT∑
i=1

E|g̃ii(ε̃
2
i − σ2)|3 + C

nT∑
i=1

E|2ε̃i

i−1∑
j=1

g̃ij ε̃j |3

≤C
nT∑
i=1

E|g̃ii(ε̃
2
i − σ2)|3 + C

nT∑
i=1

E|ε̃i|3
i−1∑
j=1

|g̃ij ε̃j |3 + C
nT∑
i=1

E|ε̃i|3
i−1∑
j=1

|g̃ijεj |3

≤C
nT∑
i=1

E|g̃ii(ε̃
2
i − σ2)|3 + C

nT∑
i=1

E|ε̃i|3
i−1∑
j=1

|g̃ij ε̃j |3 + C
nT∑
i=1

E|ε̃i|3{
i−1∑
j=1

E(g̃ij ε̃j)
2}3/2 = O(nT ),

(4.10)

nT∑
j=1

E|ε̃2
i − σ2|3 ≤

nT∑
j=1

C(E|ε̃i)
2|3 + σ6) ≤ nTC, (4.11)

由 (4.8)–(4.11), 得
nT∑
i=1

E|ε2
i − σ2|3 = O(nT ). 于是

nT∑
i=1

E‖ωi(θ)‖3 = O(nT ). 再由Markov 不

等式, 有

P

{
1

nT

nT∑
i=1

E‖ωi(θ)‖3 > a

}
≤ 1

a
E

{
1

nT

nT∑
i=1

‖ωi(θ)‖3

}
≤ C

a
,

其中 a > 0, 故
nT∑
i=1

‖ωi(θ)‖3 = O(nT ), (3.15) 式得证. 由此完成了引理 3的证明.
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EMPIRICAL LIKELIHOOD INFERENCE FOR PANEL DATA

MODELS WITH SPATIAL ERRORS AND FIXED EFFECTS

ZHOU Ting, QIN Yong-song

(College of Mathematic and Statistics, Guangxi Normal University, Guilin 531006, China)

Abstract: This article investigates the empirical likelihood inference for panel data models

with spatial errors and fixed effects. Via empirical likelihood methods and by means of a martingale

difference array, we transform linear-quadratic forms of the estimating equation of panel data

models with spatial errors into linear forms, construct the empirical likelihood ratio statistics for

the models, and obtain the limiting distributions of the statistics.

Keywords: fixed effects; spatial panel data models with spatial errors; martingale difference

array; empirical likelihood; asymptotic distribution
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