
Vol. 40 ( 2020 )
No. 2

数 学 杂 志
J. of Math. (PRC)

简单约束鞍点优化问题的投影原始 - 对偶算法

郭 晓 1 , 陶 越 2

(1. 桂林电子科技大学材料科学与工程学院, 广西 桂林 541004)
(2. 江苏省广播电视总台, 江苏 南京 210000 )

摘要: 本文研究了带有简单凸集约束的鞍点优化问题. 利用问题的凸凹特性, 提出了一个投影

原始 - 对偶梯度方法. 算法具有对称结构且每步具有显示解. 证明了新算法的收敛性并获得了收敛速

率. 泊松噪音图像恢复问题的数值结果验证了算法的有效性.
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1 引言

考虑如下鞍点优化问题

min
x∈X

max
y∈Y

Q(x, y), (1.1)

其中 X ⊆ Rn, Y ⊆ Rm 是两个闭凸集合, Q(x, y) 是光滑的凸 – 凹函数. 该模型在图像处理,
高维统计, 机器学习中有着广泛应用. 注意到鞍点问题实际上可以转化为单调变分不等式
问题, 那么求解单调变分不等式的数值方法 [1−3] 都可以用来求解问题 (1.1). 令 v = (x, y)T ,
F (v) = (∇xQ(x, y),−∇yQ(x, y))T , K = X × Y , 那么寻找极小 – 极大问题 (1.1) 的鞍点
(x∗, y∗) 就可以转换为如下形式的变分不等式问题

(v − v∗)T F (v∗) ≥ 0, ∀v ∈ K.

易知, v∗ 是上述变分不等式的解当且仅当其满足不定点方程 v∗ = PK(v∗ − α∇F (v∗)), 其中
P 是投影算子, α > 0 是步长. 鉴于约束集合K 的可分结构, 不动点方程可以具体写为

x∗ = PX(x∗ − α∇xQ(x∗, y∗)), y∗ = PY (y∗ + α∇yQ(x∗, y∗)).

基于此, Bonettini 和 Ruggiero 在文献 [4] 中提出了如下外梯度方案求解问题 (1.1)




yk+ 1
2

= PY (yk + αk∇yQ(xk, yk)),

xk+1 = PX(xk − αk∇xQ(xk, yk+ 1
2
)),

yk+1 = PY (yk + αk∇yQ(xk+1, yk)),

(1.2)
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其中 αk 是自适应步长, 由线搜索确定. 该方法中, 原始变量和对偶变量共用一个步长, 且能
自适应确定, 这是该方法的优点, 不必费大量时间调参. 收敛性也能在较弱的条件下证明. 该
方法用在全变分图像恢复问题中, 数值表现较好.

此外, 问题 (1.1) 有着特殊的结构可以利用. 因此, 许多高效的数值算法 [5−10] 提了出来.
特别地, 即 Q(x, y) = f(x) + 〈Bx, y〉 − g(y). 当 f(x) 是二次数据拟合项, g(y) 为示性函数,
B 是梯度算子时, 全变分图像恢复模型可以看作是问题 (1.1) 的一个特殊形式. 著名的原始
– 对偶混合梯度算法 (PDHG) 在文献 [5] 中提了出来. 该方法虽然数值表现良好, 但收敛性
还没被确定. 随后, 许多学者开始关注此类型算法. He 等学者在文献 [6] 中证明了如果目标
函数中有一个函数是强凸的, 那么 PDHG 是收敛的. 如果算法中的步长序列满足一定的条
件, Bonettini 等在文献 [7] 中亦证明了 PDHG 的收敛性. Chambolle 和 Pock 在文献 [8] 中
对 PDHG 算法进行了改进, 并得到了收敛性结论和次线性收敛速率. 利用相关的不动点理
论, Chen 等在文献 [9] 中提出了一个原始 – 对偶不动点算法. 当 X = Rn 时, Zhang 等在文
献 [10] 中给出了一个固定步长的原始 – 对偶方法且原始变量的步长与对偶变量的步长不同,
算法描述如下: 




yk+ 1
2

= PY (yk + γ∇yQ(xk, yk)),

xk+1 = xk − β∇xQ(xk, yk+ 1
2
),

yk+1 = PY (yk + γ∇yQ(xk+1, yk)),

(1.3)

其中 β, γ > 0 为步长. 可以看出该方法每步都有闭示解, 子问题无需内迭代求解及矩阵求逆,
适合应用于计算机断层成像和并行磁共振成像等大规模问题上.

可以看到算法 (1.2) 和 (1.3) 区别在于步长的选取不同. 算法 (1.2) 中, 每次迭代的步长相
同由线搜索确定. 在大规模问题中线搜索可能会增加一些额外的计算时间. 算法 (1.3) 可以
取不同的固定步长, 但与 (1.2) 相比, 它不能有效地处理变量全有约束的鞍点问题. 本文希望
结合两个算法的优点, 给出一个新算法. 结合投影算子的性质和凸分析的相关知识, 给出算法
的收敛性分析及收敛速率. 最后, 将所设计的算法用于含有泊松噪音的图像恢复问题上, 给出
相应的数值实验结果.

2 提出的方法

本节给出一个新的外梯度方法, 并分析算法的收敛性和收敛速率. 结合算法 (1.2) 和
(1.3), 一个简单的思路是用固定步长代替算法 (1.2) 中线搜索确定的步长, 以期待减少算法的
计算时间, 且能处理约束情形下的问题 (1.1). 提出的方法形式简单, 有如下的迭代步骤





yk+ 1
2

= PY (yk + γ∇yQ(xk, yk)),

xk+1 = PX(xk − β∇xQ(xk, yk+ 1
2
)),

yk+1 = PY (yk + γ∇yQ(xk+1, yk)),

(2.1)

其中 β, γ > 0 满足一定的条件, 这将会在下面给出具体的说明.

接下来的部分, 具体分析新方法 (2.1) 产生的迭代序列收敛于问题 (1.1) 的鞍点. 在证明
之前, 列举需要用到的假设及投影算子的一些性质, 可在相关的文献 [11,12] 中查到.
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假设 2.1 存在一个常数 L, 使得下面三个不等式成立

‖∇xQ(x, y)−∇xQ(x̄, y)‖ ≤ L‖x− x̄‖,
‖∇yQ(x, y)−∇yQ(x̄, y)‖ ≤ L‖x− x̄‖,
‖∇yQ(x, y)−∇yQ(x, ȳ)‖ ≤ L‖y − ȳ‖.

引理 2.1 令 Ω 为非空闭凸集, w, z ∈ Rn, u ∈ Ω.
(i) 投影算子是非扩张的, 即 ‖PΩ(w)− PΩ(z)‖ ≤ ‖w − z‖.
(ii) 令 G(z) 为凸可微函数,w = PΩ(z − θ∇G(z)), 那么下式成立

‖w − u‖2 ≤ ‖z − u‖2 − ‖w − z‖2 + 2θ〈∇G(z), u− w〉.

(iii) ‖w − u‖2 ≤ ‖z − u‖2 − ‖w − z‖2 + 2θ〈∇G(w)−∇G(z), w − z〉+ 2(G(u)−G(w)).
基于以上假设和引理, 下面给出算法 (2.1) 的收敛性证明.
定理 2.1 如果 β, γ 满足 1

2β
− L− γL2 > 0 和 1

2γ
− L > 0, 那么新方法 (2.1) 生成的迭代

序列 {(xk, yk)} 收敛于优化问题 (1.1) 的鞍点 (x∗, y∗).
证 对式 (2.1) 中的第三个式子应用引理 2.1 中的性质 (ii), 对任意的 y ∈ Y , 可得

‖yk+1 − y‖2 ≤ ‖yk − y‖2 − ‖yk+1 − yk‖2 + 2γ〈∇yQ(xk+1, yk), yk+1 − y〉. (2.2)

同理, 令 y = yk+1, 由 (2.1) 中的第一个式子得到

‖yk+ 1
2
− yk+1‖2 ≤ ‖yk − yk+1‖2 − ‖yk+ 1

2
− yk‖2 + 2γ〈∇yQ(xk, yk), yk+ 1

2
− yk+1〉. (2.3)

在式 (2.3) 中的右式加上和减去 2γ〈∇yQ(xk+1, yk), yk+ 1
2
− yk+1〉, 整理后有

‖yk+ 1
2
− yk+1‖2 ≤ ‖yk − yk+1‖2 − ‖yk+ 1

2
− yk‖2 + 2γ〈∇yQ(xk+1, yk), yk+ 1

2
− yk+1〉

+2γ〈∇yQ(xk, yk)−∇yQ(xk+1, yk), yk+ 1
2
− yk+1〉.

(2.4)
式 (2.2) 和式 (2.4) 相加后下式成立

‖yk+1 − y‖2 ≤ ‖yk − y‖2 − ‖yk+ 1
2
− yk‖2 − ‖yk+ 1

2
− yk+1‖2

+2γ〈∇yQ(xk+1, yk), yk+ 1
2
− y〉

+2γ〈∇yQ(xk, yk)−∇yQ(xk+1, yk), yk+ 1
2
− yk+1〉.

(2.5)

又因Q 关于变量 y 是凹函数, 〈∇yQ(xk+1, yk), y− yk〉 ≥ Q(xk+1, y)−Q(xk+1, yk). 故式 (2.5)
的右边加上和减去 2γ〈∇yQ(xk+1, yk), yk〉 得

‖yk+1 − y‖2 ≤ ‖yk − y‖2 − ‖yk+ 1
2
− yk‖2 − ‖yk+ 1

2
− yk+1‖2

+2γ〈∇yQ(xk+1, yk), yk+ 1
2
− yk〉+ 2γ(Q(xk+1, yk)−Q(xk+1, y))

+2γ〈∇yQ(xk, yk)−∇yQ(xk+1, yk), yk+ 1
2
− yk+1〉.

(2.6)

现在考虑式 (2.1) 中的第二个式子, 利用引理 2.1 中的性质 (iii), 对任意的 x ∈ X, 有

‖xk+1 − x‖2 ≤ ‖xk − x‖2 − ‖xk+1 − xk‖2 + 2β(Q(x, yk+ 1
2
)−Q(xk+1, yk+ 1

2
))

+2β〈∇xQ(xk+1, yk+ 1
2
)−∇xQ(xk, yk+ 1

2
), xk+1 − xk〉.

(2.7)
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(2.6) 和 (2.7) 式相加可得

1
2β
‖xk+1 − x‖2 + 1

2γ
‖yk+1 − y‖2

≤ 1
2β
‖xk − x‖2 + 1

2γ
‖yk − y‖2 − 1

2γ
‖yk+ 1

2
− yk‖2 − 1

2γ
‖yk+ 1

2
− yk+1‖2 − 1

2β
‖xk+1 − xk‖2

+〈∇yQ(xk+1, yk), yk+ 1
2
− yk〉+ 〈∇yQ(xk, yk)−∇yQ(xk+1, yk), yk+ 1

2
− yk+1〉

+〈∇xQ(xk+1, yk+ 1
2
)−∇xQ(xk, yk+ 1

2
), xk+1 − xk〉

+(Q(xk+1, yk)−Q(xk+1, y)) + (Q(x, yk+ 1
2
)−Q(xk+1, yk+ 1

2
)).

(2.8)
由 Q 关于变量 y 为凹函数, 可知

Q(xk+1, yk)− 〈∇yQ(xk+1, yk+ 1
2
), yk − yk+ 1

2
〉 ≤ Q(xk+1, yk+ 1

2
).

不等式 (2.8) 进一步转化为

1
2β
‖xk+1 − x‖2 + 1

2γ
‖yk+1 − y‖2

≤ 1
2β
‖xk − x‖2 + 1

2γ
‖yk − y‖2 − 1

2γ
‖yk+ 1

2
− yk‖2 − 1

2γ
‖yk+ 1

2
− yk+1‖2 − 1

2β
‖xk+1 − xk‖2

+〈∇yQ(xk+1, yk)−∇yQ(xk+1, yk+ 1
2
), yk+ 1

2
− yk〉

+〈∇yQ(xk, yk)−∇yQ(xk+1, yk), yk+ 1
2
− yk+1〉

+〈∇xQ(xk+1, yk+ 1
2
)−∇xQ(xk, yk+ 1

2
), xk+1 − xk〉+ Q(x, yk+ 1

2
)−Q(xk+1, y).

(2.9)
利用 Cauchy-Schwartz 不等式 (2.9) 写为

1
2β
‖xk+1 − x‖2 + 1

2γ
‖yk+1 − y‖2

≤ 1
2β
‖xk − x‖2 + 1

2γ
‖yk − y‖2 − 1

2γ
‖yk+ 1

2
− yk‖2 − 1

2γ
‖yk+ 1

2
− yk+1‖2 − 1

2β
‖xk+1 − xk‖2

+‖∇yQ(xk+1, yk)−∇yQ(xk+1, yk+ 1
2
)‖‖yk+ 1

2
− yk‖

+‖∇yQ(xk, yk)−∇yQ(xk+1, yk)‖‖yk+ 1
2
− yk+1‖

+‖∇xQ(xk+1, yk+ 1
2
)−∇xQ(xk, yk+ 1

2
)‖‖xk+1 − xk‖+ Q(x, yk+ 1

2
)−Q(xk+1, y).

(2.10)
由引理 2.1 中的性质 (i) 知

‖yk+1 − yk+ 1
2
‖ ≤ γ‖∇yQ(xk+1, yk)−∇yQ(xk, yk)‖. (2.11)

再由假设 2.1 和不等式 (2.11) 得到下式

1
2β
‖xk+1 − x‖2 + 1

2γ
‖yk+1 − y‖2

≤ 1
2β
‖xk − x‖2 + 1

2γ
‖yk − y‖2 − 1

2γ
‖yk+ 1

2
− yk‖2 − 1

2γ
‖yk+ 1

2
− yk+1‖2 − 1

2β
‖xk+1 − xk‖2

+L‖yk+ 1
2
− yk‖2 + γL2‖xk+1 − xk‖2 + L‖xk+1 − xk‖2

= 1
2β
‖xk − x‖2 + 1

2γ
‖yk − y‖2 − 1

2γ
‖yk+ 1

2
− yk+1‖2

−( 1
2β
− L− γL2)‖xk+1 − xk‖2 − ( 1

2γ
− L)‖yk+ 1

2
− yk‖2 + Q(x, yk+ 1

2
)−Q(xk+1, y).

(2.12)
令 x = x∗, y = y∗,且由鞍点性质Q(x∗, yk+ 1

2
)−Q(xk+1, y

∗) ≤ 0和 β, γ 满足 1
2β
−L−γL2 > 0

和 1
2γ
− L > 0, 可知

1
2β
‖xk+1 − x∗‖2 +

1
2γ
‖yk+1 − y∗‖2 ≤ 1

2β
‖xk − x∗‖2 +

1
2γ
‖yk − y∗‖2. (2.13)
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由文献 [13] 的结论可证序列 {(xk, yk)} 收敛于优化问题 (1.1) 的鞍点 (x∗, y∗).
接下来分析算法 (2.1) 的次线性收敛速率. 为了确定算法的复杂性, 需要一些额外的记

号. 令 N ≥ 1 为正整数, xN = 1
N+1

N∑
k=0

xk+1, yN = 1
N+1

N∑
k=0

yk+ 1
2
.

定理 2.2 如果 β, γ 满足 1
2β
− L− γL2 > 0 和 1

2γ
− L > 0, 那么

Q(xN , y)−Q(x, yN ) ≤ 1
N + 1

(
1
2β
‖x− x0‖2 +

1
2γ
‖y − y0‖2).

证 由式 (2.12) 可得到

1
2β
‖xk+1 − x‖2 + 1

2γ
‖yk+1 − y‖2 ≤ 1

2β
‖xk − x‖2 + 1

2γ
‖yk − y‖2 + Q(x, yk+ 1

2
)−Q(xk+1, y).

(2.14)
对式 (2.14) 从 k = 0, 1, · · · , N 相加, 那么

1
2β
‖xN+1 − x‖2 + 1

2γ
‖yN+1 − y‖2 +

N∑
k=0

(Q(xk+1, y)−Q(x, yk+ 1
2
))

≤ 1
2β
‖x0 − x‖2 + 1

2γ
‖y0 − y‖2.

(2.15)

再由函数 Q(x, y) 的凸凹性和 Jensen 不等式可知

Q(xN , y)−Q(x, yN ) ≤ 1
N + 1

N∑
k=0

(Q(xk+1, y)−Q(x, yk+ 1
2
)). (2.16)

结合式 (2.15) 和 (2.16), 易知要证的结论成立.

3 数值实验

本节给出泊松噪音下图像去模糊的数值表现. 令 g ∈ Rm 是观测数据, 每个观测值 gi 由

含有泊松随机变量的 (Hx + b)i 期望值确定, 其中 x 是原始图像, H 可认为是采集系统造成

的失真模糊矩阵, b ∈ Rm 是一个正的常数背景项. 在泊松噪音的假设下, Kullback–Leibler 函
数经常用来作为数据拟合项. 由于问题的病态性, 选取能保持图像边缘的全变分 [14] 作为正则

项. 令外, 也可以增加一些物理约束, 如像素的非负性. 综上, 图像去模糊问题转化为如下的
最优化问题

min
x≥0

∑
i

{giln
gi

(Hx + b)i

+ (Hx + b)i − gi}+ α

N∑
i

‖(∇x)i‖, (3.1)

其中 (∇x)i 是 x 在像素 i 处的梯度. 如果 gi = 0, 那么 gilngi = 0.
模型 (3.1) 是非光滑凸优化问题, 直接求解有一定的难度. 利用全变分函数的对偶公式,

可转化为光滑的鞍点优化问题

min
x≥0

max
|y|≤1

∑
i

{giln
gi

(Hx + b)i

+ (Hx + b)i − gi}+ αyT∇x. (3.2)

易知模型 (3.2) 是问题 (1.1) 的特殊形式, 且关于原始变量 x 为凸的, 关于对偶变量 y 是

凹的. 当 Q(x, y) 由式 (3.2) 定义, 其梯度表达式为 ∇xQ(x, y) = en − HT Z(x)−1g − α∇ ·
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y, ∇yQ(x, y) = α∇x, 其中 en = (1, 1, · · · , 1)T ∈ Rn, ∇· 是散度算子; Z(x) 是对角矩阵, 对
角元素由 (Hx + b)i 给定. 当 b 6= 0 时, 由文献 [12] 中引理 4.6 知 ∇xQ(x, y) 李布希兹连续,
可知该问题满足假设 2.1. 故所提算法可以应用于问题 (3.2).
记所提算法为算法 1,对比算法为文献 [4]中的交替外梯度方法 (AEM),可在www.unife.it

/prin/software 下载, 以及算法 (1.3), 按照文献 [10] 建议记为 LPD. 计算环境如下, Matlab
版本为 R2011a, 内存为 2GB, 处理器为 i3 的个人电脑. 在两个实验中, 图像分别为 128× 128
的 micro 数据和 256× 256 的 circles 数据, 详细可见文献 [4] 的说明. 背景数据项均为 b = 3.
根据文献 [12] 知, 李布希兹常数为 ‖g‖∞‖H‖2

b2
. 由此可计算出 L 在两个问题中的值分别为 0.14

和 0.1. 据此, 测试了满足定理 2.1 条件下的不同参数, 选取了恢复效果比较好的参数, 具体如
下: 在第一个实验中, 算法 1 参数设置为 α = 0.09, β = 1.2, γ = 3.5; 第二个实验中, 参数设
置为 α = 0.25, β = 1.3, γ = 1.6. 其它两个算法按其文章里的建议设置. 三个算法的停止准则
为 ∥∥∥∥∥

(
xk+1 − xk

yk+1 − yk

)∥∥∥∥∥ /

∥∥∥∥∥

(
xk+1

yk+1

)∥∥∥∥∥ ≤ 0.0001.

为了评价算法恢复图像的质量, 采用相对误差 (RE) 作为指标, 定义为 RE = ‖xk−x‖
‖x‖ , 其中 xk

为算法恢复的图像, x 为原始图像. 它能衡量算法恢复的图像与真实图像的接近程度. 显然,
相对误差的值越小, 图像恢复的质量越好.

表 1 数值结果

算法 迭代次数 时间 (秒) 相对误差

micro AEM 369 3.3076 0.808
LPD 432 3.5316 0.1099
算法 1 388 3.1702 0.807

circles AEM 156 7.3290 0.0441
LPD 245 9.9959 0.0410
算法 1 141 5.7923 0.0439

图 1 micro 图像恢复效果对比图: 真实图像, 模糊噪音图像, AEM 恢复, LPD 恢复, 算法 1 恢复

图 2 circles 图像恢复效果对比图: 真实图像, 模糊噪音图像, AEM 恢复, LPD 恢复, 算法 1 恢复
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图 3 目标函数随时间变化曲线图.

表 1 给出了算法在两个含有泊松噪音数据上的去模糊表现. 在 micro 问题中, 虽然算法
1 的迭代步数多于 AEM, 但发现计算时间稍微少于 AEM. 这说明由线搜索确定的步长在一
定程度上会消耗一点时间. LPD 算法无论是迭代步数, 计算时间和相对误差均不占优势. 在
circles 问题中, 无论迭代步数和计算时间都少于 AEM. LPD 方法虽然相对误差较小, 但计算
步数较多, 计算时间较长. 图 1 和图 2 显示了两个算法恢复的效果图, 可以看到算法基本上
都能很好的恢复模糊的图像. 这也可以从表 1 的评价标准相对误差中得到, 因为相对误差的
值相差不大. 为更清楚地说明算法的表现, 在图 3 中画出了目标函数值随计算时间的曲线图.
从曲线下降趋势看, 算法 1 在迭代的前几步或十几步函数值下降快于 AEM, 随后两个算法函
数值基本保持不变. 表明算法 1 可以更快的收敛于最优解. 虽然算法 LPD 的目标函数值在
micro 问题中下降较快, 但它是在目标函数 (3.2) 在 X = Rn 的情况下. 由于无相关物理条件
下的约束, 故其相对误差较大. 这也说明了如果有先验知识的加入, 如非负约束, 则可能得到
较好的恢复结果. 最后, 和相关算法对比的数值结果表明了新方法是有效的.

4 结语

对带有凸集约束的光滑鞍点优化问题, 提出了一个简单的原始 – 对偶梯度方法. 算法每
步具有显示解, 不需要内迭代求解子问题. 新方法应用在全变分正则化泊松噪音图像恢复问
题上, 结果表明在计算时间上具有一定的优势. 值得注意的是该方法也可以拓展求解其它噪
音类型的图像恢复问题.
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PROJECTION PRIMAL-DUAL METHOD FOR SADDLE POINT

OPTIMIZATION PROBLEMS WITH SIMPLE CONSTRAINED
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Abstract: In this paper, we study the saddle point optimization problems with simple

convex set constraints. Using the property of convex-concave, a projection primal-dual gradient

method is proposed. The algorithm has a symmetric structure and each step has a closed-form

solution. The convergence of the new algorithm is proved and the convergence rate is also obtained.

The numerical results of Poisson noise image restoration problem verify the effectiveness of the

new method.
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