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摘要: 本文研究了 Robin 边界条件下含有梯度项的一类抛物方程解的爆破问题. 利用合适的

Sobolve 型与一阶微分不等式等方法, 获得了当方程的解发生爆破时其爆破时间的下界估计与解不发

生爆破的条件. 推广了文献 [4] 的结果.
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1 引言

在过去的几十年间, 非线性抛物方程解的爆破问题已经得到了很广泛的研究, 文献 [1,2]
有较详细的介绍. 其中, 关于解爆破时间 T 的研究,仍然有许多文章仅针对 T 的上界, 但下界
的估计却更加符合实际情况. 随着 Payne[3] 开创性的工作以后, 这种讨论爆破时间下界估计
的研究得到了许多学者的关注. 需要指出的是, Li[4] 在齐次 Dirichlet 边界条件下讨论了方程

ut = ∆u + up − |∇u|q, (x, t) ∈ Ω× (0, T )

的爆破问题, 获得了方程的解发生爆破时爆破时间的下界估计. 这里拓展文 [4] 的研究范围,
将在 Robin 边界条件

∂u

∂ν
+ ku = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T )

下讨论相同的问题. 在这种边界条件下, 文献 [4] 使用的 Sobolev 不等式不再可以使用. 另外,
由于方程中梯度项的存在, 需要克服一些困难. 因此, 当方程的解发生爆破时, 通过建立合适
的 Sobolev 型微分不等式, 获得了爆破时间的下界估计. 关于爆破时间下界估计的更多结论
见文献 [5–11].

2 爆破情况

设 Ω ⊂ R3 是具有足够光滑边界 ∂Ω 与凸性的有界区域. 考虑如下具有非线性梯度项的
抛物问题 




ut = ∆u + up − |∇u|q, (x, t) ∈ Ω× (0, T ),
∂u

∂ν
+ ku = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, x ∈ Ω,

(2.1)
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其中 p, k > 0, q > 2 , ∆ 和∇ 表示拉普拉斯和梯度算子, T 是可能的爆破时间, (∂u/∂ν) 表示
在边界向外的法向单位导数, u0(x) 满足适当紧条件的连续函数.
根据最大值原理有 u ≥ 0. 另外, 除了在某些时刻会发生爆破之外, 还假设问题存在古典

正解. 当解发生爆破时, 本文的目的是要确定爆破时间的下界估计. 为此, 定义下面的辅助函
数

ϕ(t) =
∫

Ω

u8p+1dx. (2.2)

利用分部积分与边界条件, 简单的计算就可以得到

1
8p + 1

ϕ′(t) =
∫

Ω

u8putdx =
∫

Ω

u8p∆udx +
∫

Ω

u9pdx−
∫

Ω

u8p|∇u|qdx

≤ −8p

∫

Ω

u8p−1|∇u|2dx +
∫

Ω

u9pdx−
∫

Ω

u8p|∇u|qdx. (2.3)

另外, 由于 |∇u
8p+1

2 |2 = (8p+1)2

4
u8p−1|∇u|2, |∇u

8p+q
q |q = ( 8p+q

q
)qu8p|∇u|q. 因此 (2.3)

式可以写成

1
8p + 1

ϕ′(t) ≤ (
1
2

∫

Ω

u9pdx− (
q

8p + q
)q

∫

Ω

|∇u
8p+q

q |qdx)

+(
1
2

∫

Ω

u9pdx− 32p

(8p + 1)2

∫

Ω

|∇u
8p+1

2 |2dx) = J1 + J2. (2.4)

下面考虑 J1. 由于 |∇u
8p+q

q | 的指数是 q 而不是 2, 因此需要一点技巧去克服这个困难使
得其指数变成 2. 为了方便, 令 v = u

8p+q
q 并通过 Hölder 不等式就有

∫

Ω

|∇v
q
2 |2dx =

q2

4

∫

Ω

vq−2|∇v|2dx ≤ q2

4
(
∫

Ω

vqdx)
q−2

q (
∫

Ω

|∇v|qdx)
2
q . (2.5)

再从 Poincare 不等式, λ1

∫
Ω

vqdx ≤ ∫
Ω
|∇v

q
2 |2dx− ∫

∂Ω
v

q
2 ∂v

q
2

∂ν
dS, 这里 λ1 是下列弹性膜问题

∆w + λw = 0, x ∈ Ω;
∂w

∂ν
+ kw = 0, x ∈ ∂Ω

的第一正特征值. 利用 Robin 边界条件, 又有

λ1

∫

Ω

vqdx ≤
∫

Ω

|∇v
q
2 |2dx +

k(8p + q)
2

∫

∂Ω

vqdS. (2.6)

再根据散度定理
∫

∂Ω

xiνiv
qdS ≤

∫

Ω

xi,iv
qdx + q

∫

Ω

xiv
q−1|v,i|dx

≤ 3
∫

Ω

vqdx + q(
∫

Ω

xixiv
qdx)

1
2 (

∫

Ω

vq−2|∇v|2dx)
1
2 . (2.7)

利用 Ω 的凸性可以令
l0 = min

∂Ω
(x · ν), d2 = max

Ω
|x|
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以及 Young 不等式得到
∫

∂Ω

vqdS ≤ (
3
l0

+
d

l0
θ)

∫

Ω

vqdx +
d

l0θ

∫

Ω

|∇v
q
2 |2dx, (2.8)

这里 θ 是任意正的常数. 这样从 (2.8) 式和 (2.6) 式就可以获得

(λ1 − 3k(8p + q)
2l0

− kd(8p + q)
2l0

θ)
∫

Ω

vqdx ≤ (1 +
kd(8p + q)

2l0θ
)
∫

Ω

|∇v
q
2 |2dx. (2.9)

如果 Ω, 也就是 λ1 满足

λ1 − 3k(8p + q)
2l0

> 0, (2.10)

然后选择充分小的 θ, 使得

C1 = λ1 − 3k(8p + q)
2l0

− kd(8p + q)
2l0

θ > 0.

这样 (2.9) 式就可以写成:

C1

∫

Ω

vqdx ≤ C0

∫

Ω

|∇v
q
2 |2dx, (2.11)

其中 C0 = 1 + kd(8p+q)
2l0θ

. 把 (2.11) 式代入 (2.5) 式得到
∫

Ω

|∇v
q
2 |2dx ≤ (

q

2
)q(

C0

C1

)
q−2
2

∫

Ω

|∇v|qdx. (2.12)

因此根据 J1 的定义就有

J1 ≤ 1
2

∫

Ω

u9pdx− (
2

8p + q
)q(

C1

C0

)
q−2
2

∫

Ω

|∇u
8p+q

2 |2dx. (2.13)

下面考虑 (2.13) 式右边的第一项. 如果 p > 1, 利用 Hölder 不等式和 arbq ≤ ra + qb, r +
q = 1, a, b > 0 得到

∫

Ω

u9pdx ≤ (
∫

Ω

u8p+1dx)
8p+1−σ1

8p+1 (
∫

Ω

u
9(8p+q)

8 dx)
σ1

8p+1

≤ 8p + 1− σ1

8p + 1

∫

Ω

u8p+1dx +
σ1

8p + 1

∫

Ω

u
9(8p+q)

8 dx

=
8p + 1− σ1

8p + 1
ϕ(t) +

σ1

8p + 1

∫

Ω

u
9(8p+q)

8 dx, (2.14)

这里

σ1 =
8(p− 1)(8p + 1)
8(p− 1) + 9q

∈ (0, 8p + 1).

借助文献 [3] 的思想, 下面寻找一个合适的 Sobolev 型不等式来计算 u9(8p+q)/8 的积分.
首先, 令 xim 和 xiM 分别表示 Ω 在坐标 xi 上的最小值与最大值, Dz 表示 Ω 与平面 x3 = z

相交的截面. 其次, 为了方面计算, 设 ω := u(8p+q)/4. 根据 Schwarz 不等式得到
∫

Ω

ω
9
2 dx =

∫ x3M

x3m

(
∫

Dz

ω
9
2 dA)dx3 ≤

∫ x3M

x3m

(
∫

Dz

ω3dA

∫

Dz

ω6dA)
1
2 dx3. (2.15)
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令 P = (x̄1, x̄2, z) 是截面 Dz 上的一个点, P1 与 P2 表示截面 Dz 的边界与直线 x2 = x̄2

的两个交点. 同样, Q1 与 Q2 表示 Dz 的边界与直线 x1 = x̄1 的两个交点, 那么

ω3(P ) = ω3(P1) + 3
∫ P

P1

ω2ωx1dx1, ω3(P ) = ω3(P2)− 3
∫ P

P2

ω2ωx1dx1.

这样可以获得

ω3(P ) ≤ 1
2
[ω3(P1) + ω3(P2)] +

3
2

∫ P2

P1

ω2|ωx1 |dx1. (2.16)

类似的,

ω3(P ) ≤ 1
2
[ω3(Q1) + ω3(Q2)] +

3
2

∫ Q2

Q1

ω2|ωx2 |dx2. (2.17)

把上面两式左右相乘并在 Dz 上积分, 即有
∫

Dz

ω6(P )dA ≤ (
1
2

∫ x2M

x2m

[ω3(P1) + ω3(P2)]dx2 +
3
2

∫

Dz

ω2|ωx1 |dA)

×(
1
2

∫ x1M

x1m

[ω3(Q1) + ω3(Q2)]dx1 +
3
2

∫

Dz

ω2|ωx2 |dA)

≤ (
1
2

∫

∂Dz

ω3|ν1|ds +
3
2

∫

Dz

ω2|ωx1 |dA)

×(
1
2

∫

∂Dz

ω3|ν2|ds +
3
2

∫

Dz

ω2|ωx2 |dA).

再代回 (2.15) 式得到
∫

Ω

ω
9
2 dx ≤

∫ x3M

x3m

(
∫

Dz

ω3dA)
1
2 × (

1
2

∫

∂Dz

ω3|ν1|ds +
3
2

∫

Dz

ω2|ωx1 |dA)
1
2

×(
1
2

∫

∂Dz

ω3|ν2|ds +
3
2

∫

Dz

ω2|ωx2 |dA)
1
2 dx3

≤ max
z

(
∫

Dz

ω3dA)
1
2

∫ x3M

x3m

(
1
2

∫

∂Dz

ω3|ν1|ds +
3
2

∫

Dz

ω2|ωx1 |dA)
1
2

×(
1
2

∫

∂Dz

ω3|ν2|ds +
3
2

∫

Dz

ω2|ωx2 |dA)
1
2 dx3

≤ max
z

(
∫

Dz

ω3dA)
1
2 F

1
2
1 F

1
2
2 , (2.18)

其中

Fi =
1
2

∫

∂Ω

ω3|νi|dS +
3
2

∫

Ω

ω2|ωxi
|dx, i = 1, 2. (2.19)

最后, 为了计算 ω3 在 Dz 上的积分, 用 Ω+ 表示 Ω 在 Dz 上的部分, 而相应的边界是
∂Ω+, 而下面部分与边界则分别用 Ω− 和 ∂Ω− 表示. 这样根据散度定理,

∫

Dz

ω3dA =
∫

∂Ω+

ω3ν3dS − 3
∫

Ω+

ω2ωx3dx,

∫

Dz

ω3dA = −
∫

∂Ω−
ω3ν3dS + 3

∫

Ω−
ω2ωx3dx,
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由此得到 ∫

Dz

ω3dA ≤ 1
2

∫

∂Ω

ω3|ν3|dS +
3
2

∫

Ω

ω2|ωx3 |dx.

即可以扩展 (2.19) 式到 i = 3 的情况. 又由于

F
1
3
1 F

1
3
2 F

1
3
3 ≤ 1

3
(F1 + F2 + F3), (a + b + c)2 ≤ 3(a2 + b2 + c2), a, b, c > 0.

因此从 (2.18) 式得
∫

Ω

ω
9
2 dx ≤ F

1
2
1 F

1
2
2 F

1
2
3 ≤ 1

33/2
(F1 + F2 + F3)

3
2

=
1

33/2
[(A1 + A2 + A3] + (B1 + B2 + B3)]

3
2

≤ 1
33/4

((A2
1 + A2

2 + A2
3)

1/2 + (B2
1 + B2

2 + B2
3)

1/2)
3
2 , (2.20)

其中 Ai = 1
2

∫
∂Ω

ω3|νi|dS,Bi = 3
2

∫
Ω

ω2|ωxi
|dx, i = 1, 2, 3.

另外根据 Schwarz 不等式, 有

A2
1 + A2

2 + A2
3 =

1
4

3∑
i=1

(
∫

∂Ω

ω3|νi|dS)2 ≤ 1
4

3∑
i=1

∫

∂Ω

ω3dS

∫

∂Ω

ω3ν2
i dS =

1
4
(
∫

∂Ω

ω3dS)2.

类似地,

B2
1 + B2

2 + B2
3 =

9
4

3∑
i=1

(
∫

Ω

ω2|ωxi
|dx)2

≤ 9
4

3∑
i=1

∫

Ω

ω2dx

∫

Ω

ω2|ωxi
|2dx =

9
16

∫

Ω

ω2dx

∫

Ω

|∇ω2|2dx.

因此 (2.20) 式可以变成
∫

Ω

ω
9
2 dx ≤ 1

33/4
(
1
2

∫

∂Ω

ω3dS +
3
4
(
∫

Ω

ω2dx)1/2(
∫

Ω

|∇ω2|2dx)1/2)
3
2 . (2.21)

类似于 (2.7) 与 (2.8) 式, 可以得到
∫

∂Ω

ω3dS ≤ 3
l0

∫

Ω

ω3dx +
3d

2l0
(
∫

Ω

ω2dx)1/2(
∫

Ω

|∇ω2|2dx)1/2. (2.22)

把 (2.22) 式代入 (2.21) 式,
∫

Ω

ω
9
2 dx ≤ 1

33/4
(

3
2l0

∫

Ω

ω3dx +
3
4
(
d

l0
+ 1)(

∫

Ω

ω2dx)1/2(
∫

Ω

|∇ω2|2dx)1/2)
3
2 . (2.23)

再使用不等式 (a + b)
3
2 ≤ 2

1
2 (a

3
2 + b

3
2 ), a, b > 0, (2.23) 式就可以变成

∫

Ω

ω
9
2 dx ≤ 21/2

33/4
((

3
2l0

∫

Ω

ω3dx)
3
2 + (

3
4
)

3
2 (

d

l0
+ 1)

3
2 (

∫

Ω

ω2dx)3/4(
∫

Ω

|∇ω2|2dx)3/4). (2.24)
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再依次使用 Young 和 Hölder 不等式, 还有

(
∫

Ω

ω2dx)3/4(
∫

Ω

|∇ω2|2dx)3/4 ≤ 1
4
ε−3
1 (

∫

Ω

ω2dx)3 +
3
4
ε1

∫

Ω

|∇ω2|2dx, (2.25)
∫

Ω

ω3dx ≤ (
∫

Ω

ω
4(8p+1)
8p+q dx)

3(8p+q)
4(8p+1) |Ω|1− 3(8p+q)

4(8p+1) , (2.26)
∫

Ω

ω2dx ≤ (
∫

Ω

ω
4(8p+1)
8p+q dx)

8p+q
2(8p+1) |Ω|1− 8p+q

2(8p+1) , (2.27)

这里 ε1 是任意正的常数, 并且还假设 p > 3q−4
8

.
结合 (2.13), (2.14), (2.24)–(2.27) 式, 并选择 ε1 满足

σ1

2(8p + 1)
21/2

33/4
(
3
4
)

5
2 (

d

l0
+ 1)

3
2 ε1 − (

2
8p + q

)q(
C1

C0

)
q−2
2 = 0,

由此就可以获得

J1 ≤ 8p + 1− σ1

2(8p + 1)
ϕ(t) +

σ1

2(8p + 1)
21/2

33/4
(

3
2l0

)
3
2 |Ω| 32 (1− 3(8p+q)

4(8p+1) )ϕ(t)
9(8p+q)
8(8p+1)

+
σ1

2(8p + 1)
21/2

33/4
(
3
4
)

3
2 (

d

l0
+ 1)

3
2
1
4
ε−3
1 |Ω|3(1− 8p+q

2(8p+1) )ϕ(t)
3(8p+q)
2(8p+1) . (2.28)

下面估算 J2. 类似于 (2.14) 式, 首先有
∫

Ω

u9pdx ≤ 9
8p + 1

ϕ(t) +
8(p− 1)
8p + 1

∫

Ω

u
9(8p+1)

8 dx.

然后从 J2 的定义得到

J2 ≤ 9
2(8p + 1)

ϕ(t) +
4(p− 1)
8p + 1

∫

Ω

u
9(8p+1)

8 dx− 32p

(8p + 1)2

∫

Ω

|∇u
8p+1

2 |2dx. (2.29)

类似上面的讨论, 也可以估算 u
9(8p+1)

8 的积分,
∫

Ω

u
9(8p+1)

8 dx ≤ 21/2

33/4
(

3
2l0

)
3
2 |Ω| 38 ϕ(t)

9
8 +

21/2

33/4
(
3
4
)

3
2 (

d

l0
+ 1)

3
2
1
4
ε−3
2 |Ω| 32 ϕ(t)

3
2

+
21/2

33/4
(
3
4
)

5
2 (

d

l0
+ 1)

3
2 ε2

∫

Ω

|∇u
8p+1

2 |2dx, (2.30)

这里 ε2 也是一个任意正的常数. 把 (2.30) 式代进 (2.29) 式, 并且选择 ε2 满足

4(p− 1)
21/2

33/4
(
3
4
)

5
2 (

d

l0
+ 1)

3
2 ε2 − 32p

8p + 1
= 0,

(2.29) 式就变成

J2 ≤ 9
2(8p + 1)

ϕ(t) +
4(p− 1)
8p + 1

21/2

33/4
(

3
2l0

)
3
2 |Ω| 38 ϕ(t)

9
8

+
4(p− 1)
8p + 1

21/2

33/4
(
3
4
)

3
2 (

d

l0
+ 1)

3
2
1
4
ε−3
2 |Ω| 32 ϕ(t)

3
2 . (2.31)
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把 (2.28) 和 (2.31) 式代入 (2.4) 式, 就可以获得关于函数 ϕ 的一阶微分不等式

ϕ′(t) ≤ K1ϕ(t) + K2ϕ(t)
9(8p+q)
8(8p+1) + K3ϕ(t)

3(8p+q)
2(8p+1) + K4ϕ(t)

9
8 + K5ϕ(t)

3
2 , (2.32)

其中 



K1 =
9p(8p + 1)

8(p− 1) + 9p
+

9
2
,

K2 =
σ1

2
21/2

33/4
(

3
2l0

)
3
2 |Ω| 32 (1− 3(8p+q)

4(8p+1) ),

K3 =
σ1

8
21/2

33/4
(
3
4
)

3
2 (

d

l0
+ 1)

3
2 ε−3

1 |Ω|3(1− 8p+q
2(8p+1) ),

K4 = 4(p− 1)
21/2

33/4
(

3
2l0

)
3
2 |Ω| 38 ,

K5 = (p− 1)
21/2

33/4
(
3
4
)

3
2 (

d

l0
+ 1)

3
2 ε−3

2 |Ω| 32 .

(2.33)

再积分得到 ∫ ϕ(t)

ϕ(0)

dη

K1η + K2η
9(8p+q)
8(8p+1) + K3η

3(8p+q)
2(8p+1) + K4η

9
8 + K5η

3
2

≤ t, (2.34)

由此得到爆破时间 T 的一个下界估计

T ≥ T0 =
∫ ∞

ϕ(0)

dη

K1η + K2η
9(8p+q)
8(8p+1) + K3η

3(8p+q)
2(8p+1) + K4η

9
8 + K5η

3
2

, (2.35)

其中 ϕ(0) =
∫
Ω
[u0(x)]8p+1dx.

把上面的分析总结成如下定理.
定理 1 如果 p > max{1, 3q−4

8
}, 以及 (2.10) 式成立, 那么当问题 (2.1) 的非负古典解 u

在 (2.2) 式测度 ϕ 的意义下有限时刻 T 发生爆破时, 则 T 的下界 T0 由 (2.35) 式给出.

3 非爆破情况

这里考虑 p < 1 的情况, 此时问题 (2.1) 的解不会在有限时刻内发生爆破. 令 ϕ(t) 依然
是 (2.2) 式定义的辅助函数, 从 (2.4) 式得到

ϕ′(t) ≤ (8p + 1)(J1 + J2). (3.1)

类似 (2.11) 式的讨论, 有 ∫

Ω

|∇u
8p+q

2 |2dx ≥ C2

∫

Ω

u8p+qdx, (3.2)

其中

C2 =
2l0λ1 − 3k(16p + q)− dk(16p + q)θ

2l0 + dkθ−1(16p + q)
> 0.

因此从 (2.13) 式得到

J1 ≤ 1
2

∫

Ω

u9pdx− (
2

8p + q
)q(

C1

C0

)
q−2
2 C2

∫

Ω

u8p+qdx. (3.3)
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另外, 根据 Hölder 不等式, 也有

∫

Ω

u9pdx ≤ (
∫

Ω

u8p+1dx)
9p

8p+1 |Ω| 1−p
8p+1 = ϕ(t)

9p
8p+1 |Ω| 1−p

8p+1 (3.4)

和 ∫

Ω

u8p+qdx ≥ (
∫

Ω

u8p+1dx)
8p+q
8p+1 |Ω| 1−q

8p+1 = ϕ(t)
8p+q
8p+1 |Ω| 1−q

8p+1 . (3.5)

把 (3.4), (3.5) 式代入 (3.3) 式得

J1 ≤ 1
2
|Ω| 1−p

8p+1 ϕ(t)
9p

8p+1 − (
2

8p + q
)q(

C1

C0

)
q−2
2 C2|Ω|

1−q
8p+1 ϕ(t)

8p+q
8P+1

= ϕ(t)
9p

8p+1 (
1
2
|Ω| 1−p

8p+1 − (
2

8p + q
)q(

C1

C0

)
q−2
2 C2|Ω|

1−q
8p+1 ϕ(t)

q−p
8P+1 ). (3.6)

下面估算 J2. 类似 (2.11) 式的讨论也得到

∫

Ω

|∇u
8p+1

2 |2dx ≥ C3

∫

Ω

u8p+1dx = C3ϕ(t), (3.7)

这里

C3 =
2l0λ1 − 3k(16p + 1)− dk(16p + 1)θ

2l0 + dkθ−1(16p + 1)
> 0.

利用 (3.4) 式与 (3.7) 式有

J2 =
1
2

∫

Ω

u9pdx− 32p

(8p + 1)2

∫

Ω

|∇u
8p+1

2 |2dx ≤ 1
2
|Ω| 1−p

8p+1 ϕ(t)
9p

8p+1 − 32p

(8p + 1)2
C3ϕ(t)

= ϕ(t)
9p

8p+1 (
1
2
|Ω| 1−p

8p+1 − 32p

(8p + 1)2
C3ϕ(t)

1−p
8p+1 ). (3.8)

最后, 结合 (3.1),(3.6) 与 (3.8) 式就可以得到下面的一阶微分不等式

ϕ′(t) ≤ (8p + 1)ϕ(t)
9p

8p+1 (
1
2
|Ω| 1−p

8p+1 − (
2

8p + q
)q(

C1

C0

)
q−2
2 C2|Ω|

1−q
8p+1 ϕ(t)

q−p
8P+1 )

+(8p + 1)ϕ(t)
9p

8p+1 (
1
2
|Ω| 1−p

8p+1 − 32p

(8p + 1)2
C3ϕ(t)

1−p
8p+1 ). (3.9)

显然, 如果问题 (2.1)的解 u在测度 ϕ的意义下发生爆破, 那么从 (3.9)式导出 ϕ′(t) ≤ 0,
这是一个矛盾. 这样就得到了下面的定理.

定理 2 假设 u 是问题 (2.1) 的一个非负古典解, 如果 p < 1 和第一特征值 λ1 满足

2l0λ1 − 3k(16p + q) > 0, 那么 u 不能在测度 ϕ 的意义下发生爆破.

注 为了给出定理 2 的证明, 可以使用另外的辅助函数来代替 (2.2) 式定义的函数 ϕ(t).
例如, 类似文献 [6], 可以定义函数 Φ(t) =

∫
Ω

u2dx 来完成定理的证明.
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BLOW-UP ANALYSIS IN A PARABOLIC EQUATION WITH

GRADIENT TERM UNDER ROBIN BOUNDARY CONDITION

LING Zheng-qiu , QIN Si-qian , ZHOU Ze-wen

(School of Mathematics and Statistics, Yulin Normal University, Yulin 537000, China)

Abstract: In this paper, we study the blow-up questions of solution for a parabolic equation

with a gradient term under Robin boundary condition. By using Sobolev-type and first order

differential inequalities, we get a lower bound on blow-up time when blow-up does occur and the

conditions which ensure that blow-up does not appear, which promote the conclusion of the fourth

reference.
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