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摘要: 本文研究了 Burgers-KPP 方程显示精确解的问题. 通过以 (G′/G) 展开法为基础, 提出

了一种满足变系数方程的 G 展开法, 利用此类展开法对 Burgers-KPP 方程进行了求解, 获得了该方

程多个新的三角函数形式和双曲函数形式的显式行波解, 丰富了方程解的范围.
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1 引言

寻求非线性偏微分方程的精确解一直是解决和研究非线性问题的关键. 近年来, 精确解
的求法不断涌现, 如 Backlund 变换法、Hirota 变换法、变量分离法、反散射变换法等. 最近,
王明亮等提出的 (G′/G) 展开法 [1−3], 即假设非线性偏微分方程的行波解可用 (G′/G) 的多
项式来表示, 且 G 满足一类二阶线性常微分方程, 由此得到一个代数方程组, 将求解微分方
程的问题转化为求此代数方程组的解. 此方法不需要任何初始或边界条件, 可以简洁、有效
地求解非线性偏微分方程. 目前, 在此方法的基础上, 出现了许多扩展和改进, 这些改进主要
是从将 (G′/G) 展开法的正幂展开推广到正负幂展开 [4]; 改变 (G′/G) 的展开形式 [5−7]; 改变
函数 G 满足的方程 [8−10] 等方面进行了延伸. 本文也是以 (G′/G) 展开法的基本思想为依据,
是将其展开形式改进为

(
G−G′

G+G′

)
的形式, 并首次尝试将函数G 满足的常系数方程改进为一类

二阶变系数的非线性方程, 以 Burgers-KPP 方程为例进行了求解, 得到了该方程的多个显式
行波解.

Burgers-Kolmogorov-Petrovskii-Piscounov 方程

ut − αuxx + λuux + β(u3 + γu2 + δu) = 0, (1.1)

其中 α, β, λ, γ, δ 均为常数. 该类方程是既包含耗散作用又包含频散作用的非线性演化方程,
它广泛应用于流体力学、热传导、理论物理等领域. 当 (α, β, λ, γ, δ) 取不同参数时, 它囊括
着许多著名的方程. 例如广义 KPP 方程, Huxley 方程, 广义 Fisher 方程, Burgers-Fisher 方
程, Fitzhugh-Nagumo 方程, Newell-Whitehead 方程等. 文献 [11] 用 Cole-Hopf 变换法得到
了该方程的孤子解, 并对解的渐进性质进行了论证; 通过 tanh 函数展开法, 该方程的单孤波
解和周期波解由文献 [12] 得到; 文献 [13] 通过变系数辅助方程并结合齐次平衡法得到了该方
程的行波解.
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2 满足变系数方程的 G 展开法

将非线性偏微分方程

P (u, ux, ut, uxx, uxt, utt, · · ·) = 0 (2.1)

作行波变换. 令 u (x, t) = u(ξ) , ξ = x− ct , 其中 c表示波速, 是一常数, 则方程 (2.1) 化为

P (u, u′, u′′, · · ·) = 0. (2.2)

设方程 (2.1) 的解为

u(ξ) =
l∑

i=0

ai(ξ)
(

G−G′

G + G′

)i

, (2.3)

这里 ai(ξ) (i = 0, 1, 2, · · · , l) 为待定的函数, 参数 l 可通过齐次平衡法确定, G = G(ξ) 满足
一类二阶变系数非线性常微分方程

GG′′ + p(ξ)(G′)2 + q(ξ)GG′ = 0, (2.4)

其中 p(ξ), q(ξ) 均为 ξ 的任意函数. 通过借助 Mathematica 符号计算软件, 可以得到方程
(2.4) 的解

G(ξ) = C2exp
(∫ ξ

1

e−
∫ τ
1 q(η)dη

C1+
∫ τ
1 (1+p(ς))e−

∫ ς
1 q(η)dηdς

dτ

)
,

其中 C1, C2 为积分常数, 同时可得
(

G−G′

G + G′

)
= 1− 2

1 + e
∫ ξ
1 q(η)dη

(
C1 +

∫ ξ

1
(1 + p(ς))e−

∫ ς
1 q(η)dηdς

) . (2.5)

将 (2.3) 式代入 (2.2) 式, 并结合 (2.4) 式, 合并
(

G−G′

G+G′

)
的各同幂次项, 并令

(
G−G′

G+G′

)
的各次

幂的系数为零, 从中求出 ai(ξ), p(ξ), q(ξ), 再将求得的 p(ξ), q(ξ) 代入 (2.5) 式, 最后将得到
的

(
G−G′

G+G′

)
函数及 ai(ξ) 代回到 (2.3) 式, 即得到方程 (2.1) 的解.

3 Burgers-KPP 方程新的精确解

对方程 (1.1) 作行波变换. 令 u = u(ξ) = u(x− ct), 从而化为

−cu′ − αu′′ + λuu′ + β(u3 + γu2 + δu) = 0. (3.1)

设方程 (1.1) 的解能够表示成多项式 u(ξ) =
l∑

i=0

ai(ξ)
(

G−G′

G+G′

)i

, 且 G = G(ξ) 满足一类二阶变

系数非线性常微分方程

GG′′ + p(ξ)(G′)2 + q(ξ)GG′ = 0,

其中 p(ξ), q(ξ) 均为 ξ 的任意函数. 利用齐次平衡法, 有 3l = l + 2 , 得 l = 1 . 则方程 (1.1)
的解表示为

u(ξ) = a1(ξ)
(

G−G′

G + G′

)
+ a0(ξ), (3.2)
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由方程 (2.4) 和 (3.2) 式可得

u′ (ξ) =
1
2
(1 + p(ξ)− q(ξ))a1(ξ)

(
G−G′

G + G′

)2

+ (−(1 + p(ξ))a1(ξ) + a1
′(ξ))

(
G−G′

G + G′

)

+
1
2
((1 + p(ξ) + q(ξ))a1(ξ) + 2a0

′(ξ)),

u′′ (ξ) =
1
2
(1 + p(ξ)− q(ξ))2a1(ξ)

(
G−G′

G + G′

)3

+
1
2
(a1(ξ)(3q(ξ)− 3− 3p(ξ)2 + 3p(ξ)(q(ξ)− 2)

+ p′(ξ)− q′(ξ)) + 2(1 + p(ξ)− q(ξ))a1
′(ξ))

(
G−G′

G + G′

)2

+
1
2
(a1(ξ)(3 + 6p(ξ) + 3p(ξ)2

− q(ξ)2 − 2p′(ξ))− 4(1 + p(ξ))a1
′(ξ) + 2a1

′′(ξ))
(

G−G′

G + G′

)
+

1
2
(−a1(ξ)(1 + p(ξ)2

+ q(ξ) + p(ξ)(2 + q(ξ))− p′(ξ)− q′(ξ)) + 2((1 + p(ξ) + q(ξ))a1
′(ξ) + a0

′′(ξ))),

将上面的 u 及其各阶导数代入 (3.1) 式, 合并
(

G−G′

G+G′

)
的同幂次项并比较方程两端的系数, 化

简可得

(
G−G′

G + G′

)3

: a1(ξ)(−α(1 + p(ξ)− q(ξ))2 + λ(1 + p(ξ)− q(ξ))a1(ξ) + 2βa1(ξ)2) = 0, (3.3)

(
G−G′

G + G′

)2

: 2(βγ − λ− λp(ξ) + 3βa0(ξ))a1(ξ)2 − 2α(1 + p(ξ)− q(ξ))a1
′(ξ) + a1(ξ)(3α

+ 3αp(ξ)2 − c + λa0(ξ) + q(ξ)(c− 3α− λa0(ξ)) + p(ξ)(−c + 6α− 3αq(ξ)

+ λa0(ξ))− αp′(ξ) + αq′(ξ) + 2λa1
′(ξ)) = 0, (3.4)

(
G−G′

G + G′

)1

: λ(1 + p(ξ) + q(ξ))a1(ξ)2 + a1(ξ)(2c− 3α + 2βδ − 3αp(ξ)2 + 2a0(ξ)(3βa0(ξ)

+ 2βγ − λ) + 2p(ξ)(c− 3α− λa0(ξ)) + α(q(ξ)2 + 2p′(ξ)) + 2λa0
′(ξ)) + (4α

+ 4αp(ξ)− 2c + 2λa0(ξ))a1
′(ξ)− 2αa1

′′(ξ) = 0, (3.5)
(

G−G′

G + G′

)0

: 2βγa0(ξ)2 + 2βa0(ξ)3 − (c− α− αp(ξ))(1 + p(ξ) + q(ξ))a1(ξ)− 2ca0
′(ξ)

+ a0(ξ)(2βδ + λ(1 + p(ξ) + q(ξ))a1(ξ) + 2λa0
′(ξ))− α(a1(ξ)(p′(ξ) + q′(ξ))

+ 2((p(ξ) + q(ξ) + 1)a1
′(ξ) + a0

′′(ξ))) = 0. (3.6)

由 (3.3) 和 (3.4) 式, 可求得

a1(ξ) =
1
4β

(
−λ±

√
λ2 + 8αβ

)
(1 + p(ξ)− q(ξ)), (3.7)

a0(ξ) =− (−λ±
√

λ2 + 8αβ)
4β(1 + p(ξ)− q(ξ))

((1 + p(ξ))(1 + p(ξ)− q(ξ))− (p′(ξ)− q′(ξ)))

+
−12αβγ + λ(c− γλ)± (3c + γλ)

√
λ2 + 8αβ

4(λ2 + 9αβ)
. (3.8)
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现令 p(ξ) = q(ξ) + f(ξ) + k1ξ + k2, 其中 f(ξ) 为 ξ 的任意函数, k1, k2 为任意常数, 将其
与 (3.7)、(3.8) 式代入 (3.5) 式, 借助Mathematica 符号计算软件, 得到. 若

∆ =
1

λ2 + 4αβ ∓ λ
√

λ2 + 8αβ

(
8δ(λ2 + 9αβ)2 + c(3c + 2γλ)(5λ2 + 36αβ)

−γ2(216α2β2 + 36αβλ2 + λ4)± λ(3c + γλ)2
√

λ2 + 8αβ
)

. (3.9)

则有以下情况

(1) 当 ∆ > 0 时, 有

p(ξ) = −R tan
(

Rξ

2
∓ C1

)
+

f ′(ξ) + k1

1 + f(ξ) + k1ξ + k2

+ f(ξ) + k1ξ + k2, (3.10)

q(ξ) = −R tan
(

Rξ

2
∓ C1

)
+

f ′(ξ) + k1

1 + f(ξ) + k1ξ + k2

, (3.11)

其中 C1 为积分常数, R = ± β
√

∆
(λ2+9αβ)

.
(2) 当 ∆ < 0 且 C1 = 0 时, 有　

p(ξ) = R tanh
(

Rξ

2

)
+

f ′(ξ) + k1

1 + f(ξ) + k1ξ + k2

+ f(ξ) + k1ξ + k2, (3.12)

q(ξ) = R tanh
(

Rξ

2

)
+

f ′(ξ) + k1

1 + f(ξ) + k1ξ + k2

, (3.13)

其中 R = ± β
√−∆

(λ2+9αβ)
.

将上述得到的 (3.7)–(3.13) 式代入 (3.6) 式中, 得到了以下几种情况.
(1) c = −γλ

3
, δ = 2γ2

9
, 则此时∆ = −2αβ + 1

2
λ(−λ±

√
λ2 + 8αβ) , 有

①当∆ > 0 时, 则 R = ±γ
√

∆
3α

, 结合 (3.10)、(3.11) 式, 代入 (3.7)、(3.8) 和 (2.5) 式, 可
得

a1(ξ) =
1
4β

(
−λ±

√
λ2 + 8αβ

)
(1 + f(ξ) + k1ξ + k2), (3.14)

a0(ξ) = −(−λ±
√

λ2 + 8αβ)
12αβ

(
3α(1 + f(ξ) + k1ξ + k2)− γ

√
∆tan

(
γ
√

∆ξ

6α
∓ C1

))

−γ

3
, (3.15)

(
G−G′

G + G′

)
= − 8γ

√
∆cos C1

2C2γ
√

∆cos C1
2 + (12α∓ C2γ

√
∆sin(2C1)) tan

(
γ
√

∆ξ
6α

)

· 1

cos
(

γ
√

∆ξ
3α

∓ C1

)
+ cos C1

· 1
1 + f(ξ) + k1ξ + k2

+ 1, (3.16)

其中 C1, C2 为积分常数. 再将 (3.14)–(3.16) 式代入 (3.2) 式, 则得到了方程 (1.1) 的解

u(ξ) =
γ(−λ±

√
λ2 + 8αβ)

(
−6α

√
∆cos

(
γ
√

∆ξ
6α

)
+ C2γ∆cos C1 sin

(
γ
√

∆ξ
6α

∓ C1

))

12αβ
(
C2γ

√
∆cos

(
γ
√

∆ξ
6α

∓ C1

)
cos C1 + 6α sin

(
γ
√

∆ξ
6α

)) − γ

3
.
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②当 ∆ < 0 且 C1 = 0 时, 则 R = ±γ
√−∆
3α

, 结合 (3.12)、(3.13) 式, 代入 (3.7)、(3.8) 和
(2.5) 式, 可得

a1(ξ) =
1
4β

(
−λ±

√
λ2 + 8αβ

)
(1 + f(ξ) + k1ξ + k2), (3.17)

a0(ξ) = −(−λ±
√

λ2 + 8αβ)
12αβ

(
3α(1 + f(ξ) + k1ξ + k2) + γ

√
−∆tanh

(
γ
√−∆ξ

6α

))

−γ

3
, (3.18)

(
G−G′

G + G′

)
= 1− 4γ

√−∆

C2γ
√−∆ + 6α tanh

(
γ
√−∆ξ
6α

) · 1

1 + cosh
(

γ
√−∆ξ
3α

)

· 1
(1 + f(ξ) + k1ξ + k2)

, (3.19)

其中 C2 为积分常数. 再将 (3.17)–(3.19) 式代入 (3.2) 式, 则得到了方程 (1.1) 的解

u(ξ) = −
γ(−λ±

√
λ2 + 8αβ)

(
6α
√−∆− C2γ∆tanh

(
γ
√−∆ξ
6α

))

12αβ
(
C2γ

√−∆ + 6α tanh
(

γ
√−∆ξ
6α

)) − γ

3
.

(2) c = γ
4
(−λ +

√
λ2 + 8αβ), δ = γ2(8αβ(36αβ+5λ2)−2λ(6αβ+λ2)(−λ+

√
λ2+8αβ))

16(λ2+9αβ)2
, 则此时

∆ = −18αβ − 1
2
λ(5λ + 3

√
λ2 + 8αβ), 有

①当 ∆ > 0 时, 则 R = ± βγ
√

∆
2(λ2+9αβ)

, 结合 (3.10)、(3.11) 式, 代入 (3.7)、(3.8) 和 (2.5)
式, 可得

a1(ξ) =
1
4β

(
−λ±

√
λ2 + 8αβ

)
(1 + f(ξ) + k1ξ + k2), (3.20)

a0(ξ) = −(−λ±
√

λ2 + 8αβ)
4β

(
1 + f(ξ) + k1ξ + k2 − tan

(
βγ
√

∆ξ

4(λ2 + 9αβ)
∓ C1

)
(3.21)

· βγ
√

∆
2(λ2 + 9αβ)

)
+

γ(−48αβ − 5λ2 +
√

λ2 + 8αβ(λ± (3
√

λ2 + 8αβ + λ))
16(λ2 + 9αβ)

,

(
G−G′

G + G′

)
=

−8βγ
√

∆cos C1

2C2βγ
√

∆cos C1
2 + (72αβ + 8λ2 ± C2βγ

√
∆sin(2C1)) tan

(
βγ
√

∆ξ
4(λ2+9αβ)

)

· 1

cos
(

βγ
√

∆ξ
2(λ2+9αβ)

∓ C1

)
+ cos C1

· 1
1 + f(ξ) + k1ξ + k2

+ 1, (3.22)

其中 C1, C2 为积分常数. 再将 (3.20)–(3.22) 式代入 (3.2) 式, 则得到了方程 (1.1) 的解

u(ξ) =−
−4(λ2 + 9αβ) cos

(
βγ
√

∆ξ
4(λ2+9αβ)

)
+ C2βγ

√
∆cos C1 sin

(
βγ
√

∆ξ
4(λ2+9αβ)

∓ C1

)

C2βγ
√

∆cos
(

βγ
√

∆ξ
4(λ2+9αβ)

∓ C1

)
cos C1 + 4(λ2 + 9αβ) sin

(
βγ
√

∆ξ
4(λ2+9αβ)

)

· 2γ
√

∆(λ±
√

λ2 + 8αβ)
16(λ2 + 9αβ)

+
γ(−48αβ − 5λ2 +

√
λ2 + 8αβ(λ± (3

√
λ2 + 8αβ + λ))

16(λ2 + 9αβ)
.
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②当∆ < 0 , 且 C1 = 0时, 则R = ± βγ
√−∆

2(λ2+9αβ)
, 结合 (3.12)、(3.13)式, 代入 (3.7)、(3.8)

和 (2.5) 式可得

a1(ξ) =
1
4β

(
−λ±

√
λ2 + 8αβ

)
(1 + f(ξ) + k1ξ + k2), (3.23)

a0(ξ) =− (−λ±
√

λ2 + 8αβ)
4β

(
1 + f(ξ) + k1ξ + k2 + tanh

(
βγ
√−∆ξ

4(λ2 + 9αβ)

)

· βγ
√−∆

2(λ2 + 9αβ)

)
+

γ(−48αβ − 5λ2 +
√

λ2 + 8αβ(λ± (3
√

λ2 + 8αβ + λ))
16(λ2 + 9αβ)

,

(3.24)
(

G−G′

G + G′

)
=− 4βγ

√−∆

C2βγ
√−∆ + 4(λ2 + 9αβ) tanh

(
βγ
√−∆ξ

4(λ2+9αβ)

) · 1

1 + cosh
(

βγ
√−∆ξ

2(λ2+9αβ)

)

· 1
1 + f(ξ) + k1ξ + k2

+ 1, (3.25)

其中 C2 为积分常数. 再将 (3.23)–(3.25) 式代入 (3.2) 式, 则得到了方程 (1.1) 的解

u(ξ) =
4(λ2 + 9αβ) + C2βγ

√−∆tanh
(

βγ
√−∆ξ

4(λ2+9αβ)

)

C2βγ
√−∆ + 4(λ2 + 9αβ) tanh

(
βγ
√−∆ξ

4(λ2+9αβ)

) · 2γ
√−∆(λ±

√
λ2 + 8αβ)

16(λ2 + 9αβ)

+
γ(−48αβ − 5λ2 +

√
λ2 + 8αβ(λ± (3

√
λ2 + 8αβ + λ))

16(λ2 + 9αβ)
.

(3) c = γ
4
(−λ −

√
λ2 + 8αβ) , δ = γ2(8αβ(36αβ+5λ2)−2λ(6αβ+λ2)(−λ−

√
λ2+8αβ))

16(λ2+9αβ)2
, 则此时

∆ = −18αβ + 1
2
λ(−5λ + 3

√
λ2 + 8αβ) , 有

①当∆ > 0 时, 则 R = ± βγ
√

∆
2(λ2+9αβ)

, 结合 (3.10)、(3.11) 式, 代入 (3.7)、(3.8) 和 (2.5) 式,
可得

a1(ξ) =
1
4β

(
−λ±

√
λ2 + 8αβ

)
(1 + f(ξ) + k1ξ + k2), (3.26)

a0(ξ) = −(−λ±
√

λ2 + 8αβ)
4β

(
1 + f(ξ) + k1ξ + k2 − tan

(
βγ
√

∆ξ

4(λ2 + 9αβ)
∓ C1

)
(3.27)

· βγ
√

∆
2(λ2 + 9αβ)

)
+

γ(−48αβ − 5λ2 +
√

λ2 + 8αβ(−λ± (3
√

λ2 + 8αβ − λ))
16(λ2 + 9αβ)

,

(
G−G′

G + G′

)
=

−8βγ
√

∆cos C1

2C2βγ
√

∆cos C1
2 + (72αβ + 8λ2 ± C2βγ

√
∆sin(2C1)) tan

(
βγ
√

∆ξ
4(λ2+9αβ)

)

· 1

cos
(

βγ
√

∆ξ
2(λ2+9αβ)

∓ C1

)
+ cos C1

· 1
1 + f(ξ) + k1ξ + k2

+ 1, (3.28)
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其中 C1, C2 为积分常数. 再将 (3.26)–(3.28) 式代入 (3.2) 式, 则得到了方程 (1.1) 的解

u(ξ) =−
−4(λ2 + 9αβ) cos

(
βγ
√

∆ξ
4(λ2+9αβ)

)
+ C2βγ

√
∆cos C1 sin

(
βγ
√

∆ξ
4(λ2+9αβ)

∓ C1

)

C2βγ
√

∆cos
(

βγ
√

∆ξ
4(λ2+9αβ)

∓ C1

)
cos C1 + 4(λ2 + 9αβ) sin

(
βγ
√

∆ξ
4(λ2+9αβ)

)

· 2γ
√

∆(λ±
√

λ2 + 8αβ)
16(λ2 + 9αβ)

+
γ(−48αβ − 5λ2 +

√
λ2 + 8αβ(−λ± (3

√
λ2 + 8αβ − λ))

16(λ2 + 9αβ)
.

②当 ∆ < 0, 且 C1 = 0 时, 则 R = ± βγ
√−∆

2(λ2+9αβ)
, 结合 (3.12)、(3.13) 式, 代入 (3.7)、(3.8)

和 (2.5) 式, 可得

a1(ξ) =
1
4β

(
−λ±

√
λ2 + 8αβ

)
(1 + f(ξ) + k1ξ + k2), (3.29)

a0(ξ) = −(−λ±
√

λ2 + 8αβ)
4β

(
1 + f(ξ) + k1ξ + k2 + tanh

(
βγ
√−∆ξ

4(λ2 + 9αβ)

)
(3.30)

· βγ
√−∆

2(λ2 + 9αβ)

)
+

γ(−48αβ − 5λ2 +
√

λ2 + 8αβ(−λ± (3
√

λ2 + 8αβ − λ))
16(λ2 + 9αβ)

,

(
G−G′

G + G′

)
=

−4βγ
√−∆

C2βγ
√−∆ + 4(λ2 + 9αβ) tanh

(
βγ
√−∆ξ

4(λ2+9αβ)

) · 1

1 + cosh
(

βγ
√−∆ξ

2(λ2+9αβ)

)

· 1
1 + f(ξ) + k1ξ + k2

+ 1, (3.31)

其中 C2 为积分常数. 再将 (3.29)–(3.31) 式代入 (3.2) 式, 则得到了方程 (1.1) 的解

u(ξ) =
4(λ2 + 9αβ) + C2βγ

√−∆tanh
(

βγ
√−∆ξ

4(λ2+9αβ)

)

C2βγ
√−∆ + 4(λ2 + 9αβ) tanh

(
βγ
√−∆ξ

4(λ2+9αβ)

) · 2γ
√−∆(λ±

√
λ2 + 8αβ)

16(λ2 + 9αβ)

+
γ(−48αβ − 5λ2 +

√
λ2 + 8αβ(−λ± (3

√
λ2 + 8αβ − λ))

16(λ2 + 9αβ)
.

4 结论

本文构造了一种满足一类二阶非线性变系数常微分方程的
(

G−G′

G+G′

)
展开法. 通过此展开

法, 并结合齐次平衡法和Mathematica 符号计算软件, 求得了 Burgers-KPP 方程多个新的三
角函数形式和双曲函数形式的显式行波解, 扩大了该类方程的解的范围, 同时也验证了该展
开法对于求解非线性偏微分方程的精确解是简单有效的.
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NEW EXACT SOLUTIONS FOR BURGERS-KPP EQUATIONS

WANG Xin

(College of Information Science and Technology, Hainan University, Haikou 570228, China)

Abstract: In this paper, we study the explicit and exact solutions of the Burgers-KPP

equation. Based on the (G′/G) expansion method, we construct a kind of G expansion method

for satisfying a class of variable coefficient equations. The Burgers-KPP equation is solved by this

kind of expansion method, several new explicit traveling wave solutions of trigonometric functions

and hyperbolic functions are obtained, which enrich the scope of the solutions of the equation.
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exact solutions
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