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摘要: 本文在 α 混合样本下研究 Gasser 和Müller 提出的一类积分权非参数核回归估计的大

样本性质. 利用 α 混合序列的概率指数不等式和矩不等式, 在较弱的条件下获得了积分权回归函数估

计的强相合性与一致强相合性, 推广了独立样本下该回归函数估计的相合性结果.
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1 引言

设N 为自然数集, {Xi; i ∈ N} 是概率空间 (Ω,A, P ) 上的随机变量序列.
定义 1.1 对随机变量序列 {Xn;n ≥ 1}, 如果当 n →∞ 时,

α(n) = sup
k≥1

sup
A∈Fk

1 ,B∈F∞k+n

∣∣P (AB)− P (A)P (B)
∣∣ → 0,

其中 σ 域 Fk
1 = σ(Xj ; 1 ≤ j ≤ k),F∞k+n = σ(Xj ; j ≥ k + n), 则称 {Xn;n ≥ 1} 是 α 混合的.

设 Y1, Y2, · · · , Yn 是固定点 x1, x2, · · · , xn 的 n 个观察值, 适合回归模型

Yi = g(xi) + εi, i = 1, 2, · · · , n, (1.1)

其中回归函数 g(x) 是 [0, 1] 上的未知函数, 且当 x /∈ [0, 1] 时, 令 g(x) = 0, {εi} 是随机误差
序列.
假定 0 = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn−1 ≤ xn = 1. 考虑 Gasser 和Müller[1] 对回归函数 g(x) 提

出的一种积分权核估计

gn(x) = h−1
n

n∑
i=1

Yi

∫ xi

xi−1

K(
x− s

hn

)ds, (1.2)

其中核函数K(u) 是R1 上可测函数, 且当 n →∞ 时, 0 < hn → 0.
α 混合序列是一类重要的非独立序列, 引起了诸多学者的关注. 在 α 混合序列下, 文献

[2] 研究了回归加权核估计的强大数律; 文献 [3] 研究了一般回归加权函数估计的一致渐近正
态性; 文献 [4] 研究了核型分位数估计的渐近正态性; 文献 [5] 讨论了风险度量 ES 非参数估
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计部分和的渐近正态性; 文献 [6] 讨论了回归加权核估计的强相合性. 讨论研究该混合序列背
景下的非参数估计的大样本极限性质可更好地为进一步的实证研究提供理论基础. 不少文献
(如 [7–15]) 讨论了在独立情形与混合相依情形下 Priestley-Chao 加权核回归估计的完全收敛
性和强相合性, 获得了很好的结果. 早期, 对于文献 [1] 中 Gasser 和Müller 提出的一种积分
权核估计 (1.2), 文献 [16–18] 研究了独立序列情形下估计 (1.2) 的完全收敛性、渐近正态性等
大样本性质. 另外, 文献 [19–21] 给出了研究 α 混合随机变量序列大样本性质所需的部分和、

加权和的不等式工具. 较少文献在 α 混合序列背景下研究估计 (1.2) 的大样本极限性质. 本
文则在 α 混合样本下给出回归函数核估计 (1.2) 的强相合性与一致强相合性结论. 利用文献
[21] 的指数不等式, 在较弱的条件下, 本文得到较理想的收敛结论. 由于在 α 混合样本下研究

具体的统计估计问题还是比较少, 因此本文的研究是有意义的.
记 δ̃i = xi − xi−1, δn = max

1≤i≤n
(xi − xi−1), 本文用 C 表示与 n 无关的大于 0 常数,

‖x‖r = (E|x|r)1/r, 且 [x] 表示不超过 x 的最大整数, 并使用如下基本条件
(a)

∫ +∞
−∞ K(u)du = 1,

∫ +∞
−∞ |K(u)|du < ∞, K(·) 在 R1 上有界, K(·) 在 R1 上满足

β(β > 0) 阶 Lipschitz 条件, 即 ∀x, y ∈ R1, 有 |K(x)−K(y)| ≤ C|x− y|β;
(b) g(·) 在 [0, 1] 上一致连续;
(c) 当 n →∞ 时, hn → 0, δn → 0.
定理 1.2 设基本条件 (a)–(c) 成立. 又假设 (i) Eεi = 0, i = 1, 2, · · · , n, 且 |εi| ≤ b a.s.;

(ii) {εi} 为 α 混合相依, 且 α(n) = O(n−λ), 其中 λ > 1; (iii) 当 n →∞ 时,

δn

hn

= O(n−s), s > 0. (1.3)

(1) 若

λ >
2
s
− 1, (1.4)

则有 lim
n→∞

gn(x) = g(x) a.s., x ∈ (0, 1);

(2) 若存在 d > 0 使得 ndhn →∞ 以及

λ >
d(1 + β)/β + 2

s
− 1, (1.5)

则对任给的 0 < τ < 1/2, 都有 lim
n→∞

sup
x∈[τ,1−τ ]

|gn(x)− g(x)| = 0 a.s..

注 定理 1.2 给出了 α 混合相依序列有界情形下, 估计 (1.2) 的强相合与一致强相合性.
下面的定理 1.3 是在该序列无界条件下得到该估计的强相合与一致强相合性.
定理 1.3 设基本条件 (a)–(c) 成立. 又假设 (i) Eεi = 0, i = 1, 2, · · · , n, 且 sup

i
E|εi|r <

∞, 其中 r > 2; (ii) {εi} 为 α 混合相依, 且 α(n) = O(n−λ), 其中 λ > r/(r − 2); (iii) 当
n →∞ 时,

δn

hn

= O(n−s),
1
r

< s ≤ 1. (1.6)

(1) 若

λ >
2

s− 1/r
− 1, (1.7)

则有 lim
n→∞

gn(x) = g(x) a.s. x ∈ (0, 1);
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(2) 若存在 d > 0 使得 ndhn →∞ 以及

λ >
2 + 1/(rβ) + d(1 + β)/β

s− 1/r
− 1, (1.8)

则对任给的 0 < τ < 1/2, 有 lim
n→∞

sup
x∈[τ,1−τ ]

|gn(x)− g(x)| = 0 a.s..

2 引理

为了证明定理的结论, 本节给出一些引理.
引理 2.1 [19] 若 {Xi; i ≥ 1} 是零均值的 α 混合随机变量序列, 且 {ai; i ≥ 1} 是实数列.
(i) 如果 E|Xi|2+δ < ∞, 这里 δ > 0, 则

E(|
n∑

i=1

aiXi|2) ≤ (1 + 20
n∑

m=1

α
δ

2+δ (m))
n∑

i=1

a2
i ‖Xi‖2

2+δ; (2.1)

(ii) 如果 |Xi| < bi a.s., 则

E(|
n∑

i=1

aiXi|2) ≤ (1 + 8
n∑

m=1

α(m))
n∑

i=1

a2
i b

2
i . (2.2)

引理 2.2 [21] 令 {Xi; i ≥ 1} 是零均值的 α 混合随机变量序列, 且 |Xi| ≤ b < ∞ a.s., 进
一步假定正整数 kn 满足 1 ≤ kn ≤ n/2. 则对任意的 ε > 0, 有

P (|
n∑

i=1

Xi| > nε) ≤ 4 exp(− nε2

12(3σ2
n + bknε)

) + 36bε−1α(kn), (2.3)

其中 σ2
n = n−1

2mn+1∑
j=1

E|Uj |2, mn = [ n
2kn

], Uj =
∑

(j−1)kn<i≤jkn

Xi (j = 1, 2, · · · , 2mn), 和

U2mn+1 =
n∑

i=2mnkn+1

Xi.

引理 2.3 设 g(x) 在 [0,1] 上一致连续,
∫ +∞
−∞ K(u)du = 1,

∫ +∞
−∞ |K(u)du < ∞. 如果

hn → 0 和 δn → 0, 则
lim

n→∞
Egn(x) = g(x), x ∈ (0, 1). (2.4)

对任给的 0 < τ < 1/2, 有

lim
n→∞

sup
x∈[τ,1−τ ]

|Egn(x)− g(x)| = 0. (2.5)

证 由 (1.1) 和 (1.2) 式, 有

Egn(x)− g(x) = E[h−1
n

n∑
i=1

Yi

∫ xi

xi−1

K(
x− s

hn

)ds]− g(x)

=E[h−1
n

n∑
i=1

(g(xi) + εi)
∫ xi

xi−1

K(
x− s

hn

)ds]− g(x)

=h−1
n

n∑
i=1

g(xi)
∫ xi

xi−1

K(
x− s

hn

)ds− g(x). (2.6)



No.6 杨秀桃等: α 混合样本下积分权回归估计的强相合性 881

从而

Egn(x)− g(x) =[h−1
n

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

g(xi)K(
x− s

hn

)ds− h−1
n

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

g(s)K(
x− s

hn

)ds]

+ [h−1
n

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

g(s)K(
x− s

hn

)ds− g(x)]

:=In1(x) + In2(x). (2.7)

要证明 (2.4) 式, 只需分别证明: 对 x ∈ (0, 1), In1(x) → 0 和 In2(x) → 0. 记 B1 =∫ +∞
−∞ |K(u)|du < ∞, 令 u = x−s

hn
. 由 g(·) 在 [0,1] 上一致连续知, ∀ε > 0, 当 n 充分大时, 有

|In1(x)| ≤ h−1
n

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

|g(xi)− g(s)||K(
x− s

hn

)|ds

≤ ε

2B1

h−1
n

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

|K(
x− s

hn

)|ds

=
ε

2B1

h−1
n

∫ 1

0

|K(
x− s

hn

)|ds =
ε

2B1

∫ x/hn

(x−1)/hn

|K(u)|du

≤ ε

2
. (2.8)

所以 In1(x) → 0. 另一方面, 由条件
∫ +∞
−∞ K(u)du = 1, 有

In2(x) =h−1
n

∫ 1

0

g(s)K(
x− s

hn

)ds− g(x) =
∫ x/hn

(x−1)/hn

g(x− uhn)K(u)du− g(x)
∫ +∞

−∞
K(u)du

=
∫ x/hn

(x−1)/hn

[g(x− uhn)− g(x)]K(u)du− g(x)
∫ (x−1)/hn

−∞
K(u)du− g(x)

∫ ∞

x/hn

K(u)du.

(2.9)

当 n 充分大时, 由条件
∫ +∞
−∞ |K(u)|du < ∞, hn → 0, 知

∫ (x−1)/hn

−∞
|K(u)|du → 0,

∫ ∞

x/hn

|K(u)|du → 0. (2.10)

注意到 g(x) 在 [0,1] 上有界, 记 B2 = sup
x∈[0,1]

|g(x)|, 取 δ > 0, 可有

∣∣∣∣∣
∫ x/hn

(x−1)/hn

[g(x− uhn)− g(x)]K(u)du

∣∣∣∣∣ ≤
∫ x/hn

(x−1)/hn

|K(u)| · |g(x− uhn)− g(x)|du

≤
∫

|u|<δ/hn

|K(u)| · |g(x− uhn)− g(x)|du +
∫

|u|≥δ/hn

|K(u)| · |g(x− uhn)− g(x)|du

≤B1 sup
|u|<δ/hn

|g(x− uhn)− g(x)|+ 2B2

∫

|u|≥δ/hn

|K(u)|du. (2.11)
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由 g(x) 在 x 处连续以及
∫ +∞
−∞ |K(u)|du < ∞ 知, ∀ε > 0, 当 n 充分大时, 有

|
∫ x/hn

(x−1)/hn

[g(x− uhn)− g(x)]K(u)du| < ε. (2.12)

即 ∫ x/hn

(x−1)/hn

[g(x− uhn)− g(x)]K(u)du → 0. (2.13)

由 (2.9), (2.10) 和 (2.13) 式知, In2(x) → 0. 从而 (2.4) 式成立. 由于 g(x) 有界, 所以上述证
明过程对 (2.5) 式也成立. 证毕.
引理 2.4 设

∫ +∞
−∞ |K(u)|du < ∞ 且 hn → 0, 则对任意的 x ∈ (0, 1), 有

lim
n→∞

h−1
n

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

|K(
x− s

hn

)|ds =
∫ +∞

−∞
|K(u)|du. (2.14)

而对任给的 0 < τ < 1/2, 有

lim
n→∞

sup
x∈[τ,1−τ ]

h−1
n

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

|K(
x− s

hn

)|ds =
∫ +∞

−∞
|K(u)|du. (2.15)

证 对任意的 x ∈ (0, 1), 令 u = x−s
hn

, 显然

h−1
n

n∑
i=1

∫ xi

xi−1

|K(
x− s

hn

)|ds−
∫ +∞

−∞
|K(u)|du

=h−1
n

∫ 1

0

|K(
x− s

hn

)|ds− h−1
n

∫ +∞

−∞
|K(

x− s

hn

)|ds

=− h−1
n

∫ 0

−∞
|K(

x− s

hn

)|ds− h−1
n

∫ +∞

1

|K(
x− s

hn

)|ds. (2.16)

由条件
∫ +∞
−∞ |K(u)|du < ∞ 与 hn → 0, 有

h−1
n

∫ 0

−∞
‖K(

x− s

hn

)|ds =
∫ +∞

x/hn

|K(u)|du → 0 (2.17)

和

h−1
n

∫ +∞

1

‖K(
x− s

hn

)|ds =
∫ (x−1)/hn

−∞
|K(u)|du → 0. (2.18)

联合 (2.16)–(2.18) 式得结论 (2.14). 另外, 对任给的 0 < τ < 1/2, 有

sup
x∈[τ,1−τ ]

h−1
n

∫ 0

−∞
|K(

x− s

hn

)|ds = sup
x∈[τ,1−τ ]

∫ +∞

x/hn

|K(u)|du ≤
∫ +∞

τ/hn

|K(u)|du → 0 (2.19)

和

sup
x∈[τ,1−τ ]

h−1
n

∫ +∞

1

|K
(x− s

hn

)
|ds = sup

x∈[τ,1−τ ]

∫ (x−1)/hn

−∞
|K(u)|du ≤

∫ −τ/hn

−∞
|K(u)|du → 0.

(2.20)



No.6 杨秀桃等: α 混合样本下积分权回归估计的强相合性 883

由 (2.16), (2.19) 和 (2.20) 式得结论 (2.15). 证毕.
引理 2.5 [14] 设 {Zi; i ≥ 1}是随机变量序列,若存在常数 ρ > 0,使得E|Zi| = O(i−(1+ρ)),

则 Σ∞i=1Zi a.s. 收敛.

3 定理的证明

记 Sn(x) =
n∑

i=1

Wni(x)εi,Wni(x) = h−1
n

∫ xi

xi−1
K

(
x−s
hn

)
ds. 可由积分中值定理, 存在 ϑi ∈

(0, 1), 使得

Wni(x) = h−1
n K(

x− xi + ϑiδ̃i

hn

)δ̃i ≤ C
δn

hn

. (3.1)

由于

|gn(x)− g(x)| ≤ |
n∑

i=1

Wni(x)εi|+ |Egn(x)− g(x)|. (3.2)

由 (3.2) 式、引理 2.3 以及 Borel-Cantelli 引理可知, 定理 1.2 与定理 1.3 的证明归结为证明
如下式子

|
n∑

i=1

Wni(x)εi| c→ 0, x ∈ (0, 1).

与对任给的 0 < τ < 1/2, sup
x∈[τ,1−τ ]

|
n∑

i=1

Wni(x)εi| c→ 0. 即 ∀ε > 0, 有

∞∑
n=1

P (|
n∑

i=1

Wni(x)εi| > ε) < ∞, x ∈ (0, 1) (3.3)

与
∞∑

n=1

P ( sup
x∈[τ,1−τ ]

|
n∑

i=1

Wni(x)εi| > ε) < ∞. (3.4)

又由引理 2.4 及条件 (a), 当 n →∞ 时, 可有
n∑

i=1

|Wni(x)| →
∫ +∞

−∞
|K(u)|du < C, sup

x∈[τ,1−τ ]

n∑
i=1

|Wni(x)| →
∫ +∞

−∞
|K(u)|du < C. (3.5)

定理 1.2 的证明 首先证明 (3.3) 式. 记 Xi = Wni(x)εi, 由条件 (i) 及 (3.1) 式, 有
EXi = 0, 且有 |Xi| = |Wni(x)εi| ≤ C δn

hn
≤ Cn−s, 由于 α(n) = O(n−λ) 且 λ > 1, 所以在引

理 2.1 中的
∞∑

m=1

α(m) ≤ C
∞∑

m=1

m−λ < ∞. 根据引理 2.1 的 (2.2) 式可得

E|Uj |2 = E|
jkn∑

i=(j−1)kn+1

Wni(x)εi|2 ≤ C

jkn∑

i=(j−1)kn+1

W 2
ni(x),

又根据 (3.1)、(3.5) 以及 (1.3) 式, 可有

σ2
n =

1
n

2mn+1∑
j=1

E|Uj |2 ≤ C
1
n

n∑
i=1

W 2
ni(x) ≤ C

1
n

sup
x∈(0,1)

|Wni(x)|
n∑

i=1

|Wni(x)|

≤ Cn−1 δn

hn

≤ Cn−(1+s).
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取 kn = ns/(log n log log n), 其中 0 < s ≤ 1, 当 n 充分大时, 可保证 kn ≤ n
2
, 从而由引理 2.2,

∀ε > 0, x ∈ (0, 1), 可有

P (|
n∑

i=1

Wni(x)εi| > ε) = P (|
n∑

i=1

Xi| > ε)

≤C exp(− n( ε
n
)2

12(3σ2
n + bknε/n)

) + 36nbε−1α(kn)

≤C exp(− C

n−s + n−skn

) + Cn1−sk−λ
n ≤ C exp(− C

n−skn

) + Cn1−sk−λ
n

=C exp(−C log n log log n) + Cn−[s(λ+1)−1](log n log log n)λ ≤ Cn−[s(λ+1)−1](log n log log n)λ.

(3.6)

由 (1.4) 式知, (3.3) 式成立.
其次证明 (3.4)式. 选取 ln个中心在 t1, t2, · · · , tln ,半径为Rn = (h1+β

n /(log n log log n))1/β

的邻域 B1, B2, · · · , Bln 覆盖 [0, 1], 其中 ln = O
(
(h−(1+β)

n log n log log n)1/β
)
. 由条件 (i) 知

|εi| < b a.s. 和基本条件 (a) 知K(·) 满足 β 阶 Lipschitz 条件, 对正整数 k, 1 ≤ k ≤ ln, 可得

sup
x∈Bk

|Sn(x)− Sn(tk)| = sup
x∈Bk

|h−1
n

n∑
i=1

εi

∫ xi

xi−1

[K(
x− s

hn

)−K(
tk − s

hn

)]ds|

≤Ch−1
n sup

x∈Bk

n∑
i=1

δ̃i|x− tk

hn

|β a.s. ≤ Ch−1−β
n Rβ

n

=Ch−(1+β)
n [(h1+β

n / log n log log n)1/β]β = (log n log log n)−1.

即 ∀ε > 0, 当 n 充分大时,

sup
x∈Bk

|Sn(x)− Sn(tk)| < ε/2 a.s.. (3.7)

对上述 ∀ε > 0, 当 n 充分大时, 由 (3.6) 与 (3.7) 式, 以及条件 (2) 中 ndhn → ∞ 可知

h−1
n ≤ Cnd, 从而有

P ( sup
x∈[τ,1−τ ]

|Sn(x)| > ε) ≤P (

ln⋃

k=1

( sup
x∈Bk

|Sn(x)| > ε))

≤
ln∑

k=1

P ( sup
x∈Bk

|Sn(x)− Sn(tk)|+ |Sn(tk)| > ε)

≤C

ln∑

k=1

P (|Sn(tk)| > ε/2)

≤Clnn−[s(λ+1)−1](log n log log n)λ

≤C(h−(1+β)
n log n log log n)1/βn−s(λ+1)+1(log n log log n)λ

≤Cn
d(1+β)

β
−s(λ+1)+1

(log n log log n)λ+1/β .

由 (1.5) 式知, (3.4) 式成立.
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定理 1.3 的证明 令

ξi = εiI(|εi| ≤ n1/r)− EεiI(|εi| ≤ n1/r), ξ̃i = εiI(|εi| > n1/r)− EεiI(|εi| > n1/r)

则有

Sn(x) =
n∑

i=1

Wni(x)εi =
n∑

i=1

Wni(x)ξi +
n∑

i=1

Wni(x)ξ̃i := S1n(x) + S2n(x).

首先证明 |S1n(x)| → 0 a.s., x ∈ (0, 1) 与 sup
x∈[τ,1−τ ]

|S1n(x)| → 0 a.s.. 为此只需证明: 对

∀ε > 0, 有
∞∑

n=1

P
(|S1n(x)| > ε

)
< ∞, x ∈ (0, 1) (3.8)

与
∞∑

n=1

P
(

sup
x∈[τ,1−τ ]

|S1n(x)| > ε
)

< ∞. (3.9)

记 Vi = Wni(x)ξi, 显然有 EVi = 0, 且由条件 (3.1) 式有 |Vi| = |Wni(x)ξi| ≤ Cn1/r δn

hn
≤

Cn−s+1/r. 现在对序列 V1, V2, · · · , 利用引理 2.2, 为此令 Uj =
jkn∑

i=(j−1)kn+1

Vi. 由于 α(n) =

O(n−λ) 且 λ > r/(r − 2), 所以在引理 2.1 中的

∞∑
m=1

αδ/(2+δ)(m) =
∞∑

m=1

α(r−2)/r(m) ≤ C

∞∑
m=1

m−λ(r−2)/r < ∞.

根据引理 2.1 的 (2.1) 式可得

E|Uj |2 = E|
jkn∑

i=(j−1)kn+1

Wni(x)ξi|2 ≤ C

jkn∑

i=(j−1)kn+1

W 2
ni(x).

又根据 (3.1)、(3.5) 以及 (1.6) 式, 可有

σ2
n =

1
n

2mn+1∑
j=1

E|Uj |2 ≤ C
1
n

n∑
i=1

W 2
ni(x) ≤ Cn−(1+s).

取 kn = ns−1/r/(log n log log n), 其中 0 < s ≤ 1, 当 n 充分大时, 可保证 kn ≤ n
2
, 从而由引理

2.2, ∀ε > 0, x ∈ (0, 1), 可有

P (|S1n(x)| > ε) = P (|
n∑

i=1

Vi| > ε)

≤C exp(− n
(
ε/n

)2

12(3σ2
n + bknε/n)

) + 36nbε−1α(kn)

≤C exp(− C

n−s + n−s+1/rkn

) + Cn1−s+1/rk−λ
n

=C exp(−C log n log log n) + Cn1−s+1/r−λ(s−1/r)(log n log log n)λ

≤Cn−[(s−1/r)(λ+1)−1](log n log log n)λ.

(3.10)
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由 (1.7) 式知, (3.8) 式成立.
选取 l̃n 个中心在 t̃1, t̃2, · · · , t̃l̃n

, 半径为 R̃n = (n−1/rh1+β
n /(log n log log n))1/β 的邻域

B̃1, B̃2, · · · , B̃l̃n
覆盖 [0, 1], 其中 l̃n = O

(
(n1/rh

−(1+β)
n log n log log n)1/β

)
. 注意到 |ξi| ≤ 2n1/r

和基本条件 (a) 知K(·) 满足 β 阶 Lipschitz 条件, 对正整数 k, 1 ≤ k ≤ l̃n, 可得

sup
x∈B̃k

|S1n(x)− S1n(t̃k)| = sup
x∈B̃k

|h−1
n

n∑
i=1

ξi

∫ xi

xi−1

[K(
x− s

hn

)−K(
t̃k − s

hn

)]ds|

≤Cn1/rh−1
n sup

x∈B̃k

n∑
i=1

δ̃i|x− t̃k

hn

|β a.s.

≤Cn1/rh−(1+β)
n R̃β

n ≤ C(log n log log n)−1.

即 ∀ε > 0, 当 n 充分大时,

sup
x∈B̃k

|S1n(x)− S1n(t̃k)| < ε/2 a.s.. (3.11)

对上述 ∀ε > 0, 当 n 充分大时, 由 (3.10) 与 (3.11) 式, 以及条件 (2) 中 ndhn → ∞ 可知

h−1
n ≤ Cnd, 从而有

P ( sup
x∈[τ,1−τ ]

|S1n(x)| > ε) ≤ P (
l̃n⋃

k=1

(
sup
x∈B̃k

|S1n(x)| > ε
)
)

≤
l̃n∑

k=1

P
(

sup
x∈B̃k

|S1n(x)− S̃1n(t̃k)|+ |S̃1n(t̃k)| > ε
)
≤ C

l̃n∑
k=1

P (|S1n(t̃k)| > ε/2)

≤Cl̃nn−[(s−1/r)(λ+1)−1](log n log log n)λ

≤C(n1/rh1+β
n log n log log n)1/βn−(s−1/r)(λ+1)+1(log n log log n)λ

≤Cn
1

rβ +
d(1+β)

β −(s−1/r)(λ+1)+1(log n log log n)λ+1/β.

结合条件 (1.8) 知, (3.9) 式成立.
其次, 证明 ∀ε > 0, 有

|S2n(x)| → 0 a.s. x ∈ (0, 1) (3.12)

与

sup
x∈[τ,1−τ ]

|S2n(x)| → 0 a.s.. (3.13)

记 S̃2n(x) =
n∑

i=1

Wni(x)εiI(|εi| > n1/r). 由引理 2.4 及条件 (i) 中的 sup
i

E|εi|r < ∞, 这里

r > 2, 当 n 充分大时, 可有

|ES̃2n(x)| ≤
n∑

i=1

|Wni(x)|E[|εi|I(|εi| > n1/r)
]

≤ n−(r−1)/r

n∑
i=1

|Wni(x)|E[|εi|rI(|εi| > n1/r)
]

≤ Cn−(r−1)/r → 0.

(3.14)
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由 (1.6) 与 (3.1) 式, 可得

|S̃2n(x)| ≤
n∑

i=1

|Wni(x)||εi|I(|εi| > n1/r) ≤ Cn−s

n∑
i=1

|εi|I(|εi| > i1/r) := CJn.

记 ηi = i−s|εi|I(|εi| > i1/r), 可有 E|ηi| ≤ i−si
1−r

r E|εi|r ≤ Ci−1−(s− 1
r ), 得到 E|ηi| =

O(i−1−(s− 1
r )), 又由引理 2.5 可知

∞∑
i=1

ηi a.s. 收敛, 根据 Kronecker 引理 (见文献 [22]), 当

n → ∞ 时, 有 Jn → 0 a.s., 从而 (3.12) 式成立. 在前面两式的左边加上 sup
x∈[τ,1−τ ]

运算符, 不

等式仍然成立, 所以 (3.13) 式也成立.
因此 (3.3) 与 (3.4) 式成立, 定理 1.3 得证.
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STRONG CONSISTENCY OF INTERGRAL WEIGHT

REGRESSION ESTIMATOR FOR α-MIXING SAMPLES
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Abstract: This paper is to study the large sample properties of a class of integral weight

nonparametric kernel regression estimators proposed by Gasser and Müller under α mixing

samples. By using the probability exponential inequality and the moment inequality of α mixing

sequences, the strong consistency and uniform strong consistency of the integral weight regression

function estimator are obtained under weaker conditions, which extend the relevant conclusions of

the regression function estimator under independent samples.
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