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摘要: 本文研究了二叉树指标随机场关于分枝马氏链的一类强偏差定理. 通过引入渐近对数似

然比作为二叉树指标任意随机场与分枝马氏链之间偏差的一种度量, 进而构造鞅的方法, 获得了二叉

树指标随机场关于分枝马氏链的一类强偏差定理, 推广得到了二叉树指标分枝马氏链的强大数定理和

渐近均分性.
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1 引言

设 T 是一个无限树, σ, τ (σ 6= τ) 是 T 中任意两个顶点, 则存在唯一的从 σ 到 τ 的路径,
σ = z1, z2, · · · , zm = τ , 其中 z1, z2, · · · , zm 互不相同且 zi, zi+1 为相邻两顶点, m− 1 称为 σ

到 τ 的距离. 为给 T 中的顶点编号, 我们选定一个顶点作为根顶点 (简称根), 并记为 o. 对于
T 中的任意两个顶点 σ, τ , 如果 τ 是处在从根顶点 o 到 σ 的唯一路径上, 则记为 τ ≤ σ. 用
σ ∧ τ 表示同时满足 σ ∧ τ ≤ τ 与 σ ∧ τ ≤ σ 的离 o 最远的顶点.
本文主要研究二叉树 TC,2 (二叉树 TC,2 的根点 o 与 2 个支点相连, 其他的支点与 3 个支

点相连 (见图 1)). 为了方便, 将 TC,2 简记为 T2. 对于 T2 上的任一顶点 t, 记 |t| 表示根点 o 和

顶点 t 之间的距离. 若 |t| = n, 则称 t 位于树的第 n 层. Ln 表示 T2 的第 n 层上所有顶点的

集合, T (n) 表示二叉树 T2 从 0 层 (根) 到 n 层的所有顶点的子图. |T (n)| 记为子图 T (n) 所含

顶点数. 对于二叉树上任一顶点 t, 记 t1 和 t2 为 t 的两个子代.
设 (Ω,F) 为一可测空间, {Xt, t ∈ T2} 是定义在 (Ω,F) 上且取值于G = {0, 1, · · · , b− 1}

(b 是正整数) 的随机变量集合, 设 B 为 T2 的子图, 记 XB = {Xt, t ∈ B}, xB 表示 XB 的实

现. 设 P 是可测空间 (Ω,F) 上的概率测度, 我们称 P 为树 T2 上的随机场. 令 {Xt, t ∈ T2}
在 P 下的分布为 P(XT (n)

= xT (n)
) = P(xT (n)

).
定义 1.1 [二叉树指标分枝马氏链] [1] 设 T2 为二叉树, {Xt, t ∈ T2} 是定义在概率

空间 (Ω,F ,Q) 上在 G = {0, 1, · · · , b − 1} (b 是正整数) 中取值的随机变量集合, 设 p =
{p(x), x ∈ G} 是 G 上一概率分布, P = (P (y1, y2|x)) 是定义在 G×G2 上的一随机矩阵 (满
足 P (y1, y2|x) ≥ 0,∀x, y1, y2 ∈ G 及

∑
(y1,y2)∈G2

P (y1, y2|x) = 1,∀x ∈ G). 如果对 n ≥ 1, 有

Q(XLn = xLn |XT (n−1)
= xT (n−1)

) =
∏

t∈Ln−1

P (xt1 , xt2 |xt) (1.1)
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图 1:二叉树 TC,2

及

Q(X0 = x) = p(x),∀x ∈ G,

则称 {Xt, t ∈ T2} 为具有初始分布 p 与随机矩阵 P 并在 G 中取值的二叉树指标分枝马氏链.
注 1.2 [1] 若 {Xt, t ∈ T2} 在概率测度Q 下为二叉树指标齐次分枝马氏链, 则

Q(XT (n)
= xT (n)

) = Q(xT (n)
) = p(x0)

∏

t∈T (n−1)

P (xt1 , xt2 |xt). (1.2)

为避免技术问题, 总假定 p(x) 和 P (y1, y2|x) 是正的.
定义 1.3 [2] 设 T2 为二叉树, {Xt, t ∈ T2} 是定义在可测空间 (Ω,F) 上取值于 G 的随机

变量族, ∀x, y1, y2 ∈ G, 设 p(x) > 0 且 P = (P (y1, y2|x)) 为正的随机矩阵, 设Q,P 为 (Ω,F)
上的两个概率测度, 其中 {Xt, t ∈ T2} 在概率测度 Q 下为具有初始分布 p 与随机矩阵 P 的

二叉树指标分枝马氏链. 设 P(xT (n)
) > 0, 令

h(P|Q) = lim sup
n→∞

1
|T (n)| ln

P(XT (n)
)

Q(XT (n))
= lim sup

n→∞

1
|T (n)| ln

P(XT (n)
)

p(X0)
∏

t∈T (n−1)

P (Xt1 , Xt2 |Xt)
,

(1.3)
则称 h(P|Q) 为 P 关于Q 的样本相对熵率或渐近对数似然比.
类似于参考文献 [2] 中引理 1 的证明可知

h(P|Q) ≥ 0, P− a.e.,

故 h(P|Q) 可作为 T2 上的任意随机场与分枝马氏链之间偏差的一种度量.
树指标随机过程是近年来发展起来的概率论的一个新的研究方向. 文献 [1] 研究了二叉

树上分枝马氏链的等价性质; 文献 [3] 研究了二叉树有限状态分枝马氏链的强大数定律和
Shannon-McMillan 定理; 文献 [4] 研究了二叉树上有限状态分枝马氏链的强大数定理; 文献
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[5] 研究了二叉树非齐次分枝马氏链的等价定义、强大数定理和熵遍历定理; 文献 [6] 研究了
关于齐次树上随机场的一类强偏差定理; 文献 [2] 研究了关于 Cayley 树上任意随机场和马氏
链场的强偏差定理; 文献 [7] 研究了齐次树指标齐次马氏链随机场的一类强偏差定理; 文献
[8] 研究了 Bethe 树指标随机场关于非齐次马氏链的一类强偏差定理.
本文通过引入渐近对数似然比作为二叉树指标任意随机场与分枝马氏链之间偏差的一

种度量, 进而构造鞅的方法, 得出了二叉树指标随机场关于分枝马氏链的一类强偏差定理, 作
为推论得到了二叉树指标分枝马氏链的强大数定理和渐近均分性.

2 强偏差定理

强偏差定理是由不等式表示的一类强极限定理, 是由等式表示的一类强极限定理的推广.
本节将建立二叉树指标任意随机场关于分枝马氏链的一类强偏差定理.
引理 2.1 设 T2 为二叉树, {Xt, t ∈ T2} 是定义在可测空间 (Ω,F) 上的随机变量族. P

与 Q 是 (Ω,F) 上的两个概率测度, 其中 {Xt, t ∈ T2} 在 Q 下是具有严格正的随机矩阵
P = (P (y1, y2|x)) 的二叉树指标分枝马氏链. P(XT (n)

) > 0, 设 {gt(x, y1, y2), t ∈ T2} 是定义
在 G3 上的函数族, L0 = {0}, Fn = σ(XT (n)

), n ≥ 1, 令

tn(λ, ω) =
e

λ
∑

t∈T (n−1)
gt(Xt,Xt1 ,Xt2 )

∏
t∈T (n−1)

EQ[eλgt(Xt,Xt1 ,Xt2 )|Xt]
· Q(XT (n)

)
P(XT (n))

, (2.1)

其中 λ 为实数, EQ 表示在 Q 下的数学期望, 则 {tn(λ, ω),Fn, n ≥ 1} 为在概率测度 P 下的
非负鞅.
证 由式 (1.1), (2.1) 可知

tn(λ, ω) = tn−1(λ, ω) · e
λ

∑
t∈Ln−1

gt(Xt,Xt1 ,Xt2 )

∏
t∈Ln−1

EQ[eλgt(Xt,Xt1 ,Xt2 )|Xt]
·

∏
t∈Ln−1

P (Xt1 , Xt2 |Xt)

P(XLn |XT (n−1))
. (2.2)

令

In =
e

λ
∑

t∈Ln−1

gt(Xt,Xt1 ,Xt2 )

∏
t∈Ln−1

EQ[eλgt(Xt,Xt1 ,Xt2 )|Xt]
·

∏
t∈Ln−1

P (Xt1 , Xt2 |Xt)

P(XLn |XT (n−1))
, (2.3)

则

EP(In|Fn−1)

=
∑

xLn

e
λ

∑
t∈Ln−1

gt(Xt,xt1 ,xt2 )

∏
t∈Ln−1

EQ[eλgt(Xt,Xt1 ,Xt2 )|Xt]
·

∏
t∈Ln−1

P (xt1 , xt2 |Xt)

P(XLn = xLn |XT (n−1))
·P(XLn = xLn |XT (n−1)

)

=
∑

xLn

∏
t∈Ln−1

eλgt(Xt,xt1 ,xt2 )P (xt1 , xt2 |Xt)
∏

t∈Ln−1

EQ[eλgt(Xt,Xt1 ,Xt2 )|Xt]



No.5 闵帆等: 二叉树指标随机场关于分枝马氏链的一类强偏差定理 783

=

∏
t∈Ln−1

∑
(xt1 ,xt2 )∈G2

eλgt(Xt,xt1 ,xt2 ) · P (xt1 , xt2 |Xt)

∏
t∈Ln−1

EQ[eλgt(Xt,Xt1 ,Xt2 )|Xt]

=

∏
t∈Ln−1

EQ[eλgt(Xt,Xt1 ,Xt2 )|Xt]
∏

t∈Ln−1

EQ[eλgt(Xt,Xt1 ,Xt2 )|Xt]
= 1, P− a.e.. (2.4)

由式 (2.2), (2.4) 可知

EP(tn(λ, ω)|Fn−1) = tn−1(λ, ω), P− a.e..

又易知 EP[t1(λ, ω)] = 1, 因此

EP[tn(λ, ω)] = EP[EP(tn(λ, ω)|Fn−1)] = EP[tn−1(λ, ω)] = · · · = EP[t1(λ, ω)] = 1,

故 {tn(λ, ω),Fn, n ≥ 1} 为在概率测度 P 下的非负鞅.
引理 2.2 设 T2 为二叉树, {Xt, t ∈ T2} 为二叉树指标分枝马氏链, 设 {gt(x, y1, y2), t ∈

T2} 是定义在 G3 上的函数族, {an, n ≥ 1} 为正随机变量序列. 设 α > 0,

D(α) =
{

lim
n

an = ∞, lim sup
n

1
an

∑

t∈T (n−1)

E[eα|gt(Xt,Xt1 ,Xt2 )||Xt] < ∞
}

,

则

lim
n

1
an

∑

t∈T (n−1)

{gt(Xt, Xt1 , Xt2)− E[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt]} = 0 a.e., ω ∈ D(α).

定理 2.3 设 T2 为二叉树, {Xt, t ∈ T2} 为定义在可测空间 (Ω,F) 上且取值于 G =
{0, 1, · · · , b − 1}(b 是正整数) 的随机变量族, P 与 Q 是定义在 F 上的两个概率测度, 并且
{Xt, t ∈ T2} 是在概率测度Q 下的二叉树指标分枝马氏链, 也即式 (1.2) 成立. 令 h(P|Q) 如
(1.3) 式定义, 且 {gt(x, y1, y2), t ∈ T2} 是定义在 G3 上的函数族. 设 c ≥ 0 是一个常数, 令

D(c) = {ω : h(P|Q) ≤ c}. (2.5)

假设存在 α > 0, ∀i ∈ G, 有

bα(i) = lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

EQ[eα|gt(Xt,Xt1 ,Xt2 )||Xt = i] ≤ τ.

令

Hα
β =

2τ

e2(β − α)2
, (2.6)

其中 0 < β < α. 则当 0 ≤ c ≤ β2Hα
β 时, 有

lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∣∣∣∣∣
∑

t∈T (n−1)

{gt(Xt, Xt1 , Xt2)− EQ[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt]}
∣∣∣∣∣

≤2
√

cHα
β , P− a.e., ω ∈ D(c).

(2.7)
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特别地, 有

lim
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

{gt(Xt, Xt1 , Xt2)− EQ[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt]} = 0, P− a.e., ω ∈ D(0).

(2.8)
证 令 tn(λ, ω) 如 (2.1) 式定义. 由引理 2.1 知, {tn(λ, ω),Fn, n ≥ 1} 是非负 P - 鞅. 则

由 Doob 鞅收敛定理可知

lim
n→∞

tn(λ, ω) = t(λ, ω) < ∞, P− a.e.. (2.9)

因此有

lim sup
n→∞

1
|T (n)| ln tn(λ, ω) ≤ 0, P− a.e..

由式 (2.1), (2.9) 可知

lim sup
n→∞

1
|T (n)| ln tn(λ, ω)

= lim sup
n→∞

1
|T (n)|{

∑

t∈T (n−1)

[λgt(Xt, Xt1 , Xt2)− lnEQ[eλgt(Xt,Xt1 ,Xt2 )|Xt] + ln
Q(xT (n)

)
P(xT (n))

]}

≤0, P− a.e..
(2.10)

由式 (1.3) 及 (2.10) 可知

lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

{λgt(Xt, Xt1 , Xt2)− lnEQ[eλgt(Xt,Xt1 ,Xt2 )|Xt]} ≤ h(P|Q), P− a.e..

(2.11)
由式 (2.11) 可知

lim sup
n→∞

λ

|T (n)|
∑

t∈T (n−1)

{gt(Xt, Xt1 , Xt2)− EQ[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt]}

= lim sup
n→∞

λ

|T (n)|
∑

t∈T (n−1)

{gt(Xt, Xt1 , Xt2)− 1
λ

lnEQ[eλgt(Xt,Xt1 ,Xt2 )|Xt]}

+ lim sup
n→∞

λ

|T (n)|
∑

t∈T (n−1)

{ 1
λ

lnEQ[eλgt(Xt,Xt1 ,Xt2 )|Xt]− EQ[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt]}

≤ lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

{lnEQ[eλgt(Xt,Xt1 ,Xt2 )|Xt]− EQ[λgt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt]}

+ h(P|Q), P− a.e..

(2.12)

令 |λ| ≤ β. 由不等式 lnx ≤ x− 1 (x > 0) 和 ex − 1− x ≤ x2

2
e|x|, 并注意到

max{x2e−hx, x ≥ 0} =
4

e2h2
(h > 0),
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则对于所有的 ω ∈ Ω, 有

lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

{lnEQ[eλgt |Xt]− EQ[λgt|Xt]}

≤ lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

{EQ[eλgt |Xt]− 1− EQ[λgt|Xt]}

= lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

EQ[eλgt − 1− λgt|Xt]

≤ lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

EQ[
1
2
λ2g2

t e
|λgt||Xt]

= lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

EQ[
1
2
λ2g2

t e
α|gt|e(|λ|−α)|gt||Xt]

≤λ2

2
lim sup

n→∞

∑

t∈T (n−1)

EQ[
4

e2(|λ| − α)2
eα|gt||Xt]

≤ 2λ2τ

e2(β − α)2
.

(2.13)

其中为了方便, 将用 gt 代替 gt(Xt, Xt1 , Xt2), 由式 (2.6), (2.12) 和 (2.13) 知

lim sup
n→∞

λ

|T (n)|
∑

t∈T (n−1)

{gt(Xt, Xt1 , Xt2)− EQ[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt]}

≤λ2Hα
β + h(P|Q), P− a.e..

(2.14)

由式 (2.5) 与 (2.14) 可知

lim sup
n→∞

λ

|T (n)|
∑

t∈T (n−1)

{gt(Xt, Xt1 , Xt2)− EQ[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt]}

≤λ2Hα
β + c, P− a.e., ω ∈ D(c).

(2.15)

当 0 < λ ≤ β < α 时, 将式 (2.15) 左右两边同时除以 λ 可知

lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

{gt(Xt, Xt1 , Xt2)− EQ[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt]}

≤λHα
β +

c

λ
, P− a.e., ω ∈ D(c).

(2.16)

容易看出, 当 0 < c < β2Hα
β 时, 函数 f(λ) = λHα

β + c
λ
在 λ =

√
c

Hα
β
时获得最小值

f(
√

c
Hα

β
) = 2

√
cHα

β . 令式 (2.16) 中 λ =
√

c
Hα

β
, 可知

lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

{gt(Xt, Xt1 , Xt2)− EQ[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt]}

≤2
√

cHα
β , P− a.e., ω ∈ D(c).

(2.17)
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当 c = 0, 由式 (2.16) 可知

lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

{gt(Xt, Xt1 , Xt2)− EQ[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt]}

≤ λHα
β , P− a.e., ω ∈ D(0).

(2.18)

令式 (2.18) 中 λ → 0+, 可知

lim sup
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

{gt(Xt, Xt1 , Xt2)− EQ[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt]}

≤0, P− a.e., ω ∈ D(0).

(2.19)

因此当 c = 0 时, 公式 (2.17) 成立. 当 −α < −β ≤ λ < 0 时, 由式 (2.15) 类似可知

lim inf
n→∞

1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

{gt(Xt, Xt1 , Xt2)− EQ[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt]}

≥ − 2
√

cHα
β , P− a.e., ω ∈ D(c).

(2.20)

由式 (2.17), (2.20) 可知式 (2.7), 继而可知式 (2.8). 故此定理 2.3 得证.

3 强大数定理及渐近均分性 (AEP)

本节研究二叉树指标随机场关于分枝马氏链的强大数定理与渐近均分性 (AEP), 作为推
论得到了二叉树指标分枝马氏链的强大数定理和渐近均分性.
设 T2 为二叉树, {Xt, t ∈ T2} 是定义在可测空间 (Ω,F) 上在 G 中取值的随机变量族, 可

得结论如下.
定义 3.1 [3] 设 P 是 (Ω,F) 上的一个概率测度, xT (n)

为 XT (n)
的实现. 记 {Xt, t ∈ T2}

在概率测度 P 下的分布为 P(XT (n)
= xT (n)

) = P(xT (n)
) > 0. 设

fn(ω) = − 1
|T (n)| lnP(XT (n)

), (3.1)

则称 fn(ω) 为 XT (n)
在概率测度 P 下的熵密度. 如果 {Xt, t ∈ T2} 在概率测度 Q 下是具有

初始分布 p(x) 和随机矩阵 P 的二叉树指标分枝马氏链, 则

gn(ω) = − 1
|T (n)| lnQ(XT (n)

) = − 1
|T (n)| [ln p(X0) +

∑

t∈T (n−1)

lnP (Xt1 , Xt2 |Xt)]. (3.2)

熵密度 fn(ω) 收敛 (L1 收敛, 依概率收敛, a.e. 收敛) 到一个常数的性质在信息论中被称
为渐近均分性 (AEP) 或者是 Shannon-McMillan 定理.
定义 3.2 [3] 设 Sk(T (n))(k ∈ G) 是随机变量集 {Xt, t ∈ T (n)} 中 k 出现的次数,

Sn(k, l1, l2) = Sk,l1,l2(T (n)) 是随机序偶集 {(Xt, Xt1 , Xt2), t ∈ T (n−1)} 中序偶 (k, l1, l2)
(k, l1, l2 ∈ G) 出现的次数, 即

S1
k(T (n)) = |{t ∈ T (n−1), Xt1 = k}| =

∑

t∈T (n−1)

Ik(Xt1),
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S2
k(T (n)) = |{t ∈ T (n−1), Xt2 = k}| =

∑

t∈T (n−1)

Ik(Xt2),

Sk(T (n)) = |{t ∈ T (n), Xt = k}| =
∑

t∈T (n)

Ik(Xt),

Sn(k, l1, l2) = |{t ∈ T (n−1), (Xt, Xt1 , Xt2) = (k, l1, l2)}|.

显然

Sk(T (n)) = S1
k(T (n)) + S2

k(T (n)) + Ik(X0),

Sn(k, l1, l2) =
∑

t∈T (n−1)

Ik(Xt)Il1(Xt1)Il2(Xt2),

其中 Ik(i) =

{
1, i = k,

0, i 6= k.

定理 3.3 设 P 与Q 是定义在 F 上的两个概率测度, 并且 {Xt, t ∈ T2} 是由定义 1.1 定
义的二叉树指标分枝马氏链 S1

k(T (n)), S2
k(T (n)), Sk(T (n)) 如定义 3.2 所定义, 令

P1(y1|x) =
∑
y2

P (y1, y2|x), P2(y2|x) =
∑
y1

P (y1, y2|x).

设转移矩阵 P1 = (P1(y1|x)), P2 = (P2(y2|x)), 令转移矩阵 R = 1
2
(P1 + P2), 则

lim
n→∞

Sk(T (n))
|T (n)| = π(k), P− a.e., ω ∈ D(0), (3.3)

其中 (π(0), · · · , π(b− 1)) 为由矩阵 R 决定的平稳分布.
证 首先转移矩阵 R = 1

2
(P1 + P2) 是遍历的, 这是因为 P (y1, y2|x) > 0, 可知 P1(y1|x) >

0, P2(y2|x) > 0, 所以 1
2
(P1(y1|x) + P2(y2|x)) > 0. 即 R 是遍历的.

令 gt(x, y1, y2) = Ik(y1), 则

∑

t∈T (n−1)

gt(Xt, Xt1 , Xt2) =
∑

t∈T (n−1)

Ik(Xt1) = S1
k(T (n)),

∑

t∈T (n−1)

EQ[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt] =
∑

t∈T (n−1)

∑

(xt1 ,xt2 )∈G2

gt(Xt, xt1 , xt2)P (xt1 , xt2 |Xt)

=
∑

t∈T (n−1)

∑

(xt1 ,xt2 )∈G2

Ik(xt1)P (xt1 , xt2 |Xt) =
∑

t∈T (n−1)

P1(k|Xt) =
∑

t∈T (n−1)

b−1∑
l=0

Il(Xt)P1(k|l)

=
b−1∑
l=0

Sl(T (n−1))P1(k|l),

故由式 (2.8) 可知

lim
n→∞

1
|T (n)| [S

1
k(T (n))−

b−1∑
l=0

Sl(T (n−1))P1(k|l)] = 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (3.4)
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同理令 gt(x, y1, y2) = Ik(y2). 类似可知

lim
n→∞

1
|T (n)| [S

2
k(T (n))−

b−1∑
l=0

Sl(T (n−1))P2(k|l)] = 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (3.5)

由式 (3.5) 与式 (3.6) 相加, 结合 lim
n→∞

|T (n)|
|T (n−1)| = 2, R = 1

2
(P1 + P2), 可知

lim
n→∞

{Sk(T (n))
|T (n)| −

b−1∑
l=0

Sl(T (n−1))
|T (n−1)| R(k|l)} = 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (3.6)

用 R(m|k) 乘以式 (3.7), 将对 k ∈ {0, 1· · · , b− 1} 求和, 并再次利用式 (3.7) 可知

lim
n→∞

{
b−1∑
k=0

Sk(T (n))R(m|k)
|T (n)| − Sm(T (n+1))

|T (n+1)| +
Sm(T (n+1))
|T (n+1)| −

b−1∑
l=0

Sl(T (n−1))
|T (n−1)| R(2)(m|l)}

= lim
n→∞

{{Sm(T (n+1))
|T (n+1)| −

b−1∑
l=0

Sl(T (n−1))
|T (n−1)| R(2)(m|l)} = 0, P− a.e., ω ∈ D(0).

(3.7)
由归纳法可知

lim
n→∞

{Sm(T (n+N))
|T (n+N)| −

b−1∑
l=0

Sl(T (n−1))
|T (n−1)| R(N+1)(m|l)} = 0, P− a.e., ω ∈ D(0). (3.8)

注意到
b−1∑
l=0

Sl(T (n−1))
|T (n−1)| =

1
|T (n−1)|

b−1∑
l=0

Sl(T (n−1)) = 1,

且 lim
N→∞

R(N)(k|l) = π(k), k ∈ G, 则式 (3.4) 得证.

定理 3.4 在定理 3.3 的条件下, 令 Sn(k, l1, l2) = Sk,l1,l2(T (n)) 如定义 3.2 所述, 则

lim
n→∞

Sn(k, l1, l2)
|T (n)| =

1
2
π(k)P (l1, l2|k), P− a.e., ω ∈ D(0), (3.9)

其中 (π(0), · · · , π(b− 1)) 为由矩阵 R 决定的平稳分布.
证 令 gt(x, y1, y2) = Ik(x)Il1(y1)Il2(y2), 则

∑

t∈T (n−1)

gt(Xt, Xt1 , Xt2) =
∑

t∈T (n−1)

Ik(Xt)Il1(Xt1)Il2(Xt2) = Sn(k, l1, l2),

∑

t∈T (n−1)

EQ[gt(Xt, Xt1 , Xt2)|Xt] =
∑

t∈T (n−1)

∑

(xt1 ,xt2 )∈G2

gt(Xt, xt1 , xt2)P (xt1 , xt2 |Xt)

=
∑

t∈T (n−1)

∑

(xt1 ,xt2 )∈G2

Ik(Xt)Il1(xt1)Il2(xt2)P (xt1 , xt2 |Xt)

=
∑

t∈T (n−1)

Ik(Xt)
∑

(xt1 ,xt2 )∈G2

Il1(xt1)Il2(xt2)P (xt1 , xt2 |Xt)

=
∑

t∈T (n−1)

Ik(Xt)P (l1, l2|k) = Sn−1(k)P (l1, l2|k).

(3.10)
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由式 (2.8) 可知

lim
n→∞

1
|T (n)| [Sn(k, l1, l2)− Sn−1(k)P (l1, l2|k)] = 0, P− a.e., ω ∈ D(0).

因为 lim
n→∞

|T (n−1)|
|T (n)| = 1

2
, 所以

lim
n→∞

Sn−1(k)
|T (n)| = lim

n→∞
Sn−1(k)
|T (n−1)|

|T (n−1)|
|T (n)| =

1
2
π(k),

因此式 (3.10) 得证.
定理 3.5 在定理 3.3 的条件下, fn(ω) 是如 (3.1) 所定义的熵密度, 则

lim
n→∞

fn(ω) = −
∑
k∈G

∑
l1∈G

∑
l2∈G

1
2
π(k)P (l1, l2|k) lnP (l1, l2|k), P− a.e., ω ∈ D(0), (3.11)

其中 (π(0), · · · , π(b− 1)) 为由矩阵 R 决定的平稳分布.
证 因为

− 1
|T (n)|

∑

t∈T (n−1)

lnP (Xt1 , Xt2 |Xt) = − lim
n→∞

∑
k∈G

∑
l1∈G

∑
l2∈G

lnP (l1, l2|k)
Sn(k, l1, l2)
|T (n)| , (3.12)

由式 (3.2) 与式 (3.10)、(3.13) 可知

lim
n→∞

gn(ω) = −
∑
k∈G

∑
l1∈G

∑
l2∈G

1
2
π(k)P (l1, l2|k) lnP (l1, l2|k), P− a.e. ω ∈ D(0). (3.13)

由式 (1.3), (3.1), (3.2) 可知

lim
n→∞

gn(ω) = lim
n→∞

fn(ω), P− a.e. ω ∈ D(0). (3.14)

故综合式 (3.14), (3.15) 可知式 (3.12) 得证.
定理 3.6 设 {Xt, t ∈ T2} 在概率测度Q 下是具有严格正的随机矩阵 P = (P (y1, y2|x))

的二叉树指标分枝马氏链, {Xt, t ∈ T2}, Sn(k), Sn(k, l1, l2), fn(ω) 如定义 3.2 所述, 令

P1(y1|x) =
∑
y2

P (y1, y2|x), P2(y2|x) =
∑
y1

P (y1, y2|x).

设转移矩阵 P1 = (P1(y1|x))P2 = (P2(y2|x)), 假设转移矩阵 R = 1
2
(P1 + P2), 则

lim
n→∞

Sn(k)
|T (n)| = π(k), Q− a.e.,

lim
n→∞

Sn(k, l1, l2)
|T (n)| =

1
2
π(k)P (l1, l2|k), Q− a.e.,

lim
n→∞

fn(ω) = −
∑
k∈G

∑
l1∈G

∑
l2∈G

1
2
π(k)P (l1, l2|k) ln P (l1, l2|k), Q− a.e.,

(3.15)

其中 (π(0), · · · , π(b− 1)) 为由矩阵 R 决定的平稳分布.
证 令定理 3.3 中 P ≡ Q, 则 gn(ω) = fn(ω), 进而知 D(0) = Ω. 因此由式 (3.4), (3.10),

(3.12) 可知式 (3.16), (3.17), (3.18) 得证.
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A CLASS OF STRONG DEVIATION THEOREMS FOR THE

RANDOM FIELDS ASSOCIATED WITH BIFURCATING

MARKOV CHAINS INDEXED BY A BINARY TREE
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Abstract: In this paper, we study a class of strong deviation theorems for the random fields

which are associated with bifurcating Markov chains indexed by a binary tree. By introducing

the asymptotic logarithmic likelihood ratio as a measure of the deviation between the arbitrary

random fields and the bifurcating Markov chains on a binary tree, and constructing the martingale,

a class of strong deviation theorems for the random fields which are associated with bifurcating

Markov chains indexed by a binary tree is established. As corollaries, we obtain the strong law of

large numbers and the AEP for the bifurcating Markov chains indexed by a binary tree.

Keywords: binary tree; bifurcating Markov chains; strong deviation theorem; asymptotic

equipartition property; strong law of large numbers
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