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带粘性含不活泼项 Cahn-Hilliard 方程解的存在性
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摘要: 本文研究了带粘性的含不活泼项 Cahn-Hilliard 方程柯西问题. 利用格林函数不同频域

的详细分析及不动点原理, 得到了方程大初值情形经典解的整体存在性, 推广了以往工作集中在弱解

或拟强解或小初值情形下的经典解.
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1 简介

带粘性的含不活泼项 Cahn-Hilliard 方程柯西问题形式如下:
{

utt + ut + ∆2u−∆∂tu−∆f(u) = 0, x ∈ Rn, t > 0,

u|t=0 = u0(x), ut|t=0 = u1(x),
(1.1)

此处 n 是空间维数, n ≥ 1; 未知函数 u 表示一个相的相对浓度; 非线性项 ∆f(u) 中 f(u) 取
成 u2. (1.1) 式中若去掉 utt −∆∂tu, 方程为

ut + ∆2u−∆f(u) = 0. (1.2)

(1.2) 式是著名的 Cahn-Hilliard 方程 [1]. 近年来, Galenko 等 [2−5] 为模拟在某些玻璃中有深

过冷产生的非平衡分解提出在 (1.2) 式中加上不活泼项 utt, 得

utt + ut + ∆2u−∆f(u) = 0. (1.3)

(1.3) 式详细的物理背景可参看文献 [4–6]. (1.3) 式是一个带松弛项的双曲方程, 它在有限的
时间内的不正则化导致很难得到其解的整体存在性. 对 (1.3) 式, 前面的工作主要集中在弱解
和拟强解. 如 Grasselli 等 [7,8] 得到 2 维和 3 维情况下拟强解的存在性; Wang 和Wu [9] 得到

(1.3) 式在 n ≥ 3 时小初值情况下经典解的存在性. 为克服不正则化困难, 在数学上经常是对
方程加一粘性项, 增加耗散性, 如是得到 (1.1) 式. 本文考虑 (1.1) 式解的整体存在性.
本文中用 C 表示常数, Lp(Rn), H l(Rn) 表示通用的龙贝格可测函数空间和 Sobolev 空

间, 其模为 ‖ · ‖Lp
, ‖ · ‖Hl .

本文先分析 (1.1) 式的格林函数, 再用压缩映像原理证明 (1.1) 式解的整体存在性.
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2 格林函数分析

定义函数 f 关于变量 x 的傅里叶变换为

f̂(ξ, t) =
∫

f(x, t)e−
√−1x·ξ dx,

则对 f̂ 关于变量 ξ 的逆傅里叶变换为

f(x, t) = F−1(f̂)(x, t) = (2π)−
n
2

∫
f̂(ξ, t)e

√−1x·ξ dξ.

方程 (1.1) 格林函数定义如下:




(∂2
t + ∂t + ∆2 −∆∂t)G = 0,

G|t=0 = 0,

Gt|t=0 = δ(x),

(2.1)

其中 δ(x) 为常用 Dirac 函数. 对 (2.1) 式关于变量 x 作傅里叶变换, 得常微分方程




(∂2
t + ∂t + |ξ|4 + |ξ|2∂t)Ĝ = 0,

Ĝ|t=0 = 0,

Ĝt|t=0 = 1.

(2.2)

(2.2) 式的解为

Ĝ(ξ, t) =
1√

(1 + |ξ|2)2 − 4|ξ|4
(eλ+t − eλ−t), (2.3)

其中

λ± =
1
2
(−(1 + |ξ|2)±

√
(1 + |ξ|2)2 − 4|ξ|4). (2.4)

由 (2.4) 式可知

Reλ− ≤ −1
2
(1 + |ξ|2). (2.5)

当 |ξ|2 < 1 时, 有

√
(1 + |ξ|2)2 − 4|ξ|4 = (1 + |ξ|2)

√
1− 4|ξ|4

(1 + |ξ|2)2

= (1 + |ξ|2)(1− 2|ξ|4
(1 + |ξ|2)2 + O(|ξ|6))

= (1 + |ξ|2)− 2|ξ|4(1− |ξ|2) + O(|ξ|6)
= 1 + |ξ|2 − 2|ξ|4 + O(|ξ|6).

(2.6)

当
∣∣∣|ξ|2 − 1

∣∣∣ < ε, 其中 ε 是一很小的正数, 有 λ+ − λ− → 0, 此时有

∣∣∣∣
eλ+t − eλ−t

λ+ − λ−

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
eλ+t(e(λ++λ−)t − 1)

λ+ − λ−

∣∣∣∣ ≤ Ceλ+t, (2.7)
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λ+ =
1
2

(
−(1 + |ξ|2) +

√
(1 + |ξ|2)2 − 4|ξ|4

)

=
1
2

(1 + |ξ|2)2 − 4|ξ|4 − (1 + |ξ|2)2√
(1 + |ξ|2)2 − 4|ξ|4 + (1 + |ξ|2)

≤ 1
2

−4|ξ|4
2(1 + |ξ|2) ≤ −a|ξ|2,

(2.8)

其中 a > 0. 当 |ξ|2 > 1 + ε 时,

Reλ+ = −1
2
(1 + |ξ|2). (2.9)

由以上分析得到下述定理.
定理 2.1 对任意多重指标 α, 存在常数 Cα, 有

‖∂α
x G‖L2 ≤ Cα(1 + t)−

n
8− |α|4 , ‖∂α

x ∂tG‖L2 ≤ C(1 + t)−
n
8− |α|4 .

证 由 Plancherel 等式,

‖∂α
x G‖2

L2
=‖ξαĜ‖2

L2

≤
(∫

|ξ|2≤1−ε

∣∣∣∣
ξαeλ+t

λ+ − λ−

∣∣∣∣
2

dξ

)
+

(∫

||ξ|2−1|≤ε

∣∣∣∣
ξαeλ+t(e(λ−−λ+)t − 1)

λ+ − λ−

∣∣∣∣
2

dξ

)

+
∫

|ξ|2≥1+ε

∣∣∣∣
ξαeλ+t

λ+ − λ−

∣∣∣∣
2

dξ +
∫

||ξ|2−1|>ε

∣∣∣∣
ξαeλ−t

λ+ − λ−

∣∣∣∣
2

dξ.

(2.10)

由 (2.5) 式,

∫

||ξ|2−1|>ε

∣∣∣∣
ξαeλ−t

λ+ − λ−

∣∣∣∣
2

dξ ≤ 1
ε2

∫
|ξ|2|α|e−(1+|ξ|2)t dξ ≤ Ce−t. (2.11)

由 (2.6) 式,

∫

|ξ|2≤1−ε

∣∣∣∣
ξαeλ+t

λ+ − λ−

∣∣∣∣
2

dξ ≤ 1
ε2

∫
|ξ|2|α|e2λ+t dξ

≤ 1
ε2

∫
|ξ|2|α|e−4|ξ|4t dξ ≤ C(1 + t)−

n
4− |α|2 .

(2.12)

由 (2.9) 式, ∫

|ξ|2≥1+ε

∣∣∣∣
ξαeλ+t

λ+ − λ−

∣∣∣∣
2

dξ ≤ 1
ε2

∫
|ξ|2|α|e−(1+|ξ|2)t dξ ≤ Ce−t. (2.13)

由 (2.7), (2.8) 式得

∫

||ξ|2−1|≤ε

∣∣∣∣
ξαeλ+t(e−(λ+−λ−)t − 1)

λ+ − λ−

∣∣∣∣
2

dξ ≤
∫

||ξ|2−1|≤ε

|ξ|2|α|e2λ+t dξ

≤
∫

||ξ|2−1|≤ε

|ξ|2|α|e−2a|ξ|2t dξ ≤ C(1 + t)−
n
2−|α|.

(2.14)

由式 (2.10)–(2.14), 得到 ‖∂α
x G‖L2 ≤ C(1 + t)−

n
8− |α|4 .
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因为

∂tĜ =
λ+eλ+t − λ−eλ−t

λ+ − λ−
= λ+eλ+t 1− e(λ+−λ−)t

λ+ − λ−
+ eλ−t.

用同样的方法, 得到 ‖∂α
x ∂tG‖L2 ≤ C(1 + t)−

n
8− |α|4 .

下面将由不动点定理证明 (1.1) 解的存在性.

3 解的整体存在性

令

T (u) = G(·, t) ∗ (u0 + u1 −∆u0) + ∂tG(·, t) ∗ u0 +
∫ t

0

G(·, t− τ) ∗∆f(u)(τ) dτ, (3.1)

其中 ∗ 是对变量 x 的卷积.
令 E = max[‖u0‖L1 , ‖u1‖L1 ], 记 X = {u(x, t) ∈ H1(Rn)|DX(u) ≤ CE}, 其中 DX(u) =

sup
t≥0

(1 + t)
n
8 ‖u‖H1 . 显然X 为一非空完备度量空间, X 内任两函数 u1, u2 距离为 ρ(u1, u2) =

DX(u1, u2), 则当 u ∈ X 时, 有 ‖u‖H1 ≤ C(1 + t)−
n
8 .

定理 3.1 T 是从 X 到 X 的压缩映射.
证 由定理 2.1, 当 |α| ≤ 1, 有

‖∂α
x G(·, t) ∗ (u0 + u1 −∆u0)‖L2 ≤ ‖∂α

x G‖L2(‖u0‖L1 + ‖u1‖L1) + ‖∆∂α
x G‖L2‖u0‖L1

≤ C(1 + t)−
n
8 E,

‖∂α
x ∂tG ∗ u0‖L2 ≤ ‖∂α

x ∂tG‖L2‖u0‖L1 ≤ C(1 + t)−
n
8 E.

由定理 2.1, Minkowski 不等式及 f(u) = u2, 当 |α| ≤ 1, 有

∥∥∥∥
∫ t

0

∂α
x G(·, t− τ) ∗∆f(u)(τ) dτ

∥∥∥∥
L2

≤
(∫ t

0

‖∂α
x ∆G(·, t− τ)‖2

L2
‖f(u)‖2

L1
dτ

) 1
2

≤
(∫ t

0

(1 + t− τ)−
n
4−1‖u‖4

L2
dτ

) 1
2

≤
(∫ t

0

(1 + t− τ)−
n
4−1(1 + τ)−

n
2 dτ

) 1
2

E2

≤CE2(1 + t)−
n
8− 1

8 .

所以 ‖∂α
x T (u)‖L2 ≤ CE(1 + t)−

n
8 + CE2(1 + t)−

n
8− 1

8 . 得 sup(1 + t)
n
8 ‖∂α

x T (u)‖L2 ≤ CE +
CE2(1 + t)−

1
8 ≤ CE. 所以 T 是 X 到 X 的映射. 当 u1, u2 ∈ X 时, 若 |α| ≤ 1,

‖∂α
x (T (u1)− T (u2))‖L2

≤
(∫ t

0

‖∂α
x ∆G(t− τ)‖2

L2
‖u1

2 − u2
2‖2

L1
dτ

) 1
2

≤
(∫ t

0

(1 + t− τ)−
n
4−1 ‖u1 − u2‖2

L2
‖u1 + u2‖2

L2
dτ

) 1
2

≤ C

(∫ t

0

(1 + t− τ)−
n
4−1E2 ‖u1 − u2‖2

H1 (1 + τ)−
n
4 dτ

) 1
2

≤ C(1 + t)−
n
8 E‖u1 − u2‖H1 .
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所以 ρ(T (u1), T (u2)) ≤ CE(1 + t)−
n
4 ρ(u1, u2), 当 t 充分大, 有 CE(1 + t)−

n
4 < 1. 所以 T 是

X 到 X 的压缩映射. 定理得证.
因为方程 (1.1) 的解为 u = T (u), X 又为完备度量空间, 于是得到本文结论.
定理 3.2 若u0, u1 ∈ L1(Rn),则方程 (1.1)有整体经典解存在,且u ∈ L∞(0,+∞;H1(Rn)),

‖u‖H1(R)n ≤ C(1 + t)−
n
8 .
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EXISTENCE OF SOLUTIONS FOR VISCOUS CAHN-HILLIARD

EQUATION WITH INERTIAL TERM

XU Hong-mei, WANG Yi-ping

(College of Science, Hohai University, Nanjing 211100, China)

Abstract: Cauchy problem of viscous Cahn-Hilliard equation with inertial term is studied.

By detailed analysis of the Green’s function in different frequency, based on fixed point theorem,

global existence of classical solution with large initial data is obtained, Which extend the formers

work which focused on weak solution or quasi-strong solution or classical solution with small initial

data.

Keywords: viscous Cahn-Hilliard equation with inertial term; classical solution; large

initial data; fixed point theorem
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