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带有多项式约束的广义分式规划问题的迭代算法
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摘要: 本文研究了一类带有广义多项式约束的广义分式规划问题. 首先将原问题转化为其等价

形式, 然后利用特殊不等式的有关性质将等价问题转化为易于求解的几何规划问题 (GP), 并通过求解

一系列 (GP) 问题获得原问题的最优解. 最后, 给出求解问题的迭代算法以及算法的收敛性分析, 数值

算例表明提出的算法是可行有效的.
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1 引言

考虑如下一类带有多项式约束的广义分式规划问题

(GFP) :





min ϕ0(x) =
p∑

j=1

aj

Tj∏
t=1

( fjt(x)

gjt(x)
)µjt =

p∑
j=1

aj

Tj∏
t=1

(

n∑
i=1

a1
jtixi+α1

jt

n∑
i=1

a2
jtixi+α2

jt

)µjt ,

s.t. ϕk(x) =
T 1

k∑
t=1

b1
kt

n∏
i=1

x
γ1

kti

i ≤ 0, k = 1, 2, · · · ,m1,

x ∈ X = {x|0 < xi ≤ xi ≤ xi < ∞, i = 1, · · · , n},

其中 aj , b1
kt, γ

1
kti, 为任意实数, µjt 为正实数, 且 fjt(x), gjt(x) 在 x ∈ X 上为正的仿射函数.

广义分式规划问题是一类非凸优化模型, 它包含比式和问题、多乘积问题、几何规划问
题等. 近年来这类问题的特殊形式已经引起许多学者的关注. 一方面, (GFP) 问题通常存在
多个非全局的局部最优解, 在计算方面有很大的挑战. 另一方面, (GFP) 能广泛应用于实际
问题中, 如运输行业、政府合同、经济投资等 [1–7]. 关于问题 (GFP) 的特殊形式, 文献 [8–11]
中已给出不同的求解算法, 如分支定界算法、鲁棒算法等. 本文针对一般形式的 (GFP) 问题
提出一种迭代算法, 利用等价转化技巧与特殊不等式的有关性质将原问题压缩为几何规划问
题, 通过求解一系列几何规划问题得到原问题的解, 并对算法进行理论分析, 通过数值算例表
明提出的算法是可行有效的.

2 预备知识

为求解问题 (GFP), 引入变量 ηjt, ξjt, 记

η = (η11, η12, · · · , η1T1 , η21, · · · , ηpTp
) ∈ RT , ξ = (ξ11, ξ12, · · · , ξ1T1 , ξ21, · · · , ξpTp

) ∈ RT ,
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其中 T = T1 + T2 + · · · + Tp. 并令 aj > 0, j = 1, · · · , p1; aj < 0, j = p1 + 1, · · · , p. 问题

(GFP) 有如下等价形式

(EGFP) :





min
p1∑

j=1

aj

Tj∏
t=1

(ηjt

ξjt
)µjt +

p∑
j=p1+1

aj

Tj∏
t=1

(ηjt

ξjt
)µjt ,

s.t. fjt(x) ≤ ηjt, ξjt ≤ gjt(x), j = 1, · · · , p1; t = 1, · · · , Tj ,

ηjt ≤ fjt(x), gjt(x) ≤ ξjt, j = p1 + 1, · · · , p; t = 1, · · · , Tj ,

ϕk(x) ≤ 0, k = 1, · · · ,m1, x ∈ X,

ηjt > 0, xijt > 0, j = 1, · · · , p; t = 1, · · · , Tj .

问题 (GFP) 和问题 (EGFP) 在如下意义下是等价的.
定理 2.1 如果 (x∗, η∗, ξ∗)是问题(EGFP)的最优解,则 x∗ 是问题(GFP)的最优解. 反之,

如果 x∗是问题(GFP)的最优解,那么 (x∗, η∗, ξ∗)是问题(EGFP)的最优解,其中 η∗jt = fjt(x∗),
ξ∗jt = gjt(x∗), j = 1, 2, · · · , p; t = 1, 2, · · · , Tj .
证 由问题 (GFP) 和问题 (EGFP) 的结构易得结论成立.
基于以上讨论, 为了获得问题 (GFP) 的最优解, 可以转而求解其等价问题 (EGFP). 令

z = (x, η, ξ) ∈ RN (N = n + 2T ). 通过改变记号, 问题 (EGFP) 可被重新写为如下形式

(P) :

{
min h+

0 (z)− h−0 (z),
s.t. h+

k (z)− h−k (z) ≤ 0, k = 1, · · · ,m1 + 2T, zi > 0, i = 1, · · · , N,

其中 h+
k (z) =

T+
k∑

j=1

α1
kj

N∏
i=1

z
β1

kji

i , h−k (z) =
T−k∑
j=1

α2
kj

N∏
i=1

z
β2

kji

i , 且 α1
kj , α

2
kj ∈ R+, β1

kji, β
2
kji,∈ R,

k = 0, 1, · · · ,m1 + 2T .
对问题 (P), 通过选取充分大的正数M , 使其满足 h+

0 (z) − h−0 (z) + M > 0. 于是引入变

量 zN+1, 并记K = {1, · · · ,m1 + 2T}, 问题 (P) 能够等价转化为如下问题

(EP) :





min zN+1,

s.t. h+
0 (z) + M ≤ h−0 (z) + zN+1, k = 0, h+

k (z) ≤ h−k (z), k ∈ K,

zi > 0, i = 1, · · · , N + 1.

为了求解问题 (EP), 下面将提出一种迭代算法, 该算法通过求解一系列的几何规划来获
得问题 (EP) 的最优解. 为此, 需要对问题 (EP) 中的约束进行处理与变形, 当 k ∈ K 时, 根
据 T−k 的值将不等式约束分成如下两类

Tk1 = {k|T−k = 1, k ∈ K}, Tk2 = {k|T−k > 1, k ∈ K}.
于是问题 (EP) 可以写为如下形式

(P1) :

{
min zN+1,

s.t. Gk(z) ≤ 1, k ∈ {0} ∪ Tk1 ∪ Tk2, zi > 0, i = 1, · · · , N + 1,

其中

Gk(z) =





h+
0 (z)+M

h−0 (z)+zN+1
, k = 0,

h+
k (z)

h−k (z)
, k ∈ Tk1,

h+
k (z)

h−k (z)
, k ∈ Tk2.
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下面为了求解问题 (P1), 我们需要对问题 (P1) 中 k = 0, k ∈ Tk2 所对应约束的右端项用

近似单项式替换. 为此, 考虑如下函数

H(z) =
m∑

j=1

bj

N+1∏
i=1

z
aji

i . (2.1)

给定点 z̄ ∈ RN+1
+ , 由代数 – 几何平均不等式有

H(z) ≥ Ĥ(z; z̄) =
m∏

j=1

(
bj

θj(z̄)

N+1∏
i=1

z
aji

i

)θj(z̄)

, (2.2)

其中参数 θj(z̄) 可通过下式得到

θj(z̄) =
bj

N+1∏
i=1

z̄i
aji

H(z̄)
, j = 1, 2, · · · ,m. (2.3)

将参数 θj(z̄) 代入 (2.2) 式得

H(z) ≥ Ĥ(z; z̄) = β

N+1∏
i=1

z̄i
αi , (2.4)

其中

αi =

m∑
j=1

ajibj

N+1∏
i=1

z̄i
aji

H(z̄)
, β =

H(z̄)
N+1∏
i=1

z̄i
αi

. (2.5)

接下来, 类似式 (2.1)–(2.5) 的结果, 对于给定的点 z̄ ∈ RN+1
+ , 若 k = 0, 记

α0i =

T−0∑
j=1

β2
0jiα

2
0j

N∏
i=1

z̄i
β2
0ji

T−0∑
j=1

α2
0j

N∏
i=1

z̄i
β2
0ji + zN+1

, β0 =

T−0∑
j=1

α2
0j

N∏
i=1

z̄i
β2
0ji + zN+1

N∏
i=1

z̄i
α0i(z̄)

, (2.6)

则有

h−0 (z) + zN+1 =
T−0∑
j=1

α2
0j

N∏
i=1

zi
β2
0ji + zN+1 ≥ β0

N∏
i=1

zi
α0i , B0(z; z̄). (2.7)

若 k ∈ Tk2, 记

λki =

T−k∑
j=1

β2
kjiα

2
kj

N∏
i=1

z̄i
β2

kji

T−k∑
j=1

α2
kj

N∏
i=1

z
β2

kji

i

, σk =

T−k∑
j=1

α2
kj

N∏
i=1

z
β2

kji

i

N∏
i=1

z̄i
λki(z̄)

, (2.8)
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则有

h−k (z) =
T−k∑
j=1

α2
kj

N∏
i=1

z
β2

kji

i ≥ σk

N∏
i=1

zi
λki , Bk(z; z̄). (2.9)

因此问题 (P1) 可被压缩为以下问题

(P2(z̄)) :





min zN+1,

s.t. Ĝk(z; z̄) ≤ 1, k ∈ {0} ∪ Tk2,

Ĝk(z) ≤ 1, k ∈ Tk1, zi > 0, i = 1, · · · , N + 1,

其中 Ĝk(z; z̄) =





h+
0 (z)+M

B0(z;z̄)
, k = 0,

h+
k (z)

B−k (z;z̄)
, k ∈ Tk2,

Ĝk(z) = h+
k (z)

h−k (z)
, k ∈ Tk1. 此时, 问题 (P2(z̄)) 为几何

规划问题, 能够通过指数变换, 即 zi = exp(ti), i = 1, · · · , N + 1, 将其等价转化为关于变量 t

的凸规划问题. 实际计算时, 可调用Matlab 工具箱中的 GGP 求解器直接问题 (P2(z̄)) 进行
求解.
根据问题 (P1) 和 (P2(z̄)) , 任给点 z̄ ∈ RN+1, 对 Gk(z) 与 Ĝk(z; z̄), 满足 Gk(z) ≥

Ĝk(z; z̄), 及 Gk(z̄) = Ĝk(z̄; z̄). 这样问题 (P1) 的可行域 X 包含问题 (P2(z̄)) 的可行域 Y , 即
Y ⊆ X, 且通过选取 z̄ ∈ RN+1, 问题 (P2(z̄)) 可以作为问题 (P1) 的近似. 因此, 依靠选取不
同点 z̄, 可以构造一系列的 (P2(z̄)), 通过求解 (P2(z̄)), 进而得到 (P1) 的解. 根据定理 2.1, 得
原问题的解.

3 算法及其收敛性

根据上述讨论, 问题 (GFP) 等价于问题 (P1). 给定点 z̄, 利用算术 – 几何平均不等式, 将
问题 (P1) 压缩为 (P2(z̄)). 为了获得原问题 (GFP) 的最优解, 这里提出一种迭代算法. 给定
初始参数 z0 和误差 ε. 令 z̄ = z0, 计算式 (2.6), (2.8) 中的参数 α0i, β0 λki, σk, 可构造几何规
划问题 (P2(z̄)), 求解 (P2(z̄)) 可获得新的点 z1. 若 ‖z1 − z0‖ ≤ ε 成立, 算法终止, z∗ = z1 即

为问题 (GFP) 的近似最优解. 否则, 令 z̄ = z1, 重复上述过程直到满足终止条件为止. 算法的
具体步骤如下

步 0 给定容许误差 ε > 0, 选择初始点 z0, 令迭代次数 r = 1.
步 1 令 z̄ = zr−1, 计算式 (2.6), (2.8) 中的参数 α0i, β0, λki, σk.
步 2 求解问题 (P2(z̄)), 得最优解 zr.
步 3 若 ‖zr − zr−1‖ ≤ ε, 算法终止. 令 z∗ = zr, 且 z∗ 是问题 (P1) 的最优解. 否则, 令

r = r + 1, 返回到步 1.
算法的实际操作中, 若初始点为非可行点, 那么算法经过很少的迭代次数后就会产生问

题 (P2(z̄)) 的可行点 [12]. 因此, 当初始可行点未知时, 可以用非可行点代替.
下面为了讨论算法的收敛性, 先给出引理 3.1.
引理 3.1 对于算法中产生的每一点 zr (r ≥ 1) 均有

Gk(zr) = Ĝk(zr; zr), ∇Gk(zr) = ∇Ĝk(zr; zr), k = 0, 1, · · · ,m1 + 2T,

其中5 代表函数的梯度.
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证 由函数 H(z), Ĥ(z; z̄) 的定义以及代数平均不等式易得

h−0 (zr) + zr
N+1 = B0(zr; zr), ∇ (

h−0 (zr) + zr
N+1

)
= ∇B0(zr; zr),

进而由 Gk(z), Ĝk(z; z̄) 的表达式, 容易得出 Gk(zr) = Ĝk(zr; zr), k = 0, 1, · · · ,m1 + 2T.

当 k = 0 时, 对任意 q = 1, 2, · · · , N + 1, 有

∂Gk(zr)
∂zq

=

∂(h+
0 (zr) + M)

∂zq

(h−0 (zr) + zr
N+1)− (h+

0 (zr) + M)
∂(h−0 (zr) + zr

N+1)
∂zq

[h−0 (zr) + zr
N+1]2

,

∂Ĝk(zr; zr)
∂zq

=

∂(h+
0 (zr) + M)

∂zq

B0(zr; zr)− (h+
0 (zr) + M)

∂B0(zr; zr)
∂zq

[B0(zr; zr)]2
.

又因为 h−0 (zr) + zr
N+1 = B0(zr; zr), ∇ (

h−0 (zr) + zr
N+1

)
= ∇B0(zr; zr). 因此

∂Gk(zr)
∂zq

=

∂Ĝk(zr; zr)
∂zq

, 即 ∇Gk(zr) = ∇Ĝk(zr; zr), k = 0.

当 k ∈ Tk1, k ∈ Tk2时,可类似证明. 从而∇Gk(zr) = ∇Ĝk(zr; zr), k = 0, 1, · · · ,m1+2T.

定理 3.2 对于算法中产生的点 zr (r ≥ 1), 假设问题 (P2(zr)) 满足 Slater’s 约束规范.
如果算法有限步迭代, 则算法终止于问题 (P1) 的 KKT 点. 否则, 如果算法产生无穷序列
{zr}, 则无穷序列 {zr} 的聚点是问题 (P1) 的 KKT 点.

证 若算法迭代 r 步后终止. 由于问题 (P2(zr)) 满足 Slater’s 约束规范, 则问题
(P2(zr−1)) 的最优解 zr 是它的 KKT 点, 即有

∑

k∈{0}∪Tk2

λk∇
(
Ĝk(zr; zr−1)

)
+

∑
k∈Tk1

µk∇
(
Ĝk(zr)

)
+ C = 0, (3.1)

Ĝk(zr; zr−1) ≤ 1, λk ≥ 0, λk

(
Ĝk(zr; zr−1)− 1

)
= 0, k ∈ {0} ∪ Tk2, (3.2)

Ĝk(zr) ≤ 1, µk ≥ 0, µk

(
Ĝk(zr)− 1

)
= 0, k ∈ Tk1, (3.3)

−zr
i ≤ 0, νi ≥ 0, νi (−zr

i ) = 0, i = 1, · · · , N + 1, (3.4)

其中 λk, µk, νi 是拉格朗日乘子, C = (−ν0,−ν1, · · · ,−νN+1 + 1)T ∈ RN+1. 另外, 由算法中
的第 3 步, 有 zr = zr−1. 因此

∑

k∈{0}∪Tk2

λk∇
(
Ĝk(zr; zr)

)
+

∑
k∈Tk1

µk∇
(
Ĝk(zr)

)
+ C = 0,

Ĝk(zr; zr) ≤ 1, λk ≥ 0, λk

(
Ĝk(zr; zr)− 1

)
= 0, k ∈ {0} ∪ Tk2,

Ĝk(zr) ≤ 1, µk ≥ 0, µk

(
Ĝk(zr)− 1

)
= 0, k ∈ Tk1,

−zr
i ≤ 0, νi ≥ 0, νi (−zr

i ) = 0, i = 1, · · · , N + 1.
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由 Gk, Ĝk 的定义以及引理 3.1, 有
∑

k∈{0}∪Tk2

λk∇ (Gk(zr)) +
∑

k∈Tk1

µk∇ (Gk(zr)) + C = 0,

Gk(zr) ≤ 1, λk ≥ 0, λk (Gk(zr)− 1) = 0, k ∈ {0} ∪ Tk2,

Gk(zr) ≤ 1, µk ≥ 0, µk (Gk(zr)− 1) = 0, k ∈ Tk1,

−zr
i ≤ 0, νi ≥ 0, νi (−zr

i ) = 0, i = 1, · · · , N + 1,

这意味着 zr 是问题 (P1) 的 KKT 点.
若算法是无限步迭代的, 易证序列 {zr} 是有界的. 那么序列 {zr} 存在一个收敛的子列.

不失一般性, 仍记为序列 {zr}, 并假设 lim
r→∞

zr = z∗. 由 Ĝk(z; z̄) 和 Ĝk(z) 的连续可微性, 对

式 (3.1)–(3.4) 两边取极限, 可得
∑

k∈{0}∪Tk2

λk∇
(
Ĝk(z∗; z∗)

)
+

∑
k∈Tk1

µk∇
(
Ĝk(z∗)

)
+ C = 0, (3.5)

Ĝk(z∗; z∗) ≤ 1, λk ≥ 0, λk

(
Ĝk(z∗; z∗)− 1

)
= 0, k ∈ {0} ∪ Tk2, (3.6)

Ĝk(z∗) ≤ 1, µk ≥ 0, µk

(
Ĝk(z∗)− 1

)
= 0, k ∈ Tk1, (3.7)

−z∗i ≤ 0, νi ≥ 0, νi (−z∗i ) = 0, i = 1, · · · , N + 1. (3.8)

再结合引理 3.1 和式 (3.5)–(3.8), 有
∑

k∈{0}∪Tk2

λk∇ (Gk(z∗; z∗)) +
∑

k∈Tk1

µk∇ (Gk(z∗)) + C = 0,

Gk(z∗; z∗) ≤ 1, λk ≥ 0, λk (Gk(z∗; z∗)− 1) = 0, k ∈ {0} ∪ Tk2,

Gk(z∗) ≤ 1, µk ≥ 0, µk (Gk(z∗)− 1) = 0, k ∈ Tk1,

−z∗i ≤ 0, νi ≥ 0, νi (−z∗i ) = 0, i = 1, · · · , N + 1.

因此 z∗ 是问题 (P1) 的 KKT 点. 定理得证.

4 数值实验

为验证算法的有效性, 在酷睿双核 CPU (主频 2.4 GHz), 2GB 内存的微机上用Matlab
进行数值计算. 表 1 的数值结果表明本文算法是可行有效的.
例 1

min (
x1 + x2 + 1
x1 + x2 + 2

)1.5 × (
x1 + x2 + 2
x1 + x2 + 3

)2.1,

s.t. x1.1
1 x1.6

2 − x1.2
1 x1.5

2 ≤ 5, 1.0 ≤ x1 ≤ 2.0, 1.0 ≤ x2 ≤ 2.0.

例 2

min (
x1 + x2 + 1
x1 + x2 + 2

)1.1 × (
x1 + x2 + 3
x1 + x2 + 4

)1.2 − (
x1 + x2 + 6
x1 + x2 + 5

)1.1 × (
x1 + x2 + 8
x1 + x2 + 7

)1.2,

s.t. x1x
0.5
2 + x1x2 ≤ 4, 1.0 ≤ x1 ≤ 2.0, 1.0 ≤ x2 ≤ 2.0.
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例 3

min
x1 + x2 + 1
x1 + x2 + 2

+
x1 + x2 + 2
x1 + x2 + 3

,

s.t. x1.1
1 x1.6

2 − x1.2
1 x1.5

2 ≤ 5, 1.0 ≤ x1 ≤ 2.0, 1.0 ≤ x2 ≤ 2.0.

表 1: 例 1–4 的数值计算结果

例 算法 迭代次数 时间 (秒) 最优解 最优值

1 本文 2 0.20290 (1.000000003, 1.000000003) 0.406519018
[11] 229 3.46612 (1.000000000, 1.000000000) 0.406519024

2 本文 5 1.0309 (1.000000006, 1.000000006) -0.728786011
[11] 1493 12.788 (1.000000397, 1.000000000) -0.728786825

3 本文 2 0.1003 (1.000000010, 1.000000010) 1.550000000
[11] 158 2.8833 (1.000000000, 1.000000000) 1.550000000

4 本文 1 0.0730 (1.000000006, 1.000000006) 1.346382448
[13] 104 3 (1.000000286, 1.000000000) 1.346381931

例 4

min (
x1 + x2 + 1
x1 + x2 + 2

)1.1 × (
x1 + x2 + 3
x1 + x2 + 4

)1.2 + (
x1 + x2 + 5
x1 + x2 + 6

)1.1 × (
x1 + x2 + 7
x1 + x2 + 8

)1.2,

s.t. x1x
2
2 + x2

1x2 ≤ 10, 1.0 ≤ x1 ≤ 2.0, 1.0 ≤ x2 ≤ 2.0.

由表 1 可知, 本文算法的运行时间及迭代次数较文献 [11, 13] 都有明显改善, 结果表明提
出的算法是可行有效的.

5 结论

本文针对一类带有多项式约束的广义分式规划问题提出相应的迭代算法, 利用等价转化
技巧与特殊不等式的有关性质将原问题的求解过程转为一系列几何规划问题的求解, 数值结
果表明提出的算法是可行有效的. 另外, 本文考虑的问题模型中要求 fjt(x), gjt(x) 为正的仿
射函数, 但是本文算法针对更一般的模型也可以进行求解.
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PROGRAMMING PROBLEMS WITH POLYNIMIAL

CONSTRAINTS
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Abstract: In this article, we consider a class of generalized fractional programming problems

with polynomial constraints. First, the original problem is transformed into its equivalent form,

and then by using the related properties of special inequalities, the geometric programming

problems (GP) which is easy to be solved can be gained. Then the optimal solution of the original

problem is gained by means of solving a series of geometric programming problems (GP). Finally,

the iterative algorithm and its convergent analysis are given, and numerical results show that the

algorithm is feasible and effective.
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