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四元数 Sylvester 方程的 Toeplitz 约束解及其最佳逼近
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摘 要: 本文研究了四元数体上 Sylvester 方程具有 Toeplitz 矩阵约束解及其最佳逼近问题.

利用四元数矩阵的实分解和矩阵 Kronecker 积, 获得四元数 Sylvester 方程 AX − XB = C 具有

Toeplitz 矩阵解的充要条件及其通解表达式. 同时在 Toeplitz 解集合中, 得到与预先给定的四元数

Toeplitz 矩阵有极小 Frobenius 范数的最佳逼近解.
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1 引言

Sylvester 方程是矩阵理论研究中非常重要的一类矩阵方程, 它在特征结构配置、航天控
制技术、微分方程数值解、模式识别等领域都有实际应用 [1−3]. 目前, 关于 Sylvester 方程的
解与约束解人们多在实数域或复数域上讨论, 并已取得丰富的成果 [4−8], 而在四元数体上讨
论该方程的约束解问题甚少. 随着四元数矩阵在图像处理、飞行器姿态控制等方面的应用发
展 [9,10], 讨论四元数 Sylvester 方程的约束解具有较大实际意义. Toeplitz 矩阵是一类特殊结
构矩阵, 它在信号压缩感知、超视距雷达电离层相位扰动校正等方面有重要作用 [11−13].
本文目的是把实数域上的 Sylvester 矩阵方程 AX −XB = C 推广到四元数体上讨论,

给出该方程存在 Toeplitz 约束解的条件及解法, 同时讨论它的最佳逼近问题.
用 Rn×n,Cn×n,Qn×n 分别表示全体 n 阶实矩阵、复矩阵及四元数矩阵集合; AT , Ā, A∗

分别表示四元数矩阵 A 的转置、共轭、共轭转置; A+ 表示 A 的 Moore-Penrose 广义逆;
‖A‖ =

√
tr(A∗A) 表示四元数矩阵 A 的 Frobenius 范数; vec(A) 表示矩阵 A 按列顺序拉直

向量; A⊗B 表示矩阵 A 与 B 的 Kronecker 积. 下面给出相关定义和引理.
定义 1.1 设 T = (aij)n×n ∈ Qn×n, 如果满足 aij = aj−i, 即

T =




a0 a1 · · · an−2 an−1

a−1 a0 · · · an−3 an−2

...
...

. . .
...

...
a−n+2 a−n+3 · · · a0 a1

a−n+1 a−n+2 · · · a−1 a0




, (1.1)

则称形如 (1.1)式的矩阵为四元数 Toeplitz矩阵,全体 n阶四元数 Toeplitz矩阵记作 TQn×n.
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显然, 一个四元数 Toeplitz 矩阵 (1.1) 由它的第 n 行和第 n 列共 2n − 1 个元素唯一确
定. 记

l(T ) = (a−n+1, a−n+2, · · · , a−1, a0, a1, · · · , an−2, an−1)T ∈ Q2n−1, (1.2)

Tn =




en en−1 · · · e2 e1 0 · · · 0 0
0 en · · · e3 e2 e1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · en en−1 en−2 · · · e1 0
0 0 · · · 0 en en−1 · · · e2 e1



∈ Qn2×(2n−1), (1.3)

其中 ei 为单位矩阵 In 的第 i 列. 易知 Tn ∈ Rn2×(2n−1) 是列正交的. 于是有
引理 1.1 设 T = (aij)n×n ∈ Qn×n, 则

T ∈ TQn×n ⇔ vec(T ) = Tn · l(T ), (1.4)

其中 l(T ), Tn 分别如 (1.2), (1.3) 式所示.
引理 1.2 [14] 复数域上矩阵方程 AX = C 有解的充要条件是 AA+C = C. 此方程的通解

和最小二乘解集均可表示为 X = A+C + (I − A+A)Y, 其中 Y ∈ Cn×n 是任意矩阵, 且存在
唯一极小范数最小二乘解 X0 = A+C.

本文主要讨论如下 3 个问题.
问题 I 给定四元数矩阵 A,B, C ∈ Qn×n, 求矩阵 X ∈ TQn×n, 使得 AX −XB = C.
问题 II 对给定的 A,B, C ∈ Qn×n, 求矩阵X ∈ TQn×n, 使得 ||AX −XB −C|| = min.
问题 III 设问题 I 的解集 SE 6= ∅, M ∈ TQn×n 是已知 Toeplitz 矩阵, 求 X̃ ∈ SE , 使得

min
X∈SE

||X −M || = ||X̃ −M ||.

2 问题 I–II 的解

设 X ∈ TQn×n, 它在实数域 R 上的分解式为 X = X0 + X1i + X2j + X3k, 其中

Xi ∈ Rn×n(i = 0, 1, 2, 3) 均是实 Toeplitz 矩阵. 又设 A,B, C ∈ Qn×n 在实数域R 上的分解
式为 A = A0 + A1i + A2j + A3k, B = B0 + B1i + B2j + B3k, C = C0 + C1i + C2j + C3k, 其
中 Ai, Bi, Ci ∈ Rn×n(i = 0, 1, 2, 3), 则四元数体上 Sylvester 方程

AX −XB = C (2.1)

等价于

(A0 + A1i + A2j + A3k)(X0 + X1i + X2j + X3k)

−(X0 + X1i + X2j + X3k)(B0 + B1i + B2j + B3k)

= (C0 + C1i + C2j + C3k). (2.2)

将 (2.2) 式左边展开, 并根据四元数矩阵实分解的唯一性, 可得




A0X0 −X0B0 −A1X1 + X1B1 −A2X2 + X2B2 −A3X3 + X3B3 = C0,

A1X0 −X0B1 + A0X1 −X1B0 −A3X2 −X2B3 + A2X3 + X3B2 = C1,

A2X0 −X0B2 + A3X1 + X1B3 + A0X2 −X2B0 −A1X3 −X3B1 = C2,

A3X0 −X0B3 −A2X1 −X1B2 + A1X2 + X2B1 + A0X3 −X3B0 = C3,

(2.3)
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由于 Xi ∈ Rn×n(i = 0, 1, 2, 3) 均是实 Toeplitz 矩阵, 因此由引理 1.1 可得

vec(Xi) = Tn · l(Xi) (i = 0, 1, 2, 3), (2.4)

其中 Tn 如 (1.3) 式所示. 记

G =




I ⊗A0 −BT
0 ⊗ I −I ⊗A1 + BT

1 ⊗ I −I ⊗A2 + BT
2 ⊗ I −I ⊗A3 + BT

3 ⊗ I

I ⊗A1 −BT
1 ⊗ I I ⊗A0 −BT

0 ⊗ I −I ⊗A3 −BT
3 ⊗ I I ⊗A2 + BT

2 ⊗ I

I ⊗A2 −BT
2 ⊗ I I ⊗A3 + BT

3 ⊗ I I ⊗A0 −BT
0 ⊗ I −I ⊗A1 −BT

1 ⊗ I

I ⊗A3 −BT
3 ⊗ I −I ⊗A2 −BT

2 ⊗ I I ⊗A1 + BT
1 ⊗ I I ⊗A0 −BT

0 ⊗ I


 ,

G̃ = G




Tn

Tn

Tn

Tn


 , L =




vec(C0)
vec(C1)
vec(C2)
vec(C3)


 , v =




l(X0)
l(X1)
l(X2)
l(X3)


 . (2.5)

由于 (2.4) 式等价于



vec(X0)
vec(X1)
vec(X2)
vec(X3)


 =




Tnl(X0)
Tnl(X1)
Tnl(X2)
Tnl(X3)


 =




Tn

Tn

Tn

Tn







l(X0)
l(X1)
l(X2)
l(X3)


 ,

因此方程组 (2.3) 等价于
G̃v = L. (2.6)

此外, 利用矩阵 Frobenius 范数可得

||AX −XB − C||2

= ||A0X0 −X0B0 −A1X1 + X1B1 −A2X2 + X2B2 −A3X3 + X3B3 − C0||2 +

||A1X0 −X0B1 + A0X1 −X1B0 −A3X2 −X2B3 + A2X3 + X3B2 − C1||2 +

||A2X0 −X0B2 + A3X1 + X1B3 + A0X2 −X2B0 −A1X3 −X3B1 − C2||2 +

||A3X0 −X0B3 −A2X1 −X1B2 + A1X2 + X2B1 + A0X3 −X3B0 − C3||2

= ||G̃v − L||2. (2.7)

于是, 关于问题 I–II 的解, 有如下的结果.
定理 2.1 给定四元数矩阵 A,B, C ∈ Qn×n, 则 Sylvester 方程 (2.1) 存在四元数 Toeplitz

解的充要条件是 G̃G̃+L = L. 有解时, 它的一般 Toeplitz 解为

X = X0 + X1i + X2j + X3k, (2.8)

无解时, 它的最小二乘 Toeplitz 解仍为 (2.8) 式, 其中

v = G̃+L + (I − G̃+G̃)Y,∀Y ∈ R(8n−4)×1,

l(X0) = v(1 : 2n− 1), l(X1) = v(2n : 4n− 2),

l(X2) = v(4n− 1 : 6n− 3), l(X3) = v(6n− 2 : 8n− 4),

vec(Xi) = Tn · l(Xi), i = 0, 1, 2, 3,
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这里 G̃ ∈ R4n2×4(2n−1), L ∈ R4(2n−1)×1 如 (2.5) 式所示, v(1 : 2n − 1) 表示由向量的第 1 至
2n− 1 个元素组成的 2n− 1 维向量.
证 由方程组 (2.6) 及引理 1.2 可得, 方程组 (2.1) 存在四元数 Toeplitz 解⇔ 方程组 (2.6)

有解⇔ G̃G̃+L = L. 有解时, (2.1) 的 Toeplitz 解显然由 (2.8) 式给出. 无解时, 由 (2.7) 式可
得 ||AX −XB − C|| = min ⇔ ||G̃v − L|| = min. 因此 (2.1) 式的最小二乘 Toeplitz 解仍为
(2.8) 式. 证毕.

3 问题 III 的解

设问题 I 的解集 SE 6= ∅,M ∈ TQn×n 是已知 Toeplitz 矩阵, 现将 M 作实分解 M =
M0 + M1i + M2j + M3k, 其中Mi ∈ Rn×n(i = 0, 1, 2, 3) 均是实 Toeplitz 矩阵. 记

vM =




l(M0)
l(M1)
l(M2)
l(M3)


 ∈ R4(2n−1)×1, T̂ =




Tn

Tn

Tn

Tn


 . (3.1)

则有

||X −M ||2 =
3∑

i=0

||Xi −Mi||2 =
3∑

i=0

||vec(Xi)− vec(Mi)||2

=
3∑

i=0

||Tn · l(Xi)− Tn · l(Mi)||2 = ||T̂ v − T̂ vM ||2

= ||(T̂ ∗T̂ )
1
2 (v − vM )||2, (3.2)

其中

T̂ ∗T̂ =




D

D

D

D


, D = diag(1, · · · , n− 1, n, n− 1, · · · , 1) ∈ R(2n−1)×(2n−1).

于是关于问题 III, 有如下结果.
定理 3.1 设问题 I 的解集 SE 6= ∅,M ∈ TQn×n 是已知四元数 Toeplitz 矩阵, 则在 SE 中

使得 ||X −M || = min 的解 X̃ 存在, 且有如下表达式

X̃ = X0 + X1i + X2j + X3k, (3.3)

其中

ṽ = G̃+L + (I − G̃+G̃)[(T̂ ∗T̂ )
1
2 (I − G̃+G̃)]+(T̂ ∗T̂ )

1
2 (vM − G̃+L),

l(X0) = ṽ(1 : 2n− 1), l(X1) = ṽ(2n : 4n− 2),

l(X2) = ṽ(4n− 1 : 6n− 3), l(X3) = ṽ(6n− 2 : 8n− 4),

vec(Xi) = Tn · l(Xi), i = 0, 1, 2, 3,
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这里的符号意义与前面所示相同.
证 当 X ∈ SE 时, 根据定理 2.1 及 (3.2) 式可知 ||X −M ||2 = min ⇔ ||(T̂ ∗T̂ )

1
2 [G̃+L +

(I − G̃+G̃)Y − vM ]||2 = min, 其中 T̂ ∗T̂ 是一个正对角矩阵. 当 G̃+G̃ 6= I 时, 由引理 1.2, 上

式关于 Y 的最小二乘解为 Ỹ = [(T̂ ∗T̂ )
1
2 (I − G̃+G̃)]+(T̂ ∗T̂ )

1
2 (vM − G̃+L), 当 G̃+G̃ = I 时,

(2.1) 存在唯一解 ṽ = G̃+L, 因此不论哪种情况均有

ṽ = G̃+L + (I − G̃+G̃)Ỹ

= G̃+L + (I − G̃+G̃)[(T̂ ∗T̂ )
1
2 (I − G̃+G̃)]+(T̂ ∗T̂ )

1
2 (vM − G̃+L),

于是存在 X̃ ∈ SE 使得 ||X −M || = min 成立, 并且 X̃ 由 (3.3) 式给出. 证毕.
根据定理 2.1 和定理 3.1, 我们给出问题 I–III 的求解步骤:
步 1 写出四元数矩阵 A,B, C 的实分解式, 即 A = A0 + A1i + A2j + A3k, B = B0 +

B1i + B2j + B3k, C = C0 + C1i + C2j + C3k.

步 2 按 (2.5) 式写出实矩阵 G̃ 和实向量 L.
步 3 检验条件 G̃G̃+L = L 是否成立.
i) 若条件成立, 说明问题 I 有解, 并按 (2.8) 式写出其 Toeplitz 解集 SE ;
ii) 若条件不成立, 说明问题 I 无解, 此时问题 II 的最小二乘 Toeplitz 解集仍为 SE .
步 4 在问题 I 有解时, 对给定的四元数 Toeplitz 矩阵M , 按 (3.1) 式写出对应的实向量

vM .

步 5 按 (3.3) 式写出问题 III 的最佳逼近解 X̃, 即由 vec(Xi) = Tn · l(Xi), i = 0, 1, 2, 3,
可得出 4 个实 Toeplitz 矩阵 Xi, i = 0, 1, 2, 3, 从而获得 X̃ = X0 + X1i + X2j + X3k.

4 数值算例

算例 给定下列四元数矩阵

A =




1 0 0 1
0 1 i 0
0 i j 0
1 0 0 k


 , B =




1 0 0 k

0 1 0 0
0 0 i 0
k 0 0 j


 ,

C =




−1 + i + j 0.5 + 0.5j 1− i 1
0.5i− 0.5j i −0.75 + 0.25i 0.75− 0.5i

−1.5 + 0.5i− 0.25j −1.5 + 0.5i 0.75 + 0.5i 0.5− i

2− i −0.5− 0.75i 0.5− 1.5i + k −1


 .

试讨论 Sylvester 方程 (2.1) 的 Toeplitz 解的存在性.
解 四元数矩阵 A,B, C 的实分解矩阵分别为

A0 =




1 0 0 1
0 1 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0


 , A1 =




0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 0


 , A2 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


 ,
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A3 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1


 , B0 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


 , B1 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


,

B2 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1


 , B3 =




0 0 0 1
0 0 0 0
0 0 0 0
1 0 0 0


,

C0 =




−1 0.5 1 1
0 0 −0.75 0.75
−1.5 −1.5 0.75 0.5
2 −0.5 0.5 −1


 , C1 =




1 0 −1 0
0.5 1 0.25 −0.5
0.5 0.5 0.5 −1
−1 −0.75 −1.5 0


,

C2 =




1 0.5 0 0
−0.5 0 0 0
−0.25 0 0 0
0 0 0 0


 , C3 =




0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0


.

按 (2.5) 式写出实矩阵 G̃ 和实向量 L 并直接计算可知 G̃G̃+L = L 且 G̃+G̃ = I, 因此根据定
理 2.1, 所给的 Sylvester 方程 (2.1) 存在唯一 Toeplitz 解 X, 且由公式 (2.8) 可得

X =




0.5 + 0.5i + k −0.25i + 0.5j − 0.5k 0.5− 0.5i −0.5j − 0.5k

1 0.5 + 0.5i + k −0.25i + 0.5j − 0.5k 0.5− 0.5i

0.5 + 0.5j 1 0.5 + 0.5i + k −0.25i + 0.5j − 0.5k

−0.5 + 0.5i + j 0.5 + 0.5j 1 0.5 + 0.5i + k


 .

5 结语

本文提出一种判断四元数 Sylvester 方程是否具有 Toeplitz 约束解的方法. 我们根据
Toeplitz 矩阵的结构特点, 给出四元数 Toeplitz 矩阵的新刻划. 利用四元数矩阵的实分解和
矩阵的 Kronecker 积, 把约束方程问题转化为无约束方程问题, 解决了四元数乘法非交换的
限制, 得到了四元数 Sylvester 方程具有 Toeplitz 解的充要条件, 以及它的 Toeplitz 解集和最
小二乘解集 SE . 此外, 利用矩阵 Frobenius 范数性质, 在 Toeplitz 解集 SE 6= ∅ 的条件下, 获
得 SE 与预先给定的四元数 Toeplitz 矩阵M 有极小 Frobenius 范数的最佳逼近解. 本文结果
可为解决相关约束四元数矩阵方程问题提供有益参考.
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TOEPLITZ SOLUTION OF SYLVESTER EQUATION AND ITS

OPTIMAL APPROXIMATION OVER QUATERNION FIELD

HUANG Jing-pin, LAN Jia-xin, MAO Li-ying, WANG Min

(College of Science, Guangxi University for Nationalities, Nanning 530006, China)

Abstract: In this paper, we study the Toeplitz matrix solution of Sylvester equation and

its optimal approximation over quaternion field. By using the real representation of a quaternion

matrix and Kronecker product of matrices, the necessary and sufficient condition for the existence

of a Toeplitz matrix solution and the general solution of the quaternion Sylvester equation

AX−XB = C are obtained. Meanwhile, in the Toeplitz solution set, the expression of the optimal

approximation solution to the given quaternion Toeplitz matrix is derived.

Keywords: quaternion field; Sylvester equation; Toeplitz matrix; optimal approximation
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